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Vorr ede. 


Das Werk, dessen ersten Band icli dem matlieniatiselien Publi- 
cum hiermit vorlege, will eine geordnete Darstellung derjenfgen Tbeorie 
der elliptisclien Modulfunctionen geben, wie sie seit nunmelir 13 Jahren 
in erster Linie durcli die wissenschaftlichen Scbopfungen meines bocli- 
verehrten Lebrers, des Herrn Professor Felix Klein, sodaun aber 
auch durcli dessen Unterricbtstliatigkeit an der teclinisclien Hocb- 
scbule in Miinclien, so wie an den Universitaten zu Leipzig und 
Gottingen entstanden ist. Betreffs der Stellung, welclie das vorliegende 
Werk zu frUberen Publicationen von Hrn. Klein einnimmt, darf icb 
micb auf die Vorrede zu dessen „Vorlesungen iiber das Ikosaeder^^ 
bezieben, die vor secbs Jabren im gleicben Verlage erscliienen sind. 
Dasolbst ist nacbst der Tbeorie des* Ikosaeders als zweites Glied in 
der Reibe der in Aussicbt genommenen grosseren Veroffentlicbungen 
die Lebre von den elliptisclien Modulfunctionen gekennzeiebnet, und 
dieser wiirde sicb, wofern der ganze Plan gelingt, kiinftig eine Dar- 
stelluiig der allgemeinen Untersuchungen iiber eindeutige Functionen 
mit linearen Transformationen in sicb anzuscbliessen habon, welcbe 
die Modulfunctionen, wie auch die Tbeorie der regularen Korper als 
besondere Palle umfassen. 

Was die Stellung der Modulfunctionen innerbalb der Gesamt- 
entwicldung der modernen Mathematik angeht, so betracbtete man 
dieselben lange Zeit nur als ein Nebcnerzouguis dor elliptischen Func- 
tionen, wo ibre lieriicksicbtigung insbcsondoro zum Bebufe der Trans- 
formationstbeorie von Belang war. Ileutzutago bat sicb demgegenuber 
die Lebro von den elliptischen Modulfunctionen, wie wir seben werden, 
dank der epocbemaclienden Schopfungen Riemann's und Galois', ab- 
gelbst von den doppeltperiodischen Functionen, zu einer selbstandigen 
Tbeorie entwickelt, die nun il^rcrseits als der nattirlichste Eingang 
in die Transformationstbeorio der elliptischen Functionen erschoini 
Inzwischen ist es dieso Beziebung zur Transformationstboorie der 
elliptischen Functionen kcineswegs allein, urn deren willen die Modul- 
functionen gogonwartig im Vordergrunde dos functionentheoretischen 
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Interesses steten. Vielmelir ist die liolie Bedeutung, die wir der liier 
zu gebenden Theorie der elliptiscben Modulfunctionen beilegen, wesent- 
licb. auch darin begriindet, dass uns dieselbe mit den ersten ins ein- 
zelne zuganglichen Beispielen von transcendenten eindentigen Func- 
tion en mit linearen Transformation en in sicb. versiebt, Beispiele, bei 
denen bereits alle diejenigen Metboden und Gesicbtspunkte zur Geltung 
kommen, die fiir die allgemeinere Tbeorie dieser letzteren Functionen 
von Wicbtigkeit scbeinen. Die weitere Erforscbung dieser Functionen^ 
deren Tbeorie durcb die bezuglicben Arbeiten von Poincare und Klein 
nur erst begonnen ist, diirfte eine der wicbtigsten Aufgaben fur die 
nacbste Entwicklung der matbematiscben Wissenscbaft sein; dabei 
wird dann die durcbgebildete Tbeorie der Modulfunctionen als Proto- 
typ zu gelten baben. 

Fur sicb selbst betracbtet, baben wir in der Tbeorie der Modul- 
functionen eine matbematiscbe Disciplin, die sicb in bobem Masse 
durcb Reicbtum an Beziebungen zu anderen Zweigen der Matbematik 
auszeicbnet, zur Zablentbeorie, zur Algebra, ja selbst zur syntbetischen 
Geometric; docb muss icb bierbei in Anbetracbt alles Naberen auf 
die nacbfolgende Darstellung selbst verweisen. Aucb ist jedenfalls 
ausgescblossen, dass icb bereits bei Gelegenbeit dieser einleitenden 
Worte aller derjenigen Autoren gedenke, deren Untersucbungen mittel- 
bar oder unmittelbar auf die Entwicklung der Tbeorie der Modul- 
functionen von Einfluss gewesen sind. Icb muss aucb in dieser Be- 
ziebung auf die spatere Darstellung verweisen, wo icb alleuthalben 
bemubt gewesen bin, die Bezugnabme nicbt nur auf die Klein’scben, 
sondern iiberbaupt auf die gerade in Betracbt kommenden Original- 
arbeiten moglicbst ausfuhrlicb zu gestalten. Icb begnlige micb bier 
vielmebr damit, die Entstebungsgescbicbte des bier im ersten Bande 
vorliegenden Werkes zu kennzeichnen, wobei icb denn nur diejenigen 
Arbeiten nambaft zu macben babe, welcbe die bistoriscbe Entwicklung 
in unmittelbare Beziebung zu deinselben gesetzt bat. 

Die Vorlesungen von Hrn. Klein batten zum ersten Male in den 
Jabren 1877 — 79 die elliptiscben Modulfunctionen zum Gegenstando 
wabrend seiner Lebrtbatigkeit in Miincben. Die Resultate der da- 
maligen Untersucbungen sind in erster Linie in den unter p. 142 dos 
Textes'genannteu Abbandlungen Klein's aus dem Jabre 1878 veroffentlicbt 
worden, sodann aber aucb namentlicb in der p. 186 ausfubrlicb citiorten 
Note ,fZur Theorie der elUptischen Modulfunctionen^^ (1879). Im letzteren 
Aufsatze kommen bereits in gedrangter Kiirze alle wiebtigen Gesicbts- 
punkte zur Skizzierung, welcbe das Fundament des vorliegenden ersten 
Bandes geworden sind. 
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In der angegebenen Zeit wurde Hr. Klein bei der Durcbfuhrung 
seiner Untersucbungen sebr wesentlicb durcb seine damaligen Schuler, 
die Herren Dyck, Gierster und Hurwitz, unterstutzt, deren beztig- 
liche Arbeiten ich weiter unten (zum Teil erst im zweiten Bande) anzu- 
. geben babe. Unter denselben wandte sicb Hr. Dyck in erster Linie 
den gruppentbeoretiscben Problemen zu, die er mit den Hulfsmitteln 
geometriscber Anscbauungen und Massnahmen der Untersuchung unter- 
warf. Hrn. Gierster’s erste grossere Arbeiten bezogen sicb denigegen- 
iiber auf die arithmetiscbe Seite dieser gruppentbeoretiscben Probleme, 
wabrend sicb derselbe weiterbin den scbwierigen, die Classenzabl- 
relationen betreffenden zablentbeoretiscben Untersucbungen zuwandte, 
auf welche ieb im zweiten Bande hoflfe zurtickkommen zu konnen. 
Die Untersucbungen des Hrn. Hurwitz nabmen gleicb zu Anfang einen 
umfassenderen Standpunkt ein, insofern sie gleichmassig die gruppen- 
tbeoretiscben wie functionentbeoretiscben Gesicbtspunkte in Betracbt 
zogen. Im weiteren aber erstreckten sicb die Arbeiten von Hrn. Hur- 
witz auf diejenigen zablentbeoretiscben Anwendungen der Modul- 
funetionen, denen sicb bereits Hr. Gierster mit grossem Erfolge ge- 
widmet batte. Es ist zu betonen, dass gerade in diesem Gebiete fiir 
Hrn. Hurwitz die in den Vorlesungen des Hrn. Klein uud im person- 
lichen Verkebr mit ihm gewonnenen Anregungen die Quelle zu einer 
glanzenden Eeibe von Verbifentlichungen durcbaus originalen Geprages 
geworden sind. 

Unter den Leipziger Vorlesungen Klein^s nahm diejenige fiber 
elliptische Functionen im Wintersemester 1883/84, sowie in dem darauf 
folgenden Sommersemester in ausgiebiger Weise auf die Tbeorie der 
Modulfunctionen Bezug. Es warden dabei aber nicht so sebr die im 
vorliegenden Bande zur Darstellung kommenden Grundlagen der Tbeorie 
der Modulfunctionen beriicksichtigt, als vielmebr die Anwendungen, 
welche die Modulfunctionen auf die Transformatio.istheorie der ellip- 
tiscben Functionen gestattet. Solcbes gelangt deni^ auch in der jener 
Periode entstammenden (p. 5G8 ausfiihrlicb citierten) Arbeit Klein's 
iiber die elliptischen Normalcurven zum Ausdruck^ und ebeufalls be- 
herrscbt diese Tendenz die zablreichen (im zweiten Bande zu nennen- 
den) Arbeiten der damaligen Schdlor Klein’s, denen aucb der Unter- 
zeicbnete angehorte. 

Alsbald nacb Abscbluss dieser Leipziger Periode glaubte Hr. Klein 
an die Ausfiibriing seines Planes geben zu kbnnen, den „Vorlesungen 
iiber das Ikosaeder^^ die bereits in der Vorredo zu demselben in Aus- 
sicbt gestellten „Vorlesungen tlbor die Tbeorie der Modulfunctionen^^ 
folgen zu lassen; und in diesem Sinne zog derselbe aucb gelegentlich 
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seiner ersten Gottinger Yorlesungen in den Jahren 1886, 87 wieder- 
liolt die Modnlfunctionen in Betracht. Aber der in Fiille daliegende 
Stoff erwies sicli einstweilen nocli viel zu wenig durchgebilclet nnd 
gesicttet^ die Umwandlung desselben zu einem geordneten Ganzen 
verlangte viel zu sebr einseitige CoDcentratioUj als dass Hr. Klein bei 
seiner ausgedehnten Lebrtbatigkeit und bei seinen rastlos vorwarts 
strebenden Forscbungen hierzu die Zeit liatte erLlbrigen kbnnen. 

So wandte sicb Hr. Klein im Herbst 1887 an den Unterzeichneten 
mit der Aufforderung, das Geplante zur Wirklichkeit zu gestalten. 
Ich hatte mieh bereits im Sommer 1887 wiederbolt mit der Absicht 
getragen, bei Hrn. Klein einen bierauf bezuglicben Vorscblag zu maclien, 
und kam jetzt der gescbebenen Aufforderung um so unbedenklicber 
naeh, als ich ja der kraffcigsten Unterstiitzung meines bocbverehrten 
Lebrers sicber sein durfte. Wenn icli ubrigens aucb bei der nun 
folgenden Entwicklungspbase des vorliegenden Werkes mit Ausfuhr- 
liebkeit verweile, so fiible icb micb dazu um so mehr berecbtigt^ als 
es fur micb eine nabezu dreijabrige ununterbrocbene Arbeit gekostet 
bat; um aus den mir zur Verfugung stebenden Hulfsmitteln diesen 
ersten Band zu gestalten. 

Es gait fur micb zuvorderst, eine geordnete Disposition des ge- 
samten Stoffes zu gewinnen; ich muss in diesem Betracht wieder auf 
die Darstellung selbst verweisen und fUge sogleicb binzU; dass icli 
micb liber die Disposition fur den zweiten Band; welcber die ;,Wcitcr- 
fubrung und Anwendung der Tbeorie^^ bringen soil; in dem vor- 
letzten Paragraj>hen des gegenwartigen Bandes ausgesproclien babe. — 
Etwas grundlicber muss icb micb liber die Metbode ausspreclieii; die 
icb bei der Gedankenentwicklung innerbalb der einzelnen Kapitel be- 
folgte. Icb wiederbole vorab; dass mir alle principiellen Gesichts- 
punkte und Metboden dureb die Yorlesungen und Abbandlungen Klein's 
gegeben waren; aber zur directen Darstellung scbienen dieselben nur 
in sebr ungleicbem Grade geeignet und gaben mir vielfacb mebr nur 
die Directive, nacb welcber icb mein^ Darstellung einzuricbten hatte. 
Um bier deutlicb zu werden, sei es gestattet ein Beispiel herauszu- 
greifen, Icb gedenke vielleicbt des zweiten Kapitels im ersten Ab- 
scbnitt, welches von den Perioden des elliptiscben Integrals erstor 
Gattung bandelt; ein Gegenstand, der eine gauze Reihe verschieden- 
artiger Darstellungen aucb in der alteren Litteratur gefunden hat. 
Dass icb bier durchaus mit Riemann'schen Methodeii zu operieren 
hatte, war ja von vornherein gegeben. Aber aucb so boten sicb mir 
nocb mehrere moglicbe Wege: Erstlich konnte icb das gauze Kapitel 
auf rein anschauliche Betracbtungen der zweiblattrigen Riemaun'scben 
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Flache mit Tier VerzweigungspTinkten basieren und die Veranderungen 
der Invariante J durch Lageuanderuugen der Verzweigungspunkte be- 
wirken. Aber eine solehe Darstellung des Kapitels, die icli anfangs 
versucbte, gentigte mir spaterbin nicbt mebr; sie ware auch, wofern 
sie das Wesentlicke hatte treffen wollen, zu urnfanglicb. geworden. 
Ich konnte andrerseits an. die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ankniipfen und durcb ausschliessliebes Operieren mit der Riemann'scben 
P-F unction vorwarts kommen. Aber dieser Weg erscbien mir alsbald 
zu einseitig analytiscb und eben darum zu wenig anscbaulicb; und so 
glaubte icb schliesslicb einen Mittelweg einscblagen zu sollen, wobei 
mir librigens das dritte Kapitel im ersten Absebnitt der Vorlesungen 
liber das Ikosaeder durcbaus zum Vorbild diente. Icb wiirde ermiiden, 
wollte icb bier nocb weitere derartige Einzelausfiibrungen anfiigen* 
Genug, dass icb allentbalben bestrebt war, mir die Resultate der ver- 
scbiedenen, jedesmal in Betracbt kommenden Abbandlungen zu einem 
Gesamtbilde zu verscbmelzen, um alsdann das letztere in einer Art 
darzustellen, die mir gerade gut scbien; nur auf diesem Wege glaubte 
icb erreicben zu konnen, dass meine Arbeit ein einbeitlicbes Gauze 
vorstellt. — Dass ich iibrigens im Verlaufe der Darstellung zablreicbe 
Liicken durch selbstandige Untersucbungen ausfLlllen musste, dass icb 
endlicb ftlr die rein redactionelle Thlltigkeit die alleinige Verantwortung 
tragen muss, brauche icb nur nebenber zu bemorken. Im erstereu 
Betracbt babe icb ubrigens von mir berrlihrcnde Untersucbungen als 
solcbe stets durcb ausdriickliche Citato gekennzeichnet. 

Fiir die Einzeldarstellung babe icb allentbalben die auch in 
den Vorlesungen iiber das Ikosaeder massgeblicb gewesene Tondenz 
aufrecbt zu erbalten gesucbt, beim Leser keinerlei spccifische Vor- 
kenntnisse als bekannt vorauszusetzen. Das hatte ja freilicb mancberlei 
Inconvenienzen im Gefolge: ich niusste vielfach weiter ausbolcn, unter 
Zuriickdrangung des eigentlicben Zieles der TJntersucbung; wiederbolt 
musste Verzicht darauf geleistet wcrden, das einfacbste Bild oines 
Gegenstandes zu geben, wenn cin anderes elementarer scbien u. s. w. 
Auch die grosse Ausfiihrlicbkeit der Darstellung und der inductive 
Gang der Entwicklung vom Speciellen zum Allgemeinen wurde fast 
tiberall nm der leichteren Verstandlichkeit willen innegehalten. 

Bei meinen gesamten Arbeiten bat micb Hr. Professor Klein in 
der thatkraftigsten Weiso unterstiltzt*, er bat meine Plane und Aus- 
arbeitungen durcbweg der eingebendsten Durchsiebt unterzogen, die- 
selbon mit mir besi)rocben und mich auf mangelhafto Stellen aufmerk- 
sam gemacht; er hat endlicb die 'gesamten Correcturen der Druck- 
bogen im Verein mit mir erlodigk ; Hiltto icb sebon obno eine solcbo 
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XJnterbtiltzung z. B. die Anfangskapitel des dritteu Abschnitts ilber- 
liaupt nicbt abfasseii konnen, so sind mir meine wiederbolten Reisen 
iiacli Gottingen in rein ideeller Bezieliung nocb ungleieh wertvoller 
geworclen: stets babe icb mir in der That aus der geistvollen Unter- 
haltung und Yortragsweise meines hochverehrten Lehrers neue Kraft 
und nene Begeisterung zum Yorwlirtsarbeiten heimgebracht. — Habe 
ich mich solcherweise der vollen Teilnahme des Hrn. Klein zn erfrenen 
gehabt, so darf ich nnn auch auf der anderen Seite in seiiiem Namen 
hier anfuhren, dass er das vorliegende Werk als die gelungene Aus- 
fQhrung des lange gehegten Planes anerkennt, 

Dem Herrn Yerleger bin ieh in besonderer Weise zu Danke ver- 
pflichtet sowohl wegen der Bereitwilligkeit, init der er wlihrend der 
Drucklegung auf alle daranf beziiglichen Wiinsche einging, als auch 
der wiirdigen Ausstattung halber, die er dem Buche gegeben. — Was 
endlich den zweiten Band anlangt, so hoffe ich denselben in bis 
2 Jahren nachfolgen lassen zu konnen. 

Braunschweig, den 12^®^ August 1890- 


Robert Pricke. 
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Erster Absehnitt. 


Emfiilirnng in das Stndinin der elliptischen Modnlfnnctionen. 

Die naclifolgende Darstelliing der Eigen sell aften der elliptisclien 
Modulfunctionen ist eino erweiterte Portsetzuiig der Tlieorie des Iko- 
saeders. Dnter dieser Bezeiclmung mogen liier im engeren Siune 
diejenigen EntwicMungen zusammengefasst sein, welclie den ersten 
Absclinitt der „Vorlesungeu tiber das Ikosaeder^^ bilden**^). Fiir den 
Zweek dieser einleiienden Worte brauclien wir nicht sclion naher auf 
die Art dieser Fortsotzung Beziig zu nchmen ; nur dass sie eine eriveiterte 
Fortsetzung ist, wollen wir bier ausdrUcklicb betonen. Bereits der 
Name der „elliptisclien^^ Modulfunctionen wird andeuten, dass unsere 
kllnftigen Bntwicklungen zu den elliptisclien Functionen iiberbaupt in 
ongster Bezieliung steben, Mit Riicksicbt bierauf ist es sehr wiinschens- 
wert, beim Loser die Kenntnis dieser Functionen in ibren Grundeigen- 
sebaften voraussetzen zu diirfen^'*^'). Gleichwobl erfordern es versebie- 
dene Rucksiebtnabmen, dass wir bier dennoch im ersten, zweiten und 
fiinften iiacbfolgenden Kapitel auf cinzelne Teile dor Theorie der ellip- 
tiscLen Functionen ansfiihrlicber eingeben. Toils sebien dies zur be- 
quomen lluckbeziebung in den spilteren Absebnitten dieses Buebes 
erforderlich; toils aber aucli bieten uns die vorliegenden Lebrbticber fiber 
elliptiscbe l^unctionen die Darstellung einiger wichtigen Entwicklungeu 
nicht in der Gestalt, wio wir sie bier wunseben mussen. Dies gilt 
vornehmlicb von den invariantentbeoretiseben Gesiebtspunkten, welche 

’*') F. Klein, VorUsungen 'fiber das Ikosavder und die Aufldsung der Gleichungen 
vom pfin/'tm Grade (Leipzig 1884). Wir citieren dieses Buck kurz als „Ikos.“. 

Da OS sich bier wesontliob um die Gestalt handelt, welche Woiorstrass 
fiir die Theorie der ollii)tisohen Functionen gosobafTon hat, so konnon wir ala 
Hilfsmittel fiir das Studimn dersolben nur. nonnon: Schwarz, fFormeln und LeliT'- 
sdtjse mm Gcbrauche der elliidiBchcn l^\mctionen (Gottingen, seit 1885); Halphen, 
Traite dcs fonctiom elliptigues et de lours applications Bd. T, IT (Paris, 1886, 1888). 

K 1 (^iTi-Vriclco, ■Modnlfimoliowon. 1 



2 I. EinfuliruDg in das Studium der elliptisclien Modulfunctionen. 

das Eapitel 1 zur Darstellung bringt"^). Viel eher schoB batten wir 
uns fiir das zweite Kapifcel; das von den Perioden des elliptischen 
Integrals erster Gattung liandelt, auf die beziigliclie Darstellung in 
Halplien^s Werke berufen konnen. Indessen erschien die Aufnabme 
dieses Kapitels scbon um des gleiehmassigen Zusammenbanges unserer 
Entwicklung willen notwendig. Sollen wir diesen kurzen Uberblick 
uber den ersten Abscbnitt noch weiter fortsetzen, so bringt Kapitel 3 
durcb Aufnabme einer gewissen Gattung conform er Abbildungen eine 
zusammenfassende und zugleicb vorlaufig abscbliessende Auffassung 
der bis dabin iiberhaupt dureblaufenen Entwicklung zu Wege. Auf 
dieser Grundlage konnen wir in Kapitel 4 die beiden Hauptprobleme 
entwickeln, um welcbe es sich fur uns bei den elliptiscben Modul- 
functionen ilberbaupt bandeln soli. Kap. 5 ist im wesentliehen einc 
Zusammenstellung von Formeln fiber doppeltperiodische Functionen, 

Die Invariantentbeorie hat in neuerer Zeit namentlich auch noch durch 
Hereinnahme der Govarianten im Gebiete der elliptiscben Functionen bodeutend 
an Eiaum gewonnenj man vgl. Klein: UbeQ' hyperelliptiscJie Sigmafunctionen (Msith. 
Ann. Bd. 27, 1886) sowie Pick: Zur TlieoriQ der ellipiisclien Functionen (Bd. 28 
der Annalen, 1886), auf welcbe Arbeiten dann auch Halpben im zweiten Bande 
seines gen. Werkes Bezug nimmt. Diese die Govarianten betreffendon Entwicklungen 
bleiben im Texte ausser Betracbt. 



Erstes Kapitel. 

Von den Invarianten der Tbic^nadratischen binaren Form. 

§ 1. Die Form 0 ^) irrationalen Invarianten. 

Ftir die biquadratische binare Form wird im folgenden die iiblicbe 
Bezeicbnungs weise : 

(1) ^2) == + 602 ^ 

gebraucbt, die wir, wo es wunschenswert ist, durcb die Substitution 
0^ = 0^ 0^ = 1 in nicbtbomogene Gestalt umsetzen. Als Invarianten 
dieser Form definiert man gemeinbin nur diejenigen Ausdrucke, welcbe 
rational aus den Coefficienten zusammengesetzt sind und die Invarianten- 
eigenschaft baben. Aber wir werden sebr bald Beispiele dafiir kennen 
lernen, dass aucb algebraisclie Functionen der Coefficienten den Oba- 
rakter von Invarianten besitzen konnen, Diese werden wir als irratio- 
nale Invarianten bezeichnen und den rationalen gegentiber stellen. Es 
ist im folgenden Paragrapben geradezu unsere Absicbt, von den ein- 
faclisten irrationalen Grossen dieser Art den Ausgang zu nebmen, um 
dann von bieraus spaterbin z. B. aucb zum Studium der rationalen 
Invarianten fortzuscbreiten. 

Der folgende Gedankengang fiibrt zu einigen und insonderbeit za 
den einfacbsten irrationalen Invarianten. Rationale Functionen der 
Wurzeln der Gleicbung /*=0 sind nur dann aucb rational in den 
Coefficienten a, & . . wenn sie die Wurzeln symmetriscb entbalten. 
Konnen wir demnacb rationale, aber unsymmetrische Verhindimgen der 
WuT0Gln berstellen, welcbe Invarianteneigenscbaft besitzen, so werden 
dieselben sicber Grossen der gekennzeicbneten Art darstellen. 

Wir spalten, urn dieses naber zu untersucben, f{ 0 x^ %) unter 
Gebraucb einer bomogenen Scbreibweise in seine Lin earf actor en: 

(2) ■ /■(«!, 

Aus den acbt Grossen setzen sich die fttnf Coefficienten a, 6 . . . 
in leicbt erkennbarer Weise zusammen. Die bleiben tlbrigens 

1* 



4 T, 1. Von den luvarianten der Liquadratischen binaren Form- 

insoweit willkurlieli, als man noeh mit deni gemeiusamen 

Factor v, bekaften darf, wo dann die vier v, nur der einen Bedingung 
zu gentigen liaben, ein der Einbeit gleicbes Product zu eigeben. 

Oline sclion sogleicb nacb den Jnvarianten zu fiageiij niiteisncben 
wir vielmebr Torab, wann iiberbaupt eine rationale Function der 
weiciie in den Grossen der einzelnen Beibe bomogen ist^ 

von den fiinf Coefficienten a, b . . . der Form f abbangt. Bei der Will- 
kfirlicbkeit der Factoren v„ von denen wir soeben bandelten, muss 
unsere Function der in jedem der folgenden Grossensysteme Si^‘\ 
die gleielie Ordnung aufweisen als im erston well sonst mit 

anderer Wabl der v; eine Wertauderuug der Function eintreten wiirde. 
Tst die Ordnung in der einzelnen Grossenreihe iS/'), ditj so 

lebrt die Beziebung der zu den Coefficienten, dafs die in Ilede 
stebende Function der 5 /') als Function der CocfficMen allein (jcdcatct 
tcerden Icann mid in ihnen homogm vm der Dimension isi. 

Als Specialfalle nennen wir erstlieb solcbe rationale Functionen, 
in denen die vier Eeiben symmetriscb entbaltcn siud. Bieso 

liefern uns die rationalen Functionen der Ooeffieienton. Danebon sind 
besonders wiebtig die gansen rationalen Functionen dor Stl'K Sio ergelxui 
solcbe algebraiscbe Functionen der Coefficienten, die fiir endlicbo Werte 
derselben stets aucb endlicb sind und die demnaob als gan^e algebra isehu 
Functionen der fiinf Coefficienten a, b, e, d, e su bcpeiefincn sind. 


§ 2. Die irrationalen Invarianten A, D, O der Form f. 

Wir sueben nun zu Invarianten dor Form /' dadurcb zu g(daiigen, 
dass wir simulLane Invai’ianten ihrer Liucarfactoren aufwtollcu. Als 
solcbe kennen wir von vornhorein die Determinanteu; 

(1) {i, h) = 

Sie andem sicb bei linoarer Substitution von Sy, uni die Sidi- 
stitutionsdeterminante r als Factor. Ist also die fiir dio transfor- 
mierte Form entspreebend gebildete Determinante ('/, ISf, so bat man 

{i, ly = r . (*, ft) 

d. b. (i, Ji) ist vom Gewiebte 1. Determinanteu der bozoiebnoten Art 
konnen wir im ganzen seebs angeben, wofom wir don Zoicbcnwccbsol 
oiner einzelnen Determinante als keine woseutlicbe Andorung aiiKolien. 
Wir wablen die seebs Ausdraeke: 

(1,2), (1,3), (1,4), (3,4), (4,2), (2,3), 
nnd liaben dann zwisclxen ihnen die Identitat zu neimou: 

(2) (1 , 2) (3, 4) + (1 , 3) (4, 2) + (1 , 4) (2, 3) 0. 
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Nacli clen Satzen cles vorigen Paragraph eu ist die eiiizelne dieser 
Determinanten nocli keiiie irrationale Invariaute von f\ dean sie weist 
nar zwei von den vier Reihen auf. Aber es ist sofort deut- 

lieh; dass es iiur der Multiplication von 7Afei Determinanten bedari^ 
die keinen ihrer oberen Indices gemein liaben, um auf gewunschte 
Functionen der c, (?, e zu kommen. So erlialten wir im ganzen 

als Invarianten von f die drei Producte, welche gerade als Glieder der 
obigen Identitat (2) auftre ten. Wir bezeichnen dieselben abkiirzend 
durch H iind C: 

(3) ^ = (1,2) (3, 4), i> = (l,3)(4,2), 0= (1, 4) (2, 3). 

Dlese drei Invarianten shut dann durch die Relation verhniipft: 

(4) A-^B + C=^0 

and geben iihrigois bei Auailbang linearer Substitution auf mt den 

Gleichungen Anlass: 

( 5 ) A'^r^A, = = 

iinter r wieder die SubstitLitionsdeterniinante verstanden. 

Die Quotienten der A, B, C sind die einfachsteu absoluien In- 
varianten von f Versehen wir sie mit dem negativen Zeichen, so 
erlialten wir diejenigen GIrbsseii, welclio man in der Geometrie als 
Bojpelverhaltnisse der vier durcli /* = 0 dargestellten Pimkte einer 
Cferaden zu bezeichnen ptiegt. Schreibt man etwa 



so hndeii sich aus (4) filr die seeks moglichen Quotienten der Aj B, 0 
die Ausdriicke: 



worin wir in bekannter Weise die seeks zusammengehorigen Werio 
des Doppelverhiiltnisses von vier Punkten vor uns haben***'). 

Boacliten wir noch den Fall, dass irgend zwei der vier Linear- 
liictoren von f einander gleich werden. Die Polge ist offenbar, class 
eine der Invarianten A^ Bj C verschwindet, w?ihrend die beiden anderen 
entgegengesetzt gleich werden. Von den sechs Werten des Doppel- 
verhaltnisses werden zwei gleich 0, zwei gleich 1 und zwei gleich oo. 


Man vgL die Lehrbuchor dor neuoron Ooometrio Oder anoh der Invarianten- 
thcorio wio z. B, Olebsoh, Theorie der binU/rm Formen pag. 169 f. 
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§ 3, Verhalten der A, B, G bei Anderung der Factorenfolge voa f. 

Es soli hier vor alien Dingen untersuclit werden^ in welclier Weise 
sicli die A, B, G modificieren, falls man eiiie Anderung in der Reihen- 
folge der Linearfaetoren von f eintreten lasst. Diese vier Faetoren, 
die wir im Anschluss an die Bezeiclinungs weise der Determinanten 
darch 2, 3, 4 benenneu; gestatten 24 verschiedene Permutationen, 
welche eine bilden**^*). Es ist dieselbe in bekannter Weise 

holoedrisch isomorph mit der (iruppe der Oktaederdrehungen and be- 
sitzt wie diese eine ausgezeiclmete Untergruppe vierter Ordniing, die 
Vierergruppe. Es sind einfacli die folgeudeii vier geraden Permii- 
tationen 

1; 3, 4 

2, 1, 4, 3 

3, 4, 1, 2 

4, 3, 2, 1, 

die identische Permutation als solche mitgerechnet; welche diese Vierer- 
gruppe bilden. Bei den vier Fermtttationcn diescr Viere^ynijppe bleiben 
imsere drei Invarianten A^ B, C vdllig ungeandert^ wie man aus ihrer 
Definition (3) § 2 sofort entnimmt. 

Die Substitutionen der Vierergruppe vermbgen cinon oinzeliieii 
Liuearfactor z. B. 1 darch jeden andern zu ersetzou; iiud zwar ist es 
eine bestimmte Substitution aus der Zahl der vier, welche don Ersatz 
von 1 durch einen bestimmt vorgeschriebenen andercn Factor leistet. 
Es folgt, dass wir alle Inderungen der Ay B, G keniien Icrncn worden, 
wenn wir den Index 1 an seiner Stelle lassen und auf die drei ubrigon 
die sechs dann noch mogliclien Vertauscliungen ausiiben. Wir Htellcn 
das Resultat hier sofort in Form einer Tabello zusammon, dereu Ein- 
richtung wohl keiner weiteren Erlauterung bedarf: 


I 

1, 2, 3, 4 

A, B, ■ a 

n 

1, 3, 4, 2 

B, a, A. 

ui 

h 4, 2, 3 

G, A, B 

IV 

1, 2, 4, 3 

— A, ~0, -B 

V 

1, 4, 3, 2 

— C, - B, - A 

VI 

1, 3, 2, 4 

— B, — A, - a 


^ Hier konamen nun eogloich die Entwicklnngen aus „Ikos/‘ J Kap, I zur 
Goltung, insbesondere §§ 5, 7. 
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Die By G erfahrerL somit bei den seclis Permutationeu der 
letzten drei Linearfaetoren ibrerseits selbst Umstellungen, welclie sogar 
jenen vollig analog gebaut sein warden, falls nicht in den drei letzten 
Reiben das negative Zeicben auftrate. Aber es ist gar nicbt scbwierig, 
aucb diese kleine Unannebmlicbkeit dadurcb zu uberwinden, dass wir 
als drei neiie Invarianten A, B, f die Biffermmi der Ay jB, 0 in 
folgender Weise einfilbren: 

(2) A = jB - C, B = a — Ay r = .4 — B, 

Dieselben sind dann durcb die selbst verstandliebe Relation: 

(3) A + B + r = 0 
verknilpft und driicken die Ay By G in der Form aus: 

3.4= - B + r, 3i* = — r + A, 3(7=-- A + B. 

In der That setzt sicb nun unsere obige Tabelle in diese um: 


I 

1, 

2 

*-(, 

3, 

4 

A, 

B, 

r 

II 

1, 

3, 

4, 

2 

B, 

r, 

A 

III 

1, 

4, 

2, 

o 

O 

f, 

A, 

B 

IV 

1, 

2, 

4, 

3 

A, 

r, 

B 

V 

1, 

4, 


2 

r, 

B, 

A 

VI 

1, 

3, 

2, 

A 

B, 

A, 

r 


Die Invarianten A, B, f erfahrcn also bei den Vertanschimgen der Linear- 
factoren, tvelclie 1 (oder ancli irgend einen andcrn Factor) fest lassen^ 
gerade sdmtliche uber1iaii;pt nwgliche Vertai(,schmgen. 

§ 4. Aquivalenz zweier Formen bei ungeanderter Faotorenfolge. 

Brste kanonisclie Form von f. 

Die IJedoutuug der Invarianten A, B, G konnen wir bier zweck- 
inassig durcb Hesprecbung eines Problems erlautern, das einen der 
Hauptzielpunkte aller Invariantentbeorie abgiebt. Nennen wir zwei 
Formen dann aquivalent, wenn sie aus einander durcb lineare Trans- 
formation der Variabelen hervorgeben, so ist das gemeinte Problem 
zu entscbeiden, ob zwei vorliegende Formen / und /*' aquivalent sind, 
und, wofern dieses zutriift, alle linearen Substitutionen anzugeben, die 
/■ in f iiberfGhren. Die letztcre Aufgabe kommt dann auf die andere 
zuriick, die linearen Substitutionen der Variabelen zu bestimmen, die 
f in sicb tiberfiibren. 

Sei nun wieder f unsere biquadratische binare Form und sei die- 
selbe nach (2) § 1 in Linearfaetoren zerfallt. Die soeben aufgeworfenen 
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Fragen werclea alsdaun geracle durcli die Ijivarianten O beant- 

wortet, falls icir die Iteihenfolge der Limarfactorm tils unvemndcrlich 
(jajelen eracMcn, Es bat dies, wie wir sogleicli sebeii werden, seinen 
Grimd dcirin, dass wir im Stande siad^, f vermbge einer lineareii Sub- 
stitiition der Determinante 1 in eine ktinoiiische Form umzusetzeii; in 
welcber die luvariaiiten JB, G uder aucb zwoi untei* ilineii, was 
zufolge (4:) § 2 auf dasselbc binauskonimt^ in oinfacbster Weise die 
Ooefficienten bilden. 

Wir schicken bier die selbstverstiindliche Bemerkuiig vorans, dass 
jede biquadratiscbe binare Form bei uiigeandorter Factorenfolge in 
sieb iibergebt bei Anwenduug von einer der vier Substiiutioiien 


= — Ij 2 , 8 ). 

Die Determinante dieser Substitution ist ( — 1)'^, also ^ odor — 1, 
je nacbdem a gerade oder nngerade ist. Haben wir nun irgend eine 
Substitution der Determinante Tj welcbe f in enie kanoniscbo Form 
liberftibrt, so konnen wir aus dieser einen Substitution; iudem wir die 
recbteii Seiien ibrer Fornieln urn als Factor niodiiicieren; im ganzen 
vier versebiedene Substitution eu ableiten, die f in die fraglicbo kano- 
iiiscbe Form liberfubren. Dabei baben oJtenbar zwei dieser Substitu- 
iionen die Determinante + beideii andoren — r. Wir wollca 

vier solche Substitution on in der Polge immer ziisiimmcnJksscnd a]s 
ypler Siilstlkitionen der JDeterminanie + bezeiebnen. 

Nun betrachten wir die vier speciellen Substitutionon der I)et<n''- 
minante + 1 


(1) 


Vi = 


^1/(4, 2) 


1/(1, 4) )/(l, 2) ^ - 


y(l, 4) 1/(4, 2) 




G 0) c ^ 

•’'a/ ; 

* 


Es soli darin ('i, li) wieder dio z-weigliodrigo Dotcriuiiiaiilu des § 2 
sein, wahrend wir das Vorzeielicu der Wnrzol Y{i, k) I'iir j'odci <l(ir drui 
in (1) eingelienden Deteriuinanien nacli WillkUr wsililcui kiuuicji. Jllino 
kurze Kedmung ergiebt dann filr die in ilire Fuctoren zt'rloglu Form /' 
die transfprmierte Gestalt: 

( 2 ) f=‘yi (2/2 — 3/1) + . 2 ? 2 /a) 2/2 • 

Hiermit sind wir zu derjenigen Gestalt gekommcii; dio wir kClnrtighin 
als erste Icanonische Form von f bezeielmen wollon. 

An (2) kniipfen wir nun folgonde Lbsung dcs Aquiyalenzproblcnis 
von f mit einer zwoiten Form /" bei Aufrecbterhalttmg dor Facloreu- 
folge. Wir denken uns f' durch eine (1) vbllig analog(‘. Substitution 
auf die Form gebraebt: 
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/" = 1 // (jj-I — Vi) (A' Vi + 

unJ uiiterwerfen f und /" in dieser ersten kanonisclien Form der 
Discussion. Soil es eine lineare SuLstitiition der von der Deter- 

minaiite /* gebeUj welclie f derart in f trail sformiert, dass dabei der 
erste Factor von f in deii ersten von f n. s. w. iibergelit, so miissea 
zuvorderst infulge der Invariantennatur der H, C die Bedingungen 
besteben: 

A' = r^A, C' = rW, 

vou deiien iibrigens jede die Folge der beiden andereu ist, Treffen 
dlesc Bcdinyungen 60 ist aach jedesmal f nut f nnter AiifrecMerlialtiing 
der Factoren folge dqulcalenij indem iiamlicli die eine Form in die 
anclere iibergeht durcli die vier Substitutionen der Determinante + • 

yi = y\ , y-i ■ 

Fur den vorliegenden Zweck sind die Invarianten A, B, f ebenso 
brauclibar wie By G. Wir tonnen demnacL. unser Resultat ancli 
daliin aussprecben, dass mci gegebc7iG Formen factoreovweisc mit emcmder 
llqtuvaleyit smdy wmn Hire hemgliclim Invarianten A', B', f' resjy. A, f 
mit emander ji}rojgortio7%al sind: 

(3) A'-=r"A, B'=r-^B, 

1st diesc Bedingung erflillt, so giebt es vier Substitutionen der 
Determinante + Vy welcbe f in f in verlangter Wcise ilberftihren. 

§ 5, Von der Aqiiivalenz einer Form f mit sioh. selbst. 

Atisgerustct mit den Resnltaten des vorigon Paragraplien bbnnen 
wir nun weiter die Frage nacli der Aquivalenz einer Form mit sicli 
selbst leiclit zur Entsclieidung bringen. Die Anzahl der Substitutionen^ 
welcbe eine Form bei unverilnderter Factorenfolge in sicb iiberftibren, 
war vier; sie waolist aber bedeutend^ falls wir nicbt melir auf die 
Keihenfolge der Lincarfactoren acbtgeben. Indem wir diesc Factoren 
einer beliebigen der 24 Permutationen unterziehen, kommen wir zii 
einer netien Gestalt der Form fy die wir zum Unterscliiccle von der 
urspriinglichen mit /*' bezeiclmen. Es gilt dami^ die Aquivalenz von 
f imd f' im Sinne des vorigen Paragraplien zu eatschcidcn. 

Aber die Invarianten von die wir durch B', V bezeichnen, 
stellen docb nach (4) § 3 nicbts anderes als eine Permutation der A; B, f 
selbst dar, Gehbrte nun jene Vertauschung der Linearfactoren der 
oben genannten Vierergruppo an, so ist direct; 

A' = A, B'=B, r = r. 

Indem liierdurcb die Forderung (3) § 4 erMlt ist, konnen wir fur 
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jede binare biquadratisclie Form, obne auf die Reihenfolge der Liuear- 
factoreii nocb weiter Gewicbt zu legen, sechselin Suhstitutionen der De- 
terminante + 1 angelen, tvelclie alle die Transformation der Form in 
sich leisten, 

Deuten wir f geoinetriscli durcb die vier /*= 0 entsprechenden 
Punkte einer Geraden, so lassen die vier Sabstitutionen 

dieses PuDktquadrupel vollig miverandert. Bs werden demnacli die 
secbzebn Ti'ansformationen der Forni in sicli auf nur vler goometriscb 
versebiedene zuriickkommen. Das stimmt deuii mit dem bekannten 
Satze der Geometrie iiberein, dass vl&i' Fiinlde einer Geraden sich seTbst 
immer auf vier Weisen projectiv sind. 

Im allgemeineu giebt es keine weiteren als jene seclizehn Sub- 
stitutionen, die f in sicb ilberfubren. Sollte namlicli aucli eiiie der 
Vierergruppe nicbt angeborige Permutation der Linearfactoren von f 
auf ein f fiibren, das mit f die specielle Aquivalenz des vorigen 
Paragrapbe^j zeigt, so miissten nacb (4) § 3 die A, B, f aucb mit 
einer von der Identitat verscbiedenen Permutation ihrersclbst pro- 
portional sein, Wir setzen hierbei voraus, dass keine zwei dor vier 
Linearfactoren von f mit einander identiscb -werden. Die Invarianten 
A, B, G sind dann alle drei von Null verschieden odor, was dasselbo 
besagt, keine zwei der Invarianten A, B, f werden mit cmimdor identiscb. 

Unter dieser Voraussotzung versuchen wir die Invarianten A, B, f 
in der Anordnung II in (4) § 3 der urspruuglichen Anordnung pro- 
portional zu setzen: 

B ; r : A = A : B : r. 

Man siebt obne weiteres, dass dann aucb der Anordnung III ont- 
spreebend 

r : A : B A : B : r 

erfiillt ist. Die Invarianten baben alsdann solcbe bosonderen Worio, daws 

A : B : r = 1 : ^ 

wird, unter q eine complexe dritte Einhoitswurzol verstandon. Dor Fall 
dieser speciellen Werte der Invarianten beisst dor dqnuMiharmonisahe, 
Nehen die 16 Suhstitutionen der Determina/nie ^ 1 , tvelchc auck im all-* 
gemeinen Falle die Form f in sich scTbsi transforniicrcn , trden hier den 
Anordnungen II und III entsprechend noch weiterc 2 • !(> SxihslUutionen 
der Beterminante + q he 0 , + welche gleichfalls f in sich ubcrfiihrm. 

Fallen die A, B, f in ursprlinglicber Anordnung endlicli mit einer 
der Anordnungen IV, Y, VI proportional aus, so ergiebt sicb, dass 
eine der Invarianten versebwindet, wahrend die boidon anderon ent- 
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gegeBgesetzt gleich werden. Man spricht alsclanu vom harmonisclien 
Falle und hat z. B* fiir die Anordnung IV 

A = -~A, B = — r, r = — B. 

Es folgt leiclit: Im liarmonisclien Falle hat man ansser den 16 Stib- 
stit'Utionen der Determinante + I des allgemeinen Falles noch tveitere 
16 Siihstitiitionen der Determinante + i, icelclie die Form f in sich trans- 
formieren, 

§ 6. Von der Aqnivalenz zweier I'ormen bei beliebiger 
Pactorenfolge. 

Indem wir nun das am Eingang des vierten Paragrapheu auf- 
geworfene Problem in allgemeiner Fassung besprechen wollen, werden 
wir sogleich selien, dass uns diese Absicht Tiber den gegenwlirtigen 
Stand unserer invariantentheoretischen Betrachtung hinausfiihrt. Soli 
namlich eine Form f mit den Inyarianten A, B, f einer zweiten Form f 
mit den Invarianten A'^ T' aquivalent sein^ ohne dass dabei ins- 

besondere der erste Factor von f dem ersten von /’' u. s. w. ent- 
spricht, so werden wir zuvor eine Abanderung der Factorenfolge von f 
derart treffen konnen, dass eben diese besondere Aqnivaleuz beider 
Formen wieder zutritft. Unsere Invarianten A, B, f werden bei dieser 
Umsetzung von /‘in irgend einer der seeks mbglichen Arten permutiert. 
Durch Heranziehen oben gewonnener Eesultate kominen wir somit zii 
dem Satze: Die Formen f und f sind stets dann mit einander aqui- 
valent, wenn sich ein Proportionalitatsfactor finden lllsst, welcher 
die drei Grbssen A', B', V' mit den drei anderen A, B, f, letztere in 
irgend einer Eeihenfolge genommen, proportional erscheinen lasst. 
Die eine Form geht alsdann durch 16 Substitutionen der Determinante 
+ ^ in die andere liber. 

Wollten wir diesem Resultate durch Pormeln Ausdruck verleihen, 
so miissten wir offenbar zunachst seeks neben einander stehende Pro- 
portionen zwischen den A', B'' u. s. w. hinschreiben, von denen im 
Einzelfall dann jedesmal eine zutretfen wiirde, Diese Unbequemlichkeit 
legt uns nahe, zu ihrer Vermeidung die symmetrischen Verbindungen 
der A, B, r in die Betrachtung einzufuhren. Wir werden solcher 
Weise zu den rationalen Invarianten der biqiiadratischen binilren Form f 
gefuhrt und konnen dann mit ihrer Hilfe dem hier in Rede stehenden 
allgemeinen jLquivalenzproblem die einfachste Auflosung verleihen. 
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§ 7. Die rationale!! Invarianten der Form /I 

^Yenn wir die A, B, f als Wurzeln eiuer cubisclieii Uleicliung 
ansehen, so ersclieineii dieselbeu durcli ilire symmetrisclien Verbin- 
dungen : 

+B +r, 

(^1) tf^ = Br + rA + AB, 

G. = kBr 

vollig bestimint. Von diesen verscbwiiidet die erste nacli ( 3 ) § 3 identiseli^ 
wabrend wir fur and Ct^ bei Eiowirkung liuearer Substitutionen 
aiif f die Gleicbimgeu: 

( 2 ) = 

bereclinen. 

Erinnern wir ims bieriiber hinaus an die Darsiellung der irraiio- 
nalen Invarianten durcb die Grbssen in ( 3 ) § 2 , so lolgi, dass 

6^3 die einzelne Reibe boniogen in zweiter, aber in dritter 

Dimension entbalt. Da wir es zugleicb bcido Male mit ganzoii ratio- 
nalen Verbindungen der zu tbun baben, so folgt nacb den Er- 
brfcerungen des Paragraph 1 : G.^ und G^ sind game rationale Fimctionm 
der Coefficienten von f mid 0ivar entlialten sie dieselben liomogen im pwcilen 
1)00, dritten Grade, Tiidem wir ibre explicitc Darstellung in den Oooi- 
licienten bis auf den nacbsten Paragrapben verscbioben^ lassen wir das 
erbaltene Resultat vorerst nocli in den Sate zusamnion: Mcde hincire 
hiqiiadratiscliG Form hat 0wei rationale Invarianten G.^, G,^ vom Gewichle 
vier resp, sechs und homogen %md gan0 vom 0iveitcn he 0 , dritlen Grade 
in den Coefficienten. 

Da (?2 und die drei Invarianten A, B, f bis auf die lieiben- 
folge vollig bestimmen, so erganzen wir die Lilckc des leizten Para- 
grapben durcb den Satz: Zwei Formen f und /' sind stets und nur 
dann einaiider aquivalent, wenn ibre bezuglicben hivariantcni 
und Gg', eine Grosse r zu linden gestatten, die den Jjedingungon 
gendgt: 

Es komint dies ersichtlicb darauf hinaus ^ dass filr aguivalcnie Fornwn 
die absolute Invariante 

iibereinstimmen muss. 

Wir kommen bier nocb einmal auf die Spccialfallo des § 5 zuriick^ 
weil sicb dieselben mit Hilfe der rationale!! Invarianten in oinfaidiHier 
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Weise kennzeichnen lassen. Auf Grand von (1) bereclinet man sofort: 
Die Bedingimg de$ dqidanliarmonischen Fades ist 


die des liarmonisclien 


Go “ ^7 

G^3 = 0. 


Hat f =0 eine Doppelwurzel^ so verscliwindet das Product A-JB^ C, 
welches von einem niimerischen Factor abgesehen sich in das andere 
umsetzt: 

(B - 0 (r - A) (A - B). 

Aber das Quadrat dicser Grbsse ist eine ganze symmetrische Function 
von A, r und daher mit Riicksicht auf G^ — 0 eine ganze rationale 
Function von und G^. Wir setzen dieselbe gleich 4 - 36'"* A und be- 
zeichnen A als Discrlminanfe der hindren biquadratischen Form /! Eine 
leichte E-eclinung ergiebt: 

(3) — 4 . 36'' . A = 46?/ + 27 G/. 


§ 8. Die rationalen Invarianten in expliciter Form. 

Mit den Grossen G<^, habeii wir zwei weiterhin sehr wicbtige 
Invarianten gefimden, deren Darstellung in den Ooefficienten der Form f 
unnmehr angegeben werden soil. Hier wilrde es cine sehr umfang- 
liche Rechnung werden, wollton wir etwa dem Gauge der bisherigen 
Entwickelung getreu die Gjj, G^ znnlichst als symmetrische Function en 
der wirklich hinsclirei ben und von da aus ihre Ausdrticke in 

den Ooefficienten der binaren Form ableiten. Vielmehr wollen wir 
ein indirectes Verfahrcn einschlagen, indem wir ausscr der Invarianten- 
natur von Gjj; G^ das schon bekanntc Resultat verwerten, dass dieso 
Grossen homogen und ganz vom zweiten resp. dritten Grade in den 
Ooefficienten von f sind. Dicse Methode ist dcshalb gerechtfertigt, 
weil die Existenz der Invarianten Gg, G 3 nicht erst noch bewiesen 
werden muss. Wir zerlegen unsere Entwicklung in drei Schritte. 

Es war ausfuhrlicli geschrieben 

^2) = 

Man bilde nun crstlich die lineare Substitution der Determinante 1 : 

unter 6 cine beliebige Oonstante verstanden. Die Ooefficienten der 
transformierten Form werden ersichtlich 

0'^hj c, -Js d, e, 

wahrond Gg und G 3 durchaus unverandert bleiben mtissen. Nun sind 
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(liese letztere liomogene ganze Combinationen der Coefficienten vom 
zweiten bez. dritten Grade. Daber folgt, dass eine lineare Ver- 
hindtmg der folgenden AusdrUcke sein muss: 

ae, hd, 

6^3 aber eine gleiche Verbindung der Grossen: 

ace, bed, ad^, Ve, 

Wir deriken uns zweitens G^ und G^ in den eben genannten 
Grossen linear und bomogen mit unbestimmten Coefficienten auf- 
geschrieben und sueben die letzteren durcb eine zweite lineare Trans- 
formation von der Determinante 1, bei der G^^ G^^ wieder unverandert 
bleiben mussen^ zu bestimmen. Hierzu empfieblt sicb folgende Sub- 
stitution 

= 2/i? ^2 = + 2/2- 

Die Coefficienten der neuen Form sind der Reibe nacb: 

( 2 4& 6 c -j- -{- 6^ & — f- 3 c -f- 3^? Cy C'^^d-^c, d’-\-e, e. 

Indem wir die neuen Coefficienten in die fur G^ und Gq angesebriebenen 
Ausdrilcke eintragen und mit den urspriinglicben Werten von G^ 
die solcbergestalt entspringenden neuen Werte bez. identificieren, finden 
wir, dass diese Grossen als Functionen der Coefficienten folgendermassen 
defniert sein mUssen: 

Gg = k(ae — ibd -[- 3c^), 

«= ]c\ace -f* 2bcd — ad^ — eb^ — c®). 

Dabei bedeuten h und F namerisebe Factoren, die wir nun drittens 
nocb zu bestimmen baben. Wir geben zu dem Ende auf die kano- 
nisebe Form zuriick: 

f = yi( 2 ii — Vi) (Avi + -22/2)2/^ 

und bereebnen fur sie die in den beiden Gleicbungcn ( 1 ) reebter Hand 
stebenden Ausdrucke. Man findet: 


^ , A 2 4 - A jS + 

Crg = IC . rs , 

( 2 ) 

^ 7 , (A — B) ( 2 A'‘ + 2IP + HAJt) 

0-3 /c 

Der Vergleich mit der urspranglichen DeiGimtion von und C/.) ( 1 ) § 7 
und die Beziehung der A, B, 0 zu den A, B, f lieferu dann Iciclit die 
nachfolgenden Zahlwenrte fm lo, Tc': 

(3) 7c == — 36, 7c' = 432. 

Damit ist die explicite Darstellung von (7g, gcloistot. 
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§ 9. Die Invarianten tmd die absolute Invariante J, 


Das Wesentliclie an den Invarianten Gg; ^3 ersiclitlicli nicht 
die Factoren 1:, sondern die mit ihnen mnltiplicierten ganzen 
Functionen der Coefficienten Darum wollen wir statt G^ 

fortan diese gansen Functionen seTbst^ die tvir dann g^ nennen, als 
Invarianten von f einfiihren^), Wir setzen also: 
g.2 = ae — 4.11 + Z(?, 
g^ = ace + ’^'bcd — ad? — }?e — c ^ . 

Die Discriminante A, welclie durch (3) § 7 definiert ist, nimmt jetzt 
folgende Gestalt an: 

(2) A = ^,*-27^,1 

Vorubergehend haben wir auch bereits vorbin eine absolute In- 
variante aus G^ nnd G^ zusammengesetzt. Als solcbe wollen wir fortan 
den Qiiotienten g^^ : A wdlilen tmd beseichnen ihn durcli J. Wir haben 
dann: 


( 3 ) 



27 ^ 
A ^ 


zwei Gleichungen, die wir gemeinsam scbreiben in der einen fort- 
laufenden Proportion: 

(4) J^:«7-1:1=^/:27^3^:A. 


Die Beziebung dieser rationalen absoluten Invariante J zu der 

A. 

friiber bereits erbaltenen irrationalen absoluten Invariante A = — ^ 

lesen wir obne Miibe aus den Formeln (2) des vorigen Paragrapben 
ab. Wir scbreiben die entspringende Gleichung wieder als Proportion: 
(5) = 4(A2 _ A + 1)^ : (2 A® -- — 3 A + 2)^- 27^2(1 — 


Es ist dies eine in der Theorie der regularen Korper sebr be- 
kannte Gleicbung. Man sebe „Ikos." pag. 44; wo die seeks Formen 
des Doppelverhiiltnisses 

, 1 ^ , 1 I ;i — 1 


Die weitorbin oft zu brauebenden Invarianten finden sicb bistoriscli 

unter den ersten Boispieleu fur den von Cayley concipierten allgemeinen Begriff 
der Invarianten. Man sebo Cayley’s erste Arbeit im „ Cambridge Matbem. 
Journal** Bd. 4 p, 193 (1845), wo thatsaohlich diejenige Invariant© auflritt, die 
wir bier g^ nennon. Unmittelbaren Anteil an diesen ersten Untersuebungen batto 
iibrigens auob Boole; ibm dankt man die Entdeckung der Invariante sowie 
den Ausdruck der Discriminante in g^^ Man sebe pag, 209 des eben ciiierien 
Bandes. Cayley’s bier in Betracbt kommende Arbeit ist wieder abgedruckt in 
dessen Collected Mathematical Papers Bd. I p. 80 — 94 (Cambridge 1888). 
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zugleicli aucii iu ibrer Eigeusebaft als die seclis Suhstitutionen einer 
Diedergmpjge auftreten. In der That gebt denn aucb Gleicbung (5) 
durcb die Substitutionen: 


in die Gestalt ilber: 


2X. — 1 — iy-i 
21 — 1 + iVi 




in der man nnn die gewolintere Form der Diedergleiclinng filr n = 3 
erkennt (^Jkos.^^ j). 60). 


§ 10. Die zweite kanoniselie Form von f, 

Wir konnen die Bedeutung der Invarianten <7^ und fur die 
Frage nacli der Aquivalenz zweier Formen geradezu zur Anscluuuing 
bringen, indem wir bier eine zweite kanoniselie Gestalt fiir biquadra- 
tiscbe binare Formen besprccben, deron Coefficieutcn durcb und 
in einfaclister Weise ausgedrilckt sind. Bei der Foriuulioruiig des 
folgenden Satzes wollen wir der Kurze halber die SpccialfallO; dass 
eine dieser Invarianten verschwindet, ausschliessen. Wir kounen daini 
beweisen: Fj'me UgKadratisclie linare Form f mit den Tnvarianton g., mid g^ 
Idsst sicli aiff 16 Weisen mittels Unearcr SiilstUiiHonen der .Defcrnd- 
nante 1 in die hmonische Gestalt h'ingen, die ^vlr ider als ffimk he- 
seiclmen: 

( 1 ) /■= 2/3(42/1* — 2/32/t 2/3* — iky - J ')- 

In derselben ist einfacber Linear factor 5 o^s werden sicli also inir 
solcbe Formen f in die Gestalt (1) setzen lasscn, die wenigHtens ehieu 
einfaclien Linearfactor besitzen. 

Es ist aucb bier niebt unserc Absiebt; durcb aiksfilbrliclio Jtoeb- 
imngen die wirklicbo Form der Substitution aiizugebeii; welcho eine 
allgemeine Form in diese speciello Gestalt uborzufiihrcn vermog^m. 
Vielmebr wollen wir uns durcb eine kurze indirecio ScblusHwcuse von 
der itiebtigkeit des gcrade aiisgesprocbenen Satzes uberzeugeii. 

Wir setzen den Fall, dass eine allgcmoino Form f nut den In- 
varianten und g^ mit einer spocicllen f ilquivalent sei, von dc^ren 
fiinf Coefficienten die ersten drei dioson Forderungen entspn^cben sollon: 

= &' = 1, o' — 0. Zudem moge die Aquivalenz durcb Hub- 

stitutionen der Determinante + ^ vermittclt scin. 

Nacb den gewonnenen Siitzen ist die oinzige Bedingung, diunit 
solcbes zutreffend ist, die, dass und g.^ aucb die luvariantou von f 
sind*, denn Formen mit denselben Invarianten <7^, //., gelien iu eiiiandor 
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iiber durch 16 lineare Substitiitioiaen der Deterniinante + 1. Setzen 
wir aber in die dergestalt zu fordernden Gieicliungen : 

—WcV + Zc\ 

= a^c'e + 2 Vc\r — acT^ — 

die speciellen Werte der ersten drei Coeffieienten ein^ so folgt: 

^2 = — . 4 .d\ ^3 = — e', 

mid somit sind wir filr die zu f aquivalente Form /*' genau auf die 
redite vSeite you ( 1 ) gefdhrt*). 

Wir zerlegen noch; der Bezeichnung von Weierstrass folgend, 
deu cubiscben Factor von f in (1) in seine Linearfactoren*"^'): 

( 2 ) yi(^y{^—g- 2 yiyi— 9 ~jj^^)=^y^{yx — {yi — ^ 22 / 2 ) ( 2/1 — e^y^)- 

Berechnen wir bier nach den Angaben von § 2 die Invarianten Aj B, C, 
so bommt: 

( 3 ) .4 = — 4(62 — 63), B = — 4(63 — fj), C== — 4 (ei — 63), 
sowie durch Ubergang zu den A, f : 

( 4 ) ^ A == 12 ^,, B = 12 r,, f 12 e,. 

Die Einftihrung der ei, deckt sich also im wesentlichen niit der- 

jenigeii der A, B, f, was fiir s]iater festzuhalten isfc. 

§ 11, Geometrisch.es iiber die zweite kanonisohe Form. 

Wir verweilen nocli einen Augenblick bei der geometrisclien Be- 
deutung unserer neuen kanonischen Form. Von den vier Wurzeln 
von /'=a 0 hat eine ini neuen Coordinatensystem der 2/^ : eiiio ganz 
specicllc Lage, indem sio nach dem Unendlichkeitspunkte desselben 
(2/a === 0) geworfen ist. Gleichzeitig sind die drei anderen Wurzeln 
gegeben durch: 

( 1 ) 4 ?/,» — (/.ytVJ — Ony^ === 0 

d. i, durch eino cubische Gleichung fiir 2/1 : 2/3; in welcher das zweite 
Glied felilt'"*'****). Letzfcerem Umstande zufolge verscUwindet der nach 
genomuiene Dillercntialquotieut der linken Seite von (1) fur — 0; 

0 harmonisuIu‘., aowio dor aqiiiauhamioniHche Fall verliiilt sich wio der 
allgomemo, uur dass dio tlborfilhruiig in <iio hanouifiohe Form (1) dann durch 
2 ♦ 10, boss. ^ • IG Siibsiitutioiion vormittelt wird. 

Man vgl. Schwarz, Bormcln und Lelirmtse mm Gchrauche der e/Uptisvhen 
Function vvh pag. 12. 

IndoTu bier der Coofficiont von 2/t” nuineriHch i»t, bleibt ansgeschlosaen 
(was boi Anwondung dor kanomaclieii Form in lietracht koramt), daas oiner dor 
droi (1) bcfriedigondcn Worto von : 2/a nncndlich wird. 

FiUolco, Modnlfuiictionon. 


2 
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I, 1. Yon den Icvarianten der Liquadratischen biniiren Form. 

SO class die linear e PoJare des Punides y<^= 0 in Pemg auf das Trlpel 
der diircli (1) gegebenen PiinJde niit 2/i = 0 msammenfdUt, Dainit ist 
auch fur den Nullpunkt unseres Ooordinatensystems die geometrische 
Deutung gewonnen. 

Indem wir in bezeiclineter Weise eine Wurzel von/*=0 vor 
den drei iibrigen bei der Legung des Ooordinatensystems der aus- 
zeicbnen, konnen wir dasselbe in vier verschiedenen Arten wahlen. 
Es ist also wesentlicli irrational. Dabei mag es befremden^ dass sicli 
die Irrationalitat nicbt scbon in den Coefficienten unserer Norrnal- 
form ausspricbtj die dock rationale Functionen der by Cy dy e sind. 
Indessen beachte man dock, dass jeglicke Form durck 16 Substitutionen 
der Determinante + 1 in sick ubergefiikrt wird, von denen aber nur 
vier geometrisck einen versckiedenen Effect nack sick zieken^ vrakrend 
sick die iibrigen, die sick analytisch von jenen nur durck die Factoren 
der Substitutionscoefficienten untersckeiden, geometrisck mit der 
Wirkung jener decken. Bei unseren 16 Substitutionen, welcke die 
kanoniscke Form (1) unverandert wieder erzeugen, nimmt nun das 
Coordinatensystem gerade die vierfack versckiedene Lage an, von der 
wir oben sprachen. 

Aknlicke Bemerkungen batten wir bereits bei Gelogenhoit der 
ersten kanoniscken Form zur Spracke bringen konnen. In der Tkat 
wurde bei der zu derselben fithrendon Substitution jedem der vier 
Linearfactoren von f eine besondere Rolle zugewiesen, was mit der iu 
dem Factor liegenden Vieldeutigkeit zusammen im ganzen 96 'Ikans- 
formationen einer gegebenen Form f in die botreffende Normalforni 
ergiebt. Trotzdem kangen die Coefficienten der ersten kanoniscken 
Form von denen der ursprtinglichen nur seckswertig ab. Der gleiche 
Erklarungsgrund wie oben fiihrt uns fiber haupt zu dem allgem eiuen 
Satze, welcke Normalform von /‘wir auch zu Grunde legeii wollen: 
Pie Anmlil der Transformatimmiy welclie f in eine Nonnalform iiher- 
fuhren, ist immer IQ-mal grosser als die TieldentiglaeU der dabei cut- 
springenden Coefficienten. 

§ 12, Dritte kanonische Forna von /. 

Es soli nock eine dritte kanoniscke Form von f besprocken wertlon, 
die wir bier unter Benutzung einiger geometriscker Slltzc sowie der 
Eigensekaften der Vierergruppe einfuhren. Wir kniipfen an den be- 
kannten Satz, dass zwei auf einer Geraden gegobeno Punktej^aaro 
eindeutig zwei andere Punkte bostimmen, welcke die Eigonsckaft liaben, 
die Punkte jedes der gegebenen Paaro karmonisch zu tronnon. Ab<jr 
das = 0 entsprechendc Pnnktquadrupel kann man atif drei 
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Weisen in zwei Punktepaare spalten, nnd jeder dieser Spaltungen wird 
in eben bezeichneter Weise ein nenes Punktepaar der Geraden zu- 
geordnet sein. 

Bei den vier geometriscli verseliiedenen Transformationen des 
Punktquadrupels /* = 0 in sick eiieiden die yier Punkte desselben 
die oben genannten Permutationen. der Vierergruppe, und es ist sofort 
ei'siclitlick ^ dass eine einmal gewaklte nnter den drei Spaltungen des 
Qiiadrupels in zvyei Punktepaare bei diesen vier Transfortnationen durch- 
aus stets wieder in sick iibergeken muss (cf. § 3j. Damit aber bleibt 
auck das jeder Spaltung entsprechende karmonisck trennende Punkte- 
paar, yielleickt abgeseken von einer Vertausckung der keiden Punkte 
des einzelnen Paares, bei den vier in Rede stekenden Transformationen 
fest. Soldier festhleibender JPimJctepaare fmden wir also auf der Geraden 
insgesamt dreL 

Nun bilden andrerseits jene vier linearen Substitutionen des Quo- 
tienten eine Vierergruppe linearer Substitutionen einer Ver- 

anderlicken, auf deren bekannte Eigensckaften wir jetzt zuruckgeken. 
Dabei wollen wir^ da dock auck die complexen Werte des Quotienten 

• % kier zuzulassen sind^ nickt mekr von einer Geraden mit dem 

binaren Coordinatensystem der ^ 2 ; sonderii far den Augenblick 
unter engem Ansckluss der Bezeicknungsweise an die vorliegeuden 
V erkaltnisse von der complexen Ebene sprecken. Dann ist es 

von ,^Ikos. p. 12^ 13 ker bekannt, dass es in der complexen Ebene von 

• ^2 gerade nur ein Tripel von Punktepaaren giebt^ das gegenuber 
den vier Substitutionen der Vierergruppe in soldier Weise fest bleibt^ 
wie wir das soeben an jenen drei Paaren karmonisck trennender Punkte 
erkannten. 

Damit ist die gegenseitige Lage unserer drei Punktepaare erkannt, 
und nun ist es das Einfackste, wenn wir das Coordinatensystem der 
^17 ^2 derart waklen, dass nack ublicker Projection der Ebene 
auf die Kugelfiache gerade die Figur zu Tage kommt, welcke den Er- 
brterungen in ,,lkos/' p. 12, 13 zu Grande iiegt. Unsere drei IhmUe- 
paare werden dann die Endpimlcte der drei Axen eines der Kugel con- 
centrisdien rcguldren Ohtneders und helwmme^i somit unter giinstigster 
Lagenmg dor Werte von 0 — 0 ^ z 0 ^ die Argumente 

^ = 0, 005 1, — 1; — i . 

Auf das solckergestalt gewonnene Coordinatensystem 0 ^^ 0 .^ gr unden 
wir nun unsere neue Normalform far f. Stellen wir vorab die 16 Sub- 
stitutionon auf, welcke dieselbe in sick akerfuhren werden, so be- 
rechnen sick diese von „Ikos." p. 37 Pormel (21) aus ohne Make als 
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= ± ^2' =° *“^2; 

0 ' Za 

Dementsprechencl warden in unserer dritten kanonischen Form vonfalk 
ungeraden Potenzen der Variabelen ansfallen, nnd uberdies miissen die 
Coefficienten von und g.^ einander gleicb werden. Man Itat also: 

eine Farm, die ntan offmilar folgendemiassen in stoei Factoren spalten Tcami: 
(3) — 

Dieses ist die Icanonisclie Qestalt von f, mn die es uns m timn war. 


§13. Weiteres iiber die dritte kanoixisolie Porm. Anschluss an die 
Tiieorie der regularen Korper. 


Die in der dritten kanoniseben Form auftretenden Coefficienten 
M, F Oder auch N konnen wir leiclit mit den rationalcn Tnvari- 
anten g.„ in Verbindimg setzen. Anwendung der Forraelu (1) § 9 


ergiebt: 

( 1 ) + 
und liieraus folgt: 


g, = (jr^ - N^)N, 


12^3 == gx"" + + f*2*, 

216^3 = — ‘dogx^g/ — 4 " g/'- 


Piir die Discriminante findet man weiter: 

(3) 16A = 

Als eine n&iie dbsdlnte irrationale Tnvariantc reiboii wir deiu A don 
Quotienten von 

a = — • 
fS 

Dieses ft erweist sich. dann auf Grand von (2) nnd (3), sowio (d) 
§ 9 mit J" durch die Gleichung verkniipft: 

(4) J": J— 1 : 1 = (ft® 4- I'if*-* + 1)’ : (ft'"' — 33fi® — ib’ifi* + I)'* 

: IGHfi^Cft" --- 1)'. 


Das ist aber die OMaedcrgleichung*), nnd somit ist ft als algo bra isclio 
Function 24“*®“ Grades von J die Oktaederirrationalitiit. 

Den Zusammenhang zwischen ft und 4 gewinnt man durcli Zor- 
spaltung von (3) § 12 in seine Linearfactoren: 

(5) /== — fts^fg) (ft2«, — fij^a) (ftt«, 4- (g-F, 4- gt ^u)- 


') Cf. „Ikon.“ p. CO Formol 162 “). 
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Unter Einlialtting dieser Pactorenfolge kommt fiir die Invarianten A, C: 

A= (fij- — C = Cti/ + fi/)' 

und demnacli als Beziehung zwiscken A und 

^6) 

Bamii ist anfs neue cine Biedergleiclmng'^') gefiinden iind zwar diesmal 
die fiir n = 2. iJberhaupt subsumieren sich demgemass die zwischen 
den drei absoluten Invarianten J, A, anfgefundenen Beziehungen oJme 
AitsnaJime unter die Gleichungen der regtddren Korper, 

Handeln wir endlieb noeh von der Vieldeutigkeit des der dritten 
kanonischen Form zu Grunde liegenden Coordinatensystems. Jeder 
der drei Oktaederdiagonalen wurde bei Legung desselben eine besondere 
Itolle zugewieseH; so dass tvir das der Form (2) § 12 m Grunde liegende 
Coordmatensgstcm auf seeks Weisen icdklen konnenj den seeks Per- 

mutationen von drei Dingen eutspreckend. Das entsprickt dem Umstande, 
dass mit gegebener Form und also gegebenen g.^^ g^ die Gleicliungen (1) 
nacli Mj N aufgelost seeks Losungssysteme geben. Infolge des Schluss- 
satzes in § 11 folgt somit, dass sich jede Form f durch 96 lineare Sul- 
stitutionen der Feterminante + 1 in die dritte kanonische Form selmi Idsst 
Solches konnen wir nock weiter verfolgen an der vollends in 
Liuearfactoren gespaltenen Form (5). Es muss 9G lineare Substitu- 
tionen der Determinanto + 1 fur 0.^ geben, welche (5) wieder in 
eine Form dersolben Gestalt iiberfuliren. Wir konnen die 9G Trans- 
formationen der Formen (5) in einander dadurch zum Ausdruck bringen, 
dass wir bei unveranderteii parallel gekenden linearen 

Substitutionen der Determinante + 1 fiir aufschreiben. Man 

bestaiigt leickt, dass sie von der Iblgenden Gestalt sind: 

!rtia Ttia 

f‘t' = C ft-!', f(/ = + e fti, 

^ = e '* (fi, + = rJ: — fta), 

(« = 1,2, 3, • • -,8; /3= 1,2, 3, 4; li,l= 1,2). 
immer vier dieser Substitutionen unterscheiden sich nur durek die 
Potenz von die den Substitutionscoefficienton gemeinsam ist, Beim 
Forigang zum Quotienten g ziehen sich daher die 96 Substitutionen 
aiuf nur 24 versekiedene zusammen. Dalei kommen denn die 24 OMaeder- 


(«) 


f 

g = 


i<^g, 




i^ . 


fL+J. 


'*) „lkos.‘* p. 60 Forme! ((»0). 

p. 43 Formel (31®'), 




tLIll 
V + 1^ 


ft — 
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Es wurde naturlicli moglieli sein, auf dem begonnenen Wege weiter 
zu gelien und noch neue irrationale Invarianten von f herbeizuschaffen. 
Inzwisclien begnllgen wir uns mit den nun gegebenen Entwicklungen 
und geben zu deren Anwendung auf das elliptische Integral erster 
Gattimg. 


§ 14. Normalformen des elliptischen Integrals erster aattnng. 


Statt mit dem elliptisclien Integral erster Gattung operieren wir 
liier zweckmassiger mit dessen Differential, welches wir in der Form 
anschreiben: 

4 “ Gcb^ — f " 4:cIb ^ 

Der Ubergang zum Integral erfordert niclit melir als die Fesilegung 
des Integrationsweges auf der zweiblattrigen Eiemaim'sclien Flaclie, 
welche man der Quadratwurzel im Nenner des Differentials ent- 
sprechend zu construieren hat. Da es sich indessen vorab nur um das 
Bildungsgesetz des Differentials handelt, so lassen wir den Integrations- 
weg, der zum Integral fiihren wurde, ganz ausser Acht und bleiben 
also kurzweg bei dti, 

Ansehliessend an die voraufgehcnden Erortcrungeii werdon wir 
iibrigens auch hier die homogene Schroibweise statt 0 == bei- 

behalten, so dass wir zu setzen haben: 


= M£Lr;3 
By 

wahreud der Radicaud im Nenner des Differentials direct hi unsere 
binare biquadratische Form iibergeht: 


( 1 ) 


Cht = . 


Diese Schreibweise giebt uns zuvbrdorst das Mittel, das Verhalten 
von dit gegeiiuber linearen Transformationen von 0 in Erlahrung zu 
bringen. Komme die Substitution der Detorminantc r: 

0 ^ «*= (10J^ h0<^ J 02 == C0JI^ 4 ^ 

zur Austibung, so ist erstlieh: 

02d0i — 0i^d0.2 — r(02d0i — ^id^2)7 

wahrend f iibergehen mogo in: 

Demgemass findet sich fffr das Differential: 

T". ^^2 1 -• 


B, dm. 
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Das elUptische Differential erster Gattiing verlidlt sich demnach gegeniiber 
linearer Transformation ivie eine Covariante der Grundform f iind swar 
wie eine soIcJie vom Geiviclite — 1 (vgl.Matli. Ann. Bd. XIV (1878) p. 112). 

Jede kanonisclie Form von f liefert uus jetzt eine Normalform 
fiir das Differential diiy und da wir die kauonisclien Gestalten jederzeit 
diircli Substitutionen der Determinante 1 aus der allgemeinsten Form f 
herstellten, so geht da, obne nocli einen Factor anzunebmen, direct in 
die bezuglicbe Normalform Tiber. Stellen wir nun die Normalformeu 
zusammen, wie sie der ersten, zweiten und dritten kanoniscben Form 
von f entsprecben werden: 

I. cJu = ^ 

- z\) (As, + Bs,)s^ 


11 . 


dll — 


,dz 


cls^ 


Vs. (4 .e'i 3 — 2 __ 




III. du = ^ 

V hh "*^1 (^i -1 “ — % ") 

Hier ist aber sehr zu betonen, dass die Variabeln jeder einzelnen 

dieser Formeln besondere Bedeutung haben, indem sie immer durck 
eine besondere Substitution der Determinante 1 aus den Variabeln 
von (1) bervorgelien. 

Sollen wir uns jetzt der sonst ublichen Schreibweise anschliesseii; 
so ist zuvbrderst wiederum zuriickzukebren zur niclitbomogenen Schreib- 
weise s, Solclies geniigt aber fiir die Formen 1 und III nocli nicht. 
I und 111 namlich fiihren zu denjenigen Normalintegralen, welche auch 
bereits die illtere Theorie kennt. Dabei fallt es denn ins Gewicht^ dass 
man friiher nur solche Grossen bei den Normalformeu beuutzte, welche 
mit unseren absolutcn Invarianten ubereinkommen. Wir werden dem- 
gemass die rechten Seiten von I und III noch so umzugestalten haben, 
dass in denselben nur noch das Doppelverhaltnis A bez. die Oktaeder- 
irrationalitiit ft auftritt. So gewinnen wir die Formen: 


yn . dzi = 

ID. d%i = 
IIP. . dn = 


(Is 

y7(r^"0) (I 

d s 
ds 




<73 


In der letzten Formal fiihren wir uberdies noch die Substitution 


aus, wodurch letzten Endes erhalten wird: 

TTTh .. 8.7.. dy 
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§ 15. Benennung der ISTormalformen. Gesehiclitlielies. 

Wie die Theorie der elliptischen Fimctionen jetzt vorliegt, sind 
die Formeu 1% IP imd IIP des Differentials erster Gattung die wich- 
tigsten. Die ilinen eutsx^reelienden Integrale fiiliren besondere Be- 
nennuiigeii, von denen wir liier nocli liandeln wollen. Aus II eiit- 
sprinst durcli Integration eine Normalform des Integrals erster Gattung, 
die wir, dem allgemeinen Gebrauclie folgend, als die Weierstrass'sclie 
benennen. In der That ist Hr. Weierstrass der Erste gewesen, der 
von dieser Integralform beginnend die Tlieorie dei* elliptisclien Func- 

tionen consequent entwickelt hat*). 

Es schliesst das nicbt aus, dass die namliche Integralform von 
anderen schon vorher bemerkt wurde. So findeii sich in einer grossen 
Abhandlung von Eisen stein**) Formelu, welehe sich auf die hier in 
Bede stehende !Normalform des Integrals beziehcn, mii dass die Jn- 
varianteiinatur der hier mit und bezeichneteii Grossen Bisensteiii 
selbstverstandlich unbekannt war, Eisenstein^s Abhandlung ist viol- 
melir auf der doppelten Periodicitat basiert, ein Priiicij), das dann 
hernach auch fur Herrn Weierstrass bei der Gewiiniung der tuiidamcn- 
taleu Function 0(ii) wesentlich zu Grunde lag. Auf dicse intoressaiiten 
Beziehungen zwischen Eisenstein's Abhandlung unci Weierstrass' Theorie 
koinnien wir spater nochmals zurtlck. 

Andrerseits ist Hr. Hermite seit lange vou der Inviiriantciiiheorie 
aus zur Normalform IP gelaiigt, naclulem ja bereifcs 1815 durcli CnyU^y 
und Boole die Eutcleckung der Invarianton und gcsclielicn war. 
Hermite teilte Hrii. Cayley seine auf die Transformation des Int<*grals 
bezilglicheu Butwicklungen mit, weleher letztero sic dann bei Gelogiuilieii- 
zvreier Abhancllungen ***) weiteren Kreisen zugauglicli imichte. Die 
Transformation auf die Normalform geschielit dortsolbst nbrig(ni,s 
nicht vermittelst linearer Substiiutionon, sondern viclmehr dureh Au- 
wendung einer merkwurdigen Transformation viertoii (iradiis, ilbor 
welehe man das Nahere in der zweiten der ebon gonauuton (Jayley'seben 
Arbeiten findet. 

Die Form P des Differentials du fuhrt aul* das liionlann^scllc 
Ncrmaliniegrak 

In seinen Berliner Vorlesungen. 

Genaue Untersuchung der unci^hdUclien Jhp^elproducte , am 'inelcheu die 
elliptisclien J^unetionen als Q^iotienten mawmmengeselzb swd, Crello’w Journal Btl. ;jf» 
(1847) Oder Eisonsteiffe Matiiom. Abiuincll. (Berlin, 1847) p. iJlIi. 

Man sehe Or. J. Bd. 60 (1866) p. 287, sodann namoiitlich queiquvn 

formules pom la transformation des intcgrales clVptigues'^ , Or. J. lid. 66 (1868) 
p. 23 u. f. 
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I'l) 


dg 

J T/s(l - 5) (1 - ?.s) ’ 


eine Benennungj die clarin iliren Grand hat, weil man die bei Jacobi and 
anderen vorkommenden EntwicHungen immer auf P als Normalform 
beziehen muss, wenn man den allgemeinen von Riemann in der Theorie 
der Aberschcn Piuictionen gegebenen Definitionen gerecht warden will. 
IJbrigens ist diese Integralform (1) auch Jacobi keineswegs fremd. Nur 
hat derselbe den Sachverhalt dadarch unkenntlieh gemacht, dass er 
wiederholt,. wenn er zu einem Integrale (1) kommt, um Anschluss an 
die altere Bezeichnung von Legendre zu erreichen, die sogleich unter (3) 
genannte quadratische Transformation in Anwendimg bringt. t^brigens 
ist (1) diejenige Normalform des Integrals, welche der Auffassangs- 
wei&e der neueren synthetischen Geometric am uachsten steht, insofern 
jaA das Doppelverhaltnis der vier Verschwindungspiiukte von /* vorstellt. 

Die Form IIP endlicli ergiebt das Legendre^ sche Nornialintegrah 

(2) f 

Dass man dasselbe durch lineare Transformation von ^ erreichen kann, 
and dass dabei die verschiedenen Werte der Constanten, die wir liier 
/Lt nennen, sehr einfach linear mit einander znsammenhangen, hat Abel*^) 
wiederholt hervorgehoben. Aber es ist dann wieder Hr. Cayley ge- 
wesen, der von der Invariantentheorie aus dieser Normalform (2) ge- 
recht wurde, iudem er die Bezieliuiig derselben zu den rationalen 
Invarianten aiifvvies^'*). 

Die Ubereiiistimmnng mit der gowblnilichen Schreibweise wiirde 
tibrigens erst dadurch erziolt werden, dass wir in (1) and (2) statt X 
bez. schreiben. Die Bedeutung der Grosse Jc, so wie sie in der 
Litteratur auftritt, erscheint hiornach als eine doppelte. Das eine Mai 
ist h die Quadratwurzel aus deni Doppelverhaltnis das andere Mai das 
Quadrat der Oktaederirrationalitlit /x. Dass man fur beide Grossen die- 
selbe Bezeichnung wahlen konnte, hat seinen Gruiid in dem Umstande, 
dass das Integral, welches wir hier das Riemann" scho nennen, durch 
die einfache Substitution: 

(3) 

in ein mit 2 multiidiciertes Legendre'sclies Integral iibergeht: 


( 4 ) 


J\ 


dc 


-g)o~ xp) 


A 


dy 


ret - y^) (1 -i.y^ 


*) Man vgl. 2 . B. die none Ausgabe der Abel’schen Werke von Sylow and 
Lie, p. 469 Formel (9). 

Abschnitt 111 der schon gen. Arbeit in Or. J. Bd. 65 p. 21 u. f. , woselbst 
sich die Elomente findon, aus deuon man die OktaedergleicJiung aufbauen, kOnnte. 
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Da wir indesseu durcligangig nur lineare Siibstitutionen fur die 
Transformation des Integrals zugelassen haben^ so konnen vvir der so 
gewonnenen Legendre'schen Normalform, in deren Nenner das Doppel- 
verlialtnis X auftritt, wenigstens an dieser Stelle nicht Rechnung tragen. 
Wir werden also, um Missverstandnissen zu eiitgehen, ilberbaupt die Be- 
zeicbnung Z:, wo es aagelit, meiden und weiterbin zwischen dem Doppel- 
verbaltnis A und der Oktaederirrationalitat yu untersclieiden. Die Be- 
zeicbnung ,,ModiiV^ aber, die man gewolmlich dem Z; aussehliesslicli 
beilegt, iibertragen toir gletcliformig auf die cibsoluten Invariauten J, X, 
sowie auf eine grosse Eeibe weiterer Grossen, die wir spaterhin keixnen 
lernen werden. 



Zweites KapiteL 

You (Ten Periodeu des elliptisclien Integrals erster Gattuug. 

Im vorigen Kapitel sind melirere Invarianten der biqtiadratisclien 
binaren Form eingefiilirt imd in ihren gegenseitigen Beziebungen unter- 
sucht worden. Wie wir sclion oben sagten, wilrde es nicbt scbwer 
balten, die Zabl dieser Invarianten auf algebraiscbem Wege darcli 
ueii binzukommende nocb weiter zu mebren; docb warden wir dadurch 
nur unseren spilteren Arbeitsstoff teilweise anticipieren. Es soli dem- 
nacb die weitere Untersucbung algebraiscber Invarianten bier unter- 
brocben werden, wir untersucben vielmebr sie tiberspringend gewisse 
andere Grossen, die den Namen transeendenfer Invarianten der ’higua- 
dratischen hindren Form verdienen. Es sind dies keine anderen, als 
die Perioden desjenigen elliptischen Integrals erster Gattung^ in dessen 
Integrand die eben gemeinte Form nnter dein Quadratwurzelzeicben 
eingebt. 

§ 1, Paare primitiver Perioden des Integrals erster Gattung. 

Ziim Zwecke der nachsten IJberlegungen schreiben wir das ellip- 
tiscbe Integral erster Gattung in der nicbthomogenen Form: 

( 1 ) «== J-^, y = ya0^'^^4i?+'6ce^+4ds + e. 

Zur recbts stebenden Irrational itat y gebbrt eine Itiemann'scbe Flacbe^ 
welclie die ;^-Ebene doppelt iiberdeckt. Die vier Yerzweigungspunkte^ 
in denen die beidcn Blatter dieser Flache zusammenbangen, sind die 
vier Punkte 0 , in denen verscbwindet. Wir denken diese vier Punkte 
in beliebiger Ordnung durcb Nnmmern 1, 2, 3, 4 unterscbieden und 
nehmen etwa an, dass sicb beide Blatter zwiscben 1 und 2 und dann 
aucb zwiscben 3 und 4 in Verzweigungsscbnitten durcbsetzen. (YgL 
die sogleicb folgende Figur.) 

Jeder geschlossene Weg auf der liiemann' schen Flache liefert als- 
dann fur das Integral Uj wofern wir es von einem Punlde dieses Weges 
heginnend uber dessen game Ausdehnung hinfuhren, einen W&rtj den wir 
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Von den Perioden des elliptisclien Integi*als erster G-attung. 


als eine Ferlode des Integrcils u hezeichnejt, Lasst sich der in Rede 
stehende gesclilossene Weg ojine Zerreissen auf einen Punkt ziisaiiLinieii- 
zielaeii; so wird freilicli der zugehorige Iiitegralwert verschwmden. 
Solclie Wege scliliesseii wir daiier von der Benennnng der Perioden- 
wege aus* 

Insbesondere zielieu wir uns jetzt auf der Flaclie einen solchen 
Periodenweg, der iiur der einen Bedingung genllgen soli, sich selhst 



mg. t. 


nicht zii lihcykreamL Eiu Beispiel ist der in Fig. .1 mil Krenzeu vcr- 
seliene, langs seines Verlauls im untercn pimklierte Weg, liber 

welclien das Integral in der Pfeilrichtung gofiihrt die Poriudo oJj 
geben moge. 

Man sehe jetzt den bescbriebeueii Periodenvvcg als eiueii Qncrsclmitt 
der Plache an. Immer ist es daun noeh mbglicli, vom eiiuni Ui'er 
des gezogenen Querscbnitts auf geselilossencr Btihii ziuu gt^goniiber- 
liegenden Ufer zu gelangen, olino jciien (^uerscliiiitt zu illjerspringou’-*')- 
Diese neue geschlossene Bahn konneii wir daun orsxclitlicli aueli dtu'art 
annehmen, dass sie sick solbst nirgeiids llberkreiizt. So z. Ib leisiot 
in obiger Pigur der zwcite, zur Untcrsckeidung voni crsten mil Krcison 
versekene Weg das Verlangte. Moge das Integral, in der Pleilricbtung 
liber ikn gefiikrt, die Periode liefern. 

Ftihren wir den neuen auf cOg fukrenden Weg gl<ncJifallH als (itier- 
scknitt der Riemann’sckcn Fllicke oin, so ist dieselbt^ nun dcrari 

*) Zur nilhoren Erlilutemng ziehe man ncben jJaomiuin’H OriginalHchriften 
naracnfclicli heran 0. Neumann, Vorlesungen iiher Jiimnann's Theorie clvr Ahd* 
schen Integrale (zweite Auflago, 1884), Dock aincl die sogbiich zu nenntnidon pri- 
mitiven Periodenpaaro dori nicht in Eiemann’B ureprunglicher Allgomoinheit ciu * 
gefuhrt, an der wir dock im Tcxfce festgekalton kakon. 
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zersciLnitteii; class jeder dritte nocli liiiiziikommende irgendwie ge- 
zogene Quersclinitt sie in getrennte Stiicke zerfallt. Durcli jene beiden 
Quersclinitte ist unsere Flacbe somit in eine einfacli msammenlidngende 
zerlegt. 

In dieser einfacli zusammenhangenden Flaclie ist aber das Inte- 
gral It eine eindeutige Function seiner oberen Grenze. Es finden dabei 
in sebr bekannter Weise fiir diese eindeutige Function in gegeniiber- 
liegenden Uferpunkten jedes der beiden Querscbnitte Wertdifferenzeii 
statt; die langs des ganzen Querschnitts constant sind. Fiir den Pall 
der Figur 1 wird diese Differenz langs des ersten Querscbnitts cug; 
langs des anderen sein. 

Fiiliren wir jetzt das Integral von festgewahlter unterer Grenze 
zu einer vorgescbriebenen oberen, so sei der zwiscben beiden Grenzen 
verlanfende Integrationsweg einmal ein vollig beliebiger auf der nn- 
zerscbnittenen Flacbe, das andere Mai anf die zerscbiiittene Flacbe 
eingescbrankk Wabrend wir dort it als Integralwert erbalteii, moge 
im zweiten Falle kommen. Dann ist es eine bekannte Folgeruiig 
aus den beschriebenen Verbaltnissen, dass 
( 2 ^ == W -f- 

ist^ mit gamen Zahlen Zndem ist die Vieldeutigkeit des zu 

der unzerscbnittenen Flacbe geborigen id cine derartige, dass in (2) 
jede geioii-nschte Comhhiation joositiver oder negatwcr gamer Zahlen 
dnrch geelgnete Integrationsxvegc und sivar noch in der mannigfaltigsien 
Weise erreicM xverden Jcann, 

Nach dem eben gewonnenen Satze liisst sicb jede Periode des In- 
tegrals u aus 0^, in der Form 911^0^ + darstellen, und wir 

haben, wofern alle Combinationen ganzer Zahlen durcblaufen, 

geradezu die Gesamtheit der Perioden von erbalten. In diesem Sinne 
beissen ein Faar primitiver Feriodeii. Unsere beiden obbesebrie- 

benen Periodenwege, wie sic z. B. in Fig, 1 auf die besonderen Perioden 
03 ^, CO2 fiibrten, kounen nun, wie man Icicbt erkennt, nocb in dev 
mannigfaltigsteii Art gewliblt werden, so dass man demi auch primi- 
tive Poriodenpaare in mannigfaltigstor Weise erbalten kann. Wir 
wollen eine Beziehung zwiscben dieson primitivcu Paaren aufstellen. 
Sei 0I, 03/ ein neues Paar primitiver Perioden, so wird sicb die 
Gesamtheit der Perioden von xi nunmebr durcb w/cn/) dar- 

stellen, wo m/, alle Combinationen ganzer Zahlen durcblaufen. 
Der Wertcomplex wird daher in seiner Gesamtheit 

mit dem anderen geradezu coincidieren. Insbesondere 

muss sowobl 03/, wie Og' eine ganzzaliligo Combination von cd^, sein: 
(3) 03 / = ac3j -f- /icog, 03 / — ycoi + 
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Aber aucK nmgekebrt miissen cjg ganzzaUig in £»/ darstellbar 
sein- Die Gleicliungen (3) sind demnaeh ganzzalilig iimkelirbar; und 
wir haben den Satz: JBilden neben Og ciiicli co^, cd^' ein Faa/r primi- 
tiver Perioden, so sind in den misclien iJmen hestelienden Gleicliungen (3) 
a, Yf d game Zalilen der Determlnante + 1: 

( 4 ) oid — = 


w 




§ 2. Die Perioden als Invarianten. AblLSngigkeit von den rationalen 
Invarianten. ITormiernng der Perioden. 

Wir haben bereits in § 14 des voraufgelienden Kajjitels ausfiihr- 
lich erortert, in welchem Siune das Differential des Integrals n eine 
Covariante der Grundform heissen sollte. Bs war das eine 

Deutung der Gleichnng: 

V f ^ ^a) 

Wir iutegrieren jetzt diese Gleichnng iiber einen beliebigen Perioden- 
weg, den wir einerseits auf der iiber der ^-Ebene construioricui liie- 
mann’schen Flachc; sodann entsprechend auf der Flache fiir Y 
ziehen. 

und entsprechend far die transformierte Placlic co' erhalteix werden, 
Dann ist nach Gleichnng (1) 

( 2 ) = 

Jede Periode des Integrals erster Gattung geht somit hei Ausfuhrung der hicr 
in Betracht gesogenen linearen Transformation in sick sdbst multiplkicrt 
mit der ( — 1)^®^ Potem der Suhstiliitionsdeternhinanle iiber. Wir kJninen 
sie demnaeh eine transcendenie Invariaoitc der Grundform f vein Go- 
wichte ( — 1) nennen. Dabei ist sie vermbge ihrer Delinitiori honiogon 

( 1 

— Dimension in den Coefficienten der GriUKlIbrin. 

Als Invariante ist co von den fiinf Coefficienten von, f mir insoweit 
abhangig, dass sie anch als Function von nud //,j nllein betrachtot 
werden kann. In der That komitcn wir ja dxxrcli Hnearti Tranwlbr- 
mation der Determinante 1, bei welcher jede Periode co, wic wir siiheii; 
vbllig nngeandert bleibt, die Weierstrass'schc Normallbriu fflr dus 
Integral erhalten. Alsdann ist aber 


( 3 ) 


CD 


-/ 


yiyi 


dy 


9%y “■ 

es hangt also o in der That nur von und fib. 


Jetzt ist dus 
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Problem^ mit dem 'W'ir uns in der Folge bescliaftigen, die Ablidngiglieit 
der Perioden von den rationalen Invarianten g^i^/ g^ nalieren su imter- 

suclien, 

Eine erste Erleichterung bei diesem Untemelimen scbaffen ^vir 
uns durcb die Substitution: 

!'-f '■ 

wodurch Gleichung (3) die neue Form erhalt: 


( 4 ) 


a 



"Wemi "wir liieniacli die Perioden als Fnnctionen der beiden un- 
abhangigen Variabelen: 


( 5 ) 



J 


auffassen, statt sie auf zu beziehen, so ist der Eifolg der, dass die 

Abbangigkeit von X so iiberans einfacb ist, dass wir kein Wort melir 
daruber zu verlieren braucben und somit nur nocli die Abbangigkeit 
von J der Betracbtung unterwerfen mlissen. 

Es kommt dies ersicbtlicb darauf binaus, dass wir jede Periode m 

dureb den Zusatzfactor p— „normieren“, wodurcb sie zur absolutm 

r 

Invariante: 

(6) ® - ■» Vi 


wird. AIs solche ist die normierte Periode Q nur noch von der emcn 
unabhlingigen Yariabelen J allein abbangig, und est ist die Art dieser 
Abbangigkeit, die wir nun zu untersuclien liaben. Wir konnten uns 
dabei direct der Integralformen der Perioden und der ibnen zu Grunde 
liegenden gescblossenen Wege bedieuen; inzwischen wilrden wir zur 
strengen Durchbildung dieser Method e noch gewisse andere Hilfsmittol 
der Uniersucliung hotig haben, deren Entwicklimg erst dem folgenden 
Kapitel vorbelialten bleibt. 

Wir ziehen bier vielmelir mit Vorteil die Thatsacbe heran, dass 
die Perioden als Fimctionen van J eincr Unearen Diff&rentialgleicihung 
meiUr Ordnung genilgen. Hierauf weist scbon der Dmstand bin, dass 
sich jede Periode Q linear und ganzzahlig in zwoi primitiven Q 2 
darstellt; 


Q i=s WhiO-i -I- 
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Man findet liieraus namlicli dnrch DijBPerentiation: 

dQ ... dQ^ , ... dQ^ 


dJ 

d^Q 

dJ^- 




dJ 


+ 


dJ 


dJ- "^ 3 


uud sodaniL durcli Elimination von 

c7-Q, ^ 

d-Q , dQ 
- ^ dJ 


dJ 



+ Q 


Nun sielit man: die beiden hier auftretenden Coefficienten hiingen zu- 
folge der Determinantenform ilirer Nenner und Zahler niclit mehr von 
der besonderen Auswalil der Perioden Q^, ab, soiulern bleiben die 
namlichen, wenn wir ii’gend ein anderes Paar ^2^ zur Darstellung 
der iibrigen zu Grunde legen. Sie miissen also von J eindentig ab- 
hangen. In der That werden wir sogleicli nacliweisen^ dass die in 
Eede stehenden Coefficienten rationale Punctionen von J sintl. 

Indem sicb so zeigt, dass jede beliebigo Periode Q der DiHercntiah 
gleichnng: 

r,(J') + Q.r2CJ)-() 




dJ 


dQ 

dJ 


geuiigt; haben wir den Anschluss gewounen an die aiisgebildoto Tlieorie 
dieser GleichungeU; die wir demiiach filr die Losung uuscrcr Pragc 
heranziehen werden. Somit ist unsero nachste Autgabe; die wirkliche 
Form dieser beiden rationalen Coelficienteji resizustellen*). 

Statt die Perioden co, wie es im Texte goschah, durch dou ZuHafczhictor 

l/~ zu absoluten Invariauten zu macheu, kann man auch anclere ilhrdic-h go- 
r 92 

bildete Factoren in Anwendung hringen, die die Coofikuonion dor (h’undfortn f in 
der Dimension enthalton. In oiner weiterhin noch zn noinionUon Arbeit von P rn us, 
IJher die JPerioden der elUptiscken Integrah enter und fjweiter (railung (Dorp at 1875, 

Va 

abgedruckt Math. Ann. XX.YII), ist zn soJchcm Zwocko z. Ih dor Factor - an- 

9 » 

gowandt. Von der Dimension --- in den Ooeflicienten von f IhI auch * bo 

dass man auch * co als normierto Perioden ansotzon koiiut(i. SokihoH tlnit 

Klein in seiner Arbeit: Uher die Transformation der elliptiHchen FxmcUonen und 
die Aufldsung der Gldchungen Grades , Math. Ann. Pd. KIV p. Ill (1878). 
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§ 3 . Aiifstellung der Difi^erentialgleiclinng fiir die normierten Perioden. 


Wir miissen hier voriibergeliend aucli das Integral zweiter Gattimg 
braucben, das wir gleicbfalls in Weierstrass' Normalform bin- 
schreiben: 


/ 


ydy 


y%ll^ g^,y ^ (j. 


Hier fiibren wir dann gleicbfalls die Substitution y = ^ g aus, unci 

es mbgen nun die beideii Integrate der ersten unci zweiten Gattung 
liber den namlicben librigens beliebigen Periodenweg gefiilirt die W erte 
liefern: 


( 1 ) 


Q 


=/v 


dz 


4:Z^ g(p -y 1 ) 




adz 


■)/45» + g{g 4- 1) 
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Zur Abkfirzung ist dabei 
( 2 ) = 
gesetzt. 

Die Quadratwurzel im Nenner der beiden Integranden nennen wir 
kurz JR und gewinnen dann durcb Differentiation nach g: 


1 

II 

r dp f* zdz 

J j ? 

II 

r zds , r z'^dz 

J ~2Jl^ + J ‘ 


Zur Auswertung der drei bierbei auftretenden Integrate: 

r_dz_ fzdz r 
J J 22 i'^ ’ J 2 JP 

beacbten wir, class der Quotient fiir alle drei Werte « = 0^ 1, 2 
auf dor Rieraann'scben Placbe eindeutig ist, so dass das Integral 

/"&)-» 

sein wird, wenn wir es wieder Uber die dor Integration bier iiberliaupt 
zu Grnnde liegende Pcriodenbabn hinfiihren. Entwickelt man inzwiscben 
erst das untor dem letzten Integralzeicben stebende Differential und 
integriert bernacb, so gewinnt man der Reibe nacb fiir « = X, 2 
die Relationen: 


Die Nori-nierung des Textos liegt librigens aucb dor Dissertation vonNimscb zu 
Grnnde: tlber dieJ9criodm der elHiitisclim Jntegmle und 2^^ Gattung, Leipzig 
(1886), Endlich finden wir nocb in Kap, X des Halpben’seben Buebes die nor- 
mierten Perioden ^]/a . co, wio auch die anderen j/c/,, , co und Y g.j, . co. 
Kloin-l^^riclco , TYIOflnlfimctio'sHm, S 
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12 


ds 

211^ 


0, 


/w+ 

Die Aufl5suag dieser Gleichungen nach den drei fraglichen Tntegralen 
ergiebt fiir dieselben: 


2H - SQ 


rz^dz 

J ” 8 (i/ + 27 ) ’ 

dz 

YW 




/ dj_ _ 


Z”* 

J - 

9Q — 6H 


ig + 27 ) ’ 


25 -^+ 27 ) 

^©riiioge dieser Darstellungen geben die Grleicliungeii (o) in die 
beiden folgenden iiber: 


4g(g+21) -§|- ■+■ (18 + ^) + 6 H 


0 , 


4£r(^ + 27) 4^ + y — (^ + 18) H = 0 . 


Hier fttliren -wir jetzt wieder anf Grand der Formeln: 

277 " ^ 27 

dJ 


9 = 


1 -T ’ HT {X — Jy 

J selbst als nnabliangige Variabele ein, wobei sicli die beidoii zuletzt 
erhaltenen Gleichungen ohne Mfihe in die Gestalt umrocliuon : 


(4) 




3(J’+2)S2-2(J— 1)H, 

ZJQ — 2(«r+ 2) H. 


Noehmalige Differentiation der ersten dieser beiden Gloiclumgou or- 
giebt: 


mJiJ- 1) ^ +-(69 J-- 42) ^ + 2(J-- 1) - aQ + 2H = 0, 

eine Gleichung, die wir mit den beiden voranfgehenden zur Elimination 


tJH 


n 11 

von H und verbinden. Dobd/wirch crhoMcvh wIt cndUch die in Aits- 

ditf 


sicht genommme Differ&^iialgleichutig*) in der Jb'orm: 


(5) 


dJ^ ^ J 


JL.J 
d9l , 1»4 

dJ "I" 


1 

30 


xy 


.Q==0. 


’*') Wahlt man eine andero Normiorung fiir die Poriodou, so fallen iibvigens 
die CoeffLoienten der Differentialgleichung ontsprechond andors auw. So z. B. 
kommen in den soeben genannton Abbandlungon von Bruns und Klein an ont- 
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§ 4. Fundamentals atze ■iiber die Abhangigkeit der normiexten 

Perioden von J, 

Zar zweckmassigeii "Verwertung der Differentialgleicliung (5) zielien 
wir jetzt Herrn Fuchs' Abiiandlung „Zur Theorie der linearen 
Differentialgleicliuugen^^ heran, deren Grundzuge wir als dem Leser 
bekaunt Toraussetzen. Das kurze Referat iiber einige zunachst zu 
gebrauchende Satze beziehen wir sogleicb auf die Differentialgleichuug 
limiter Ordnung 

(1) S + 

Es liegt alsdann die Aufgabe vor, die Integrale y in ihrem Ver- 
lauf in der complexen ;r-Ebene zu verfolgen. Dabei gelten als singiildre 
Pimhte dieser Ebene diejenigen, in denen eine der ratio nalen Func- 
tionen r unstetig wird, und es ist ibnen unter Umstanden aucb nocb 
der Punkt a; = oo als singular zazuordnen, was man nacb der Sub- 
stitution x' = ^ durcb Untersucbung fiir die Umgebung von ic' = 0 zu 

entscbeiden bat. Das Verbalten der Integrale y von (1) in einem dieser 
singularen Punkte verlangt besondereBetraclitung, die wir binausscbieben. 

Sei daber vorab Xq ein gewohnlicber Punkt der iu-Ebene^ so gilt 
vor alien der Hauptsatz: In der Umgebung von lasst siob das all- 
gemeine Integral y in eine nacb positiven ganzen Potenzen von (x — 
fortsclireitende Reibe*'**) entwickeln^ welcbe convergent ist in einem den 
Punkt Xq umgebenden Kreise, der bis zum nacbsten singularen Punkte 
gerade beranreicht. Die Allgemeinbeit des so entwickelteii Integrals ist 
dann dadurcb gewabrt, dass sein eigener Wert und der seiner ersten Ab- 
leitung nacb x im Punkte vollig willktirlicb wahlbar ist. Elementare 
tJberlegungen fubren diese Willkurlicbkeit auf die andere Form uber, 

sprechendor Stelle bypergeometriscbe Differentialgleicbungen zu Tage. Diese Glei- 
cbujagon subsumieren sich ubrigens alle als Spocialfalle unter die Differentialgleicliung 
der Miemann^sclien P-Funetion. luzwisoben wird dieser Umstand, um die Bniwicklung 
nicbt zu abstract zu gestalten, weiterbin nicbt benutzt. Wir verweisen vielmehr in 
diesem Botracbt auf ,,lkos.*‘ p. 80 u. f., wo es sich in dor That um Fragestellungen 
bandelt , zu denen die hier vorliegenden in engater Beziebung stcbon, wie spater 
nooh deutlicb warden wird. — Dio Kenntnis einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung fiir die Perioden als Functionen vom Modul 7;^ besaaa bereita Dogendro. 
Dio Aufstellung der Differentialgleichung unter 2iugrundelegung der rationalen In- 
varianten gebt auf Hrn. Bruns zuriick. 

Crelle’s Journ. Bd. 66 p. 121 (1866). 

***) Wir geben bier ein fiir alleinal die Erkl’drung, dass bei Gelegenbeit soloher 
Eeihonentwicklungen, im Falle =» oo ist, {x — aj^) nichts anderes als ^ bo- 
deuten soli. 
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dass das allgemeine Integral y von (1) rait Hilfe z-weier willkiirliclien 
Constanten aus zwei partieularen Integralen Form 

y — + ^2^/2 

darstellbar ist. Wenigstens eines dieser beiden Integrate besitzt eine 
Heiiienentwicklung; in der das constante Glied nicbt feblt; fehlt das- 
selbe in der Reihenentwieklting des anderen, so tritt in derselben sicber 
das Glied erster Dimension auf. In solclien zwei particnlaren Inte- 
gralen baben wir dann den wicbtigen Begriff des Fundamentalsy stems 
gewonnen. 

Wir sebicken uns an, aus diesem kurzen Bericbte besoudere Satze 
liber die Abbangigkeit der Perioden Q von J zu entnebmen. 

In dieser Hinsicbt baben wir erstlicb zu constatieren : Als singii- 
Idre PmiMe der J-JEJhene sind J = 0 und J = 1 m ncnnen, tmd %vir 
miiss^i ihne^i ciJs do'itte^i aucli ^locli J = 00 hiwugeselle'iij wie man denn 

leiett naeli der Substitution die singulare Natur des Punktes 

J'=0 einsiebt. Irgend eine beliebig herausgegriffene normiorte Pc- 
riode Q(J) ist daher, als Integral der Dijfferentialgleichung (5) § 3, 
eine analytisclte Function ibres Arguinentes J und zwar ist sic in dct' 
Umgehung jedes Funlctes J cindeidig und sietig, ausgenonmwn die singitr 
Idrm Stellen J= 0, 1, oo. 

Wir grenzen uns ferner, der bestimmten Ausdruckswoiso wogen, 
in der complcsen J'-Ebene ciucn einfach zusammeiibaiigendon ncroicli 
ab, der keinen der singularen Punkte enth'alt, und denkoii d aul diosou 
Bereicb bescbrankt. Wir werden bier dann sogleicb wiodor dio l>ri- 
mitiven Periodenpaare aus § 2 bereinzieben nnd ein bcsondorcs Paar 
Qa auswablen. In diesen beiden Grossen werden wir danii geriulo 
ein Fundamentalsystem fOr den eingegrenzteu Bereicb gewonnen liab(!n. 
Bas allgemeinste Integral uuserer Dilfcreiitialgloicbung ist alsdnini I'fir 
diesen Bereicb dargestellt durcli 

0 

CjlQjL "4“ 

mit willJmrlichen Constanten c^j Ov*. Als ein Aussclmitt aus <lor Go- 
samtbeit dieser Integrale ersebeinen die „Pcrio(lon^^ Q selbst 

(2) ^ =*= Hh 7 

wo jetzt game positive Oder negative ZaMen sind. 

Was nns nach Aufstellung dieser Slltzo tlbrig bleibt, ist, dass wir 
nacbsebeii^ taie sich eine Periodc dndert, ivenn wir das Argxmivnt J 

evmn gesehlossenen Weg mi einen der sing%ildrei% Ihmkte ^nriicMegm lassen* 
Es soil sich also urn die Frage bauclolu^ ob Q(</) eino vuddoutigo 
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Function iist, unci wenn dies der Fall ist, von welcher Art die Viel- 
cleutigkeit ist. Wir werden liierbei ini Gruncle jede Periode erlecligt 
liaben, wenn wir die gerade angezeigte Untersuchung fur das primitive 
Paar im besonderen durchgefubrt liaben; denn jedes Q stellt 

sicli in Qg in der Form (2) dar. Diese beiden besonderen Perioden 
Qo intissen wir daun aber immer neben einander stebend betracliten. 


§ 5. Auswahl eines besonderen primitiven Periodenpaares. 


Die sogleicb zu unternehmende Erorterung liber die Vieldeutigkeit 
der Perioden setzt voraiis, dass wir das ])i*imitive Paar unter 

den uneiidlicli vielen mogliclien Fallen in durcliaus bestimmter Weise 
ciuswitblen. Zu dem Ende gelien wir auf die folgende Integralform 
der Perioden zuriick: 


(D 



ej (2/ — t'ts) (2/ -- « j) 


Drei Verzweigiingspuukte der doppelt tiberdeckten ^/-Ebene liegen danu 
im Endlicben bei nnd umgeben nacb Massgabe der vom 

vorigeu Kapitel lier bekannten Relation 

^1 ■“!“ 6?w> “I" C*»j = 0 


den Nullpunkt ?/ = 0. Der vierte Verzweiguugspunkl ist iiach y oo 
geworfen, imd wir deuken uns ontgogen der Auffassung der Fig. 1 
dieseii vierfcen Verzweigungsj)unkt mit den drei eben genannten durcli 
je einen V'erzweigungssclinitt verbunden. Die entsieliende Figur sehe 
man weiler unten, wo dann bcreits die Periodenwege eingetragen sind. 

Wir setzen nun zuvbrderst das von Cj, gebildeie Dreieck 

als unglcicbseitig voraus. Dann vertcilen wir die drei Benenntiugen 
die Verzweigungspunkte derart, dass der grdsslcn^ der 
kleinsteu SeUc dieses DreieeJes gegmitber liegL 

Demnaebst unterscheiden wir zwei Falle, je naclidem die Folge 
c\, c?j> den Punkt y ^ 0 im x)osifeiveu odor negativen Drelisinn*^-) 
umgiebt. Dio letztere Lage wollen wir kurz als Fall 1 bezeiclmen 
mid uns Itir denselben der durcli Figur 2 (folg. Seite) angezeigten Fesi- 
legung der i^crioden beclicnen. Tin anderen Falle, den wir als 11 citiereii; 
emplielilt sieli die in Fig. 3 augegebene Auswahl der Periodenwege. 

Es wllrde nuiimelir abgesehen von ciuigen gleicli zu crorternden 
Greiizlagen des Dreiecks der e alles bestimmt sein, batten wir zugleiob 
nocli festgosetzt, welches Vorzeichen der Wurzel Y^y^ — g^^y — g^^^ 


*‘*) Die i)ositive Umlaufuug von y ^ 0 ist dabei in Ublichor Weiao als dio- 
jenige gedaoht, bei dor xnan den Punkt y «= o zur Linken hat. 
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etwa in einem Punlde cles oboren Blattes zutreffen soli. Man sielit^ 
dass ein Weclisel cler Festsetzung in dieser Bezieliuiig eiiien simultaneui 
Zeiehenwecbsel filr w.j nacli sicb zielit. Wir behalten ims vor^ 
hieruber gelegentlicli zweckmassig zu verfilgen. 

/ ij^co 



Eine besondere Lage fiir die drei Punkte e liaben wir nun erst- 
licli, im Falle dieselben einer Geraden angelioreu. Daboi wird e-j zwisclien 
und gelegen sein und zwar entweder in der Mitte zwisclien beiden 
Pimkten ocler nUber an Man siebt, dasa iinkr dicacyt Unisicindcn 
die Falle I und II einen UnterscMcd nichl mclir dayhictm. 





Fig. 3 . 

Uberdies kann es ointreten, dass das Dreieck der J^uikto o otii- 
weder gleichschenklig oder gar gleichseiiig wird. Dann kann man 
durch. zweckmassige Verteilung der Bezciclinungen Oi iimum* sowolil 
die Anordnting I wie aucli die des Falles 11 crziolon. Aber man ubcr- 
zeugt sich leicht, dass die im Falle I gewonncnen Periodcn andere slnd^ 
wie diejenigen des meiten Falles, Urn also dock stets oin gaiiz be- 
stimmtes Periodenpaar zu fixieren, cntscliliessen wir unS; im 

Falle eines gleiclischefnhligen (he^. glmhseitigm) Dreiechs slats der An- 
ordnung I den Vormg m gelen. 
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§ 6. Zerseimeidung der J’-Ebene. Bedeutung der Eestsetzungen 
des vorigen Paragraphen. 

Stellt ein einzelnea Periodenpaar, das wir nun gleicli wieder in 
normierter Form annehmen, in der That ein Paar yiel- 

deutiger Functioneii von J" dar, so wird man zum Studium dieses 
Funetionenpaars eine mehrblattrige Flache liber der J’-Ebene con- 
struieren^ in welcher unsere beiden Fuuctionen eindeutig sind. Mogen 
sich die Verhaltnisse nun im weiteren gestalten, wie sie wollen, jeden- 
falls haben wir im Periodenpaar das durch Normierung 

aus den eindeutig bestimmten Perioden co^ des vorigen Paragraphen 
hervorgeht, ein erstes Zweigpaar filr solehe zvrei einander zugesellte 
analytische Functionen von Jy wie wir sie hier betrachten. 

Will man nun tiberhaupt einen einzelnen Zweig einer mehrdeutigen 
Function betrachten, so geht dem anschaulich parallel, dass man 
aus der beziiglichen Riemaiin'sehen Flache ein einzelnes Blatt heraus- 
lost, das man gerade zum Trager jenes Zweiges gemacht hafcte. Nun 
aber folgt aus § 4, dass fur den Fall unse^-'er Functionen Q(J) Ver- 
0 ‘weigicngs 2 ninJcte der mgehorigen Flache ilher J jedenfalls mir an den 
singulciren Stellen J — 0, 1, cso eintret&i honnen. Wir miissen dem- 
iiach aus der gemeinten Flache ein einzelnes Blatt herauslbsen konnen, 
wenn wir dasselbe etwa Idngs des von J= — oo iiber J=0 his J=1 
verlaiifenden Teiles der reellen J-Axc vom Zusammenhang mit den an- 
deren Blattern abschneiden. So haben wir Pig. 4 erlangt, in welcher 
zugleich die ganze e7*-Ebene durch die reelle Axe in zwei Halhebenen 


c/"-— tf-o f A- / 

I’ig. 4. 

zeiiegt erscheint, Man miterscheidet diese Halbebenen als positive und 
negative je nach dcm in ihnen staitfindeiiden Zeichen des imaginiiren 
Bestandteils von J, 

Mit der solchergestalt erzielten Zerschneidung der J’-Ebene haben 
wir tins nun den Bestiramungen des vorigen Paragraphen vollig an- 
gopasst, so dass os moglich erscheint, das herausgelosie Blatt mm Trager 
der dort definierten heiden Zweige machen. Wir wollen 

dies noch ein wenig naher erlautern und benutzen dabei auch noch das 
Doppelverhaltnis der 'V’erzweigungspunkte 



als Mittelglied der Rechnung. 
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Es ist geometriscli evident, dass der Wert von A nnd also anch 
der von J allein von der gegenseitigen Lage der drei Verzweigungs- 
punkte et abliangt, und dass somit fur jedes ahnliclie Dreieck dreier 
Punkte q', e'/, der eiitsprecliend gebildete Ausdruck (1) wieder 
denselben Wert A giebt, okne dass dabei etwa an der Bedingung 
-j- C.2 -|- = 0 festgebalten zu werden braiiclite. Davon Gebraucli 

machend setzen wir an Stelle irgend eines vorgegebenen Dreiecks 
mit den Ecken ei ein solclies alnilicljies Drcieck 
mit den Ecken a/, dass insbesondere e/ *== 0 
und ist. Damit liegt dami aiicli die dritte 

Ecke dieses neiien Dreiecks vollig fest, sageu 
wir etwa bei y == e, und nun iiiterpretiert man 
sofort die Pestsetzungen des vorigeii Paragraplien 
daliiii, dass e auf den in Fly. 5 dargcslellten 
Kreisabschnitt elngeschrdnJdcrscItehiL Diescr Krois- 
absehuitt wird diircli die reelle y-Axe in zwei 
syinmetrische Halften zerlegt, welclic, wie in 
der Figur angezeigt, dem Palle 1 bez. J1 cut' 
spreclien. Zudem ist es die Polgc der Fest- 
setzLingeu am Sclilusse des lotzten Ikiragraphen, 
dass von den ilandpuukten jenes Kreisabwcludttes 
nur diejenigen als Ecken eines Dreiecks fungieren werden, welciio dem 
starker ausgezogcnen Teile des Randes angelioren. 

Jetzt beluiupten wir: Dmn Falle 1 gelmi ciu J dor posiliven Ihdb- 
cbenef dem Falle II ein solclies der negatlven Ilalhebcnc so dass in 
der That die Zersclmeiduug in Fig. 4 der Sondenmg unscn'er boitlen 

Falle I und II entspreelieu wiirde. In der That, cs ist j(5lzt A 
und eben deswegeii nach Formel (5) pag. 15 

c- + 1)=' 



c 

e I 


( 2 ) 


T— 

^ ~ -i1 c\i — ey 


Hier kann man denn durcli elementare Roclmung Ktii^^da, daws ein <i 
iui Innem des Raumes 1 Fig. 5 jederzcit aueh ciii J im hitmm dor 
positivou Halbebene nacli sicli ziekt, und dass in ontsprccheudor W(>iH(i 
Rauni 11 und negative Halbebene zugeordnet sind’*'). Fiir den llrcniz- 
fall eines gleicksckenkligen Dreiecks liegt e ant' dem stark gtiziuck- 
neten Raude von Fig. 5. Hier wird aber in der I'kat veriu<>go (2) J 
reell nnd zwar kleiner als 1. Auf der Grenze zwiscliou J nnd 11 
Fig. 5 wird J reell nnd grBssor als 1 genau entsiffockond der 'I'hat- 

*) Dioser Jioweis wird in § 2 des folgondon ICapitels auBfiihrUck ontwickolt 
worden. 
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sacLe, dass in Fig. 4 die beiden Halbebenen langs des zwisclien 
J" = -|- 1 und J = 4” verlanfenden Teiles der reellen J-Axe zn- 
sammenliangen. 

Die ganze Bedeutiing der Fignr 5 werden wir erst im folgenden 
Kapitel erlautern. Hier batte sie nur vorlaudg den Zweck^ eiue ricb- 
tige Wiirdigung der Vorscbriften des § 5 lierbeizufuliren. Indeni wir 
fur ein einzelnes J der positiven Halbebeue^ etwa eines der zu~ 
geborigen Dreiecke der auswalilen^ gewinuen wir zugleicli 

eindeatig ein zugeboriges Wertepaar wenn wir die Vor- 

scbriften von § 5 in Anwendung bringen. Lassen wir nun die Eck- 
pimkte Co stetig ihre Lage w’-ecbseln so jedocb, dass stets die 

Lagenverbllltnisse des Palles I oder II zutreffen, so gewinnen wir 
entsprecbeiid von luid Paar von Wertcomplexen 

Dann ist es aber die Bedeutiing dieser Wertcomplexe, 
dass tvlr In ilmcn gemde ein Ziveig%)cmr der heiden analytisclicn Fundionen 
erlangeiiy locmi wir sie von ^i(Jo) und cins ttntcr 

Zugrundelegimg der durch Fig, 4 angeseigten ZerscJme idling analytisch 
fortsetmi. Dieses zu zeigen v^ar der Zwek des gegenwartigen Para- 
grapben. 

§ 7. Ansatz fiir die Umgebung eines singal‘aren Punktes*^')* 

Die beidon durcb die vorangelienden Uberlegungen sicber begrun- 
deten Zweige ) Hennen wir binfort Ausgangszweige und 

wollen jetzl iiacbsebcn;, in welcber Weise sicb dieselben fortsetzen^ 
wenn wir J Dmgllnge urn die singularen Punkte ausfubron lassen. 
Mbge einer derselben J^J sein und mbgen (J)^ (J) nacb einmaligem 

ijositivon Dmgang um Jq in Q^'(J)j sich fortsetzen, so baben 

wir jedenfalls die Darstellungen: 

(1) «,'= + /3a„ s; = yQi + 

weil namlich Q,', Q/ als Integrale der Differentialgleichung (5) § 3 
mit Hilfe constanter Coefiicienten a, /i, y, 8 in der Form (1) durch 
das Fimdamentalsystem Q^, darstellbar sind. Es bandelt sicb darum 
zu entscbeiden, wio filr die einzelnen singularen Punkte J" == 0^ 1, c» 
diese Ooefficxenton a, 8 ausfallen. 

Zu dem Ende stellen wir folgexide Oberlegung an, welcbe eine 
Darstellung der Ausgangszweige fur die Umgebung des singularen 
Punktes anbabnt. Wir suchen uns durch geeignete Oonstanten a, h 
ein solohes Integral der Differentialgleichung 

Q =S3 

Man vgl. Artikel 3 der in § 4 gcnannton Faclis’schen Arbeit. 
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zu coBstruieren**^); das iiach UmgehuBg von Jq in sich selbst multipli- 
eiert niit einer Constanten % ilbergeht: 

(2) Q'=hQ. 

Damit diese Gleichnng stattfindet, milssen zufolge (1) a nnd h 
Wurzelu der Gleicbungeu: 

(ta by — ^ct y 
-\-bd = Kb 

sein^ und demgemass ist k an die Bedinguiig* geknupft: 

« ■<) y ^ _j_ ^ ^ 

^ y 0 K 

Legen wir statt Qa anderes Fundameiitalsystem zu Grunde, 
so gelangen wir doch von ilim aus zu der namlichen Gleicliung fllr Xy 
wie die Darstellung der Ausgangszweige in diesem neucu Fundamental- 
system leicbt bestiltigt. Gleichung ^3) erscbeint demnacli unabbangig 
vom gewablten Fundamentalsystem dem singuUiren Punkto zu- 
geordnet. 

Es ist eine wiclitige Fallunterscheidung, wenn wir sondern, ob 
Gleichung (3) zusammenfallende oder verschiedene Wurzeln hal. Wir 
verfolgen zuvorderst nur den letzteren Fall; nenucn die beidcn Wurzeln 
3 ^ 1 , und definieren zwei neue Zalilon und /% diircli 

( 4 ) K.J == 

Diese beiden Grbssen \y sind alsdann zuniiclist nur bis aui' ganze 
Zahlen bestimmt; (iber die wir sogleicli zwcckmassig verlilgeu. 

Nun entspreche vermoge des zugehorigen Systems (ly b das par- 
ticulare Integral das der Bedingung (2) gentlgt. Alsdaini wochselfc 
(J — bei Umgehung von seinen Wert tlborliuupt nicht 

mehr, ist vielmelir in der XJmgobung von eindeutig und soniich in 
eine Eeihe nacli ansteigenden ganzen Potenzen von (/ — «/<,) entwickcl- 
bar, die wir — JJj) nennon. Piir lindet sicli so die Dai-stollung: 

(5) = (/-/„). 

Wird (/ — fur J = unendlicli odor Null; so bogitnii 

unsere Potenzentwicklung mit einem Exponenten ^0. Diescn konnen 
wir dann aber mit in 7% hineinnehmen und sonacli durcb ondgiUtige Bo- 
stimmung von k^ erreichen*^-*); dass in (5) die Potenzentwicklung filr 
J — endlieh und von Null verschieden ist. 

*) Wir behalten hier kurzweg Q zur Bezoicknung dos fraglichcu IntogralH 
bci, wodurch aber gar nicht behauptet sein soli, 9, sei oino „Poriodo** des Integrals u, 

*'*') Dem Einwurf, ob nichL violloicht die so bcstimmto iSahl odor die gleioh 
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In vrjllig analoger Weise moge zum particularen Integral 
fillireBj fiir welches entsprechend die Darstellung gilt: 

Weil imd versehieden sind oder, was auf dasselbe liinauskommt, 
Qi^ — keine ganze Zahl isi, so wird auch nicht bis anf einen 
constanten Factor mit ubereinstimmen konneii; w?d es hilden deni- 
naclb und filr die Vmgehiing von Jq eln Ftnidanientdlsgstem. In 
demselben milssm ivir fiir die Axisgangsziveige Darstelliingen^) hesitzen: 

Q, ^ a (j- j;/'* (j -J.,) + 1 (J - {J - Jo) , 

■ (J -j^) + diJ- Jo)^ % (J - j-„), 

die es nun zu pracisieren gilt. 


§ 8 . Vorlaufige Bestimmung der Zahlen Z.^, Zy. 

Mail kann nun aus der Differentialgleichnng (5) § 3 durch einen 
einfaclien Kunstgrifif die Werte der Zahlen Z\, hj berechnen. Geben 
wir zunachst zum singularen Punkt J = 0 und reducieren die Coeffi- 
cienten der Differential gleichung unter Voraussetzung sehr kleiner 
Werte fur <7. Dieselbe nimmt dann die Gestalt an: 

i T-^ Q I 1 flQ Q ^ 

'tJW J d.T 


(IF ~ J dJ 36/2 
deren Integrale in grosser Nahe von 7=0 mit denen von (5) § 3 
ubereinstimmen. liidem wir somit h wieder zusammenfassend fiir \ 
und Zg schreibeii, versuchen wir (1) durch ein Integral 

Q = 7 '*^ -j 

zu befriedigen. Es soli dabei 7^’ die niedrigste in der Reihenentwick- 
lung von Q auftretende Potenz von 7 sein, gegen welche bei sehr 
kleinem 7 die iibrigen verschwinden, 

Entwickeln wir nun die linke Seite von (1) nach steigenden Potenzen 
von 7, so musste, wofern Q wirklich Integral von (1) ist^ diese Potenz- 
entwicklung identisch d. h. gliedweise verschwinden. Insbesondere wird 
aber das Glied hochster Ordnung: 

(/,(*_ 1) + 7, 

Indem wir den hier eintretenden Coefficienten mit Null identisch setzen, 
Icommt ¥ — = 0^ und wir fmden also fiir h die heiden Werte 


zu nennende Zahl Z ?2 unendlich werden, begegnen wir in § 0 u. f. , wo diese Zahlen 
auf directem Wege bestimmt werden. 

*) Die MOgliohkeit solcher Darstellungon in der Umgcbuiig eines singuUren 
Punktes ist von Riomann sogloioh mit in die Definition seiner P-Funotion auf- 
gcnommen; ygl. Uicmann’s Werke pag. 63 u. 64. 
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(2) 



6 ’ 


wie man denn sofort aJ^" + bJ ^ als allgemeiiistes Integral von (1) 


1 bez. die nacliste Umgebung dieses Punktcs kiirzt man 


, dQ X __ A 


erkennt. 

Fiir J = 

(*5) § 3 auf 

_j- 4- 

dJ- dJ 16 ( 4 — 1 )- 

die wir nun wiecler diircb ein Integral 

Q = 1/-1 

zu befriedigen suclien. Indem wir die linke Seite der gekurzten Dif- 
ferentialgJeicbiing nacli ansteigendeu Potenzen von {J — I) entwickeln 
iind den Coefficienten des laochsten Gliedes mifcNull identiscli seizon, lolgt 

liud also Icommen als Werte von Ic: 


C^) 




i. 
■4 ^ 


Zv == 


vvelebe wir in der That direct bestatigen worden. Fiir die beidon sin- 
gularen Piinkte J’= 0, 1 werden wir dann also Darstellungeii von 
Qjj in der Form (6) § 7 wixldicli lierstellen kbjmen. 

Nicht so gestalten sich die Umstando lilr den didtLeii singuUlren 
Punkt J == cx). Kilrzen wir aucli liier lilr die nilchste Umgebung 
dieses Punktes^ so kommt als Differentialgleicliuiig: 

d^Q 1 0 

'dJ'^ j dJ 144 4 » “ * 


Versucht man jetzt durcli 

Q = J/^ ^ 

zu integrieren, wo nun Q nach absteigeuden f^oleuzen von J gcordm?! 
ist, so folgt durch Nullseizen des Coefbcienten dos hbclisbni (HiedoH 
— 0 und also ubereiustimmeudc Wurzebi — Die fiber- 

legungen des vorigen Faragraphcn Ikfern [Hr r/s= 00 nm' ein Jnlegral 
und sind fiir diesen singuldrcn Ihmkt sonaek nodb niclit crse/ibp/emL 
Oline indes zur Ausfiilluiig dieser Ijiicke nocli waiter auf dic^ '!riieori(j 
der linearen Differentialgleicliungen einzugelicn, wozu lVoili(ili die aus- 
gebildete Tlieorie in der Litteratur vorlago*'**); wollcii wir vitdmchr nach 


Fs handelt sick um das Auftrotcn von Int(*graleu vou (5) § ii uiitor loga- 
ritlimischer Form. Niihercs liioruber fiudot man aussor in dor gonannton Arboit vo .11 
Fiiehs und oiner woitoren Untersucliung dos gloiclion VorfaHHortf in Or, »). Htl. 68 
p. 354 (1868) auoh in ciner aileron Arbeit Borchardt’s in-Or. J. Bd. 57 p. HI (i860), 
man sclie aucli dio Arboit von ilamburgor in Or. J. Bd. 76 p. 113 (1873). 
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Erledigung von J=Q und J=1 den dritten singularen Punkt J—oo 
einer directen Betraclitung unterzielienj welche nns dann aucli fur 
dessen Umgebung Darstellungen der Ansgangszweige kennen lekrt. 


§ 9. JDurclifiilirimg der Untersueliung fiir den singularen Punkt 

J=0. 

Um jetzt die Darstellungen (6) § 7 insoweit zu regelu, als wir 
sie brauchen, bringen wir ein besonderes Dreieck der eg, in An- 
wendung, welches einen nahezu verschwindenden Wert von J zur Folge 
hat. Wie in Kap. 1 verstehen wir unter q die diitte Einheitswurzel 

2 i'TS 

e ^ und setzen 

wobei d eine sehr kleine Zahl sein soil. Auf Grimd der von Kap. 1 
her bekannten Formeln 

^2^3 + ^3^1 + ^2 = — 4 

u. s. w. berechneii wir fiir die rationalen Invarianten 


( 1 ) 


= 4(5', ^3 = ^ + -27 


jr = 


27 

4 

27 


A = — 432 + 32 ( 


1st der absolute Betrag von 
so erzielen wir den Fall I oder ein 
der positiven Halbebene (Pig. 4) 

angehoriges falls ~ < 'O’ < 

gewahlt wird, und mussen dem- 
entsprecliendPig.2 fur dieLegung 
der Perioden heranziehen. Wir 
wollen dabei insbesondere die 
Grenzwerte fiir die Ausgangs- 
zweige bestimmen, indem wir d 
zu Null werden lassen d. h. von 
der jpositiven Halhebene aus uns 
dem PunJcfe J—0 anndhern. Pig. 2 
geht fiir obige Werte der ei mit 
d = 0 in nebenstehende Fig. G 
liber. Dabei geht die zweite Periode 
verschiedenen Betrag des Integrals 


O', 

d durcli 


B bezeichnet und d = ae 


,9,- 



Fig. C. 


<x )2 in den endlichen, von Null 
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1 


liber, atisgedelint liber den in der Figur fiir g>^ gezeichneten Periodenweg. 

Bei der Form des eben geschriebenen Integrals und der gegen- 
seitigen Lage der Periodenwege in Fig. 6 ist weiter sofort ersichtlicb, 
dass die erste Periode das Product der zweiten mit q ist: 

(2) COj == |0 • 0)2 • 

Creben wir von bier aus zu den normierten Perioden, so geschiebt dies^ 
indem wir die coi mit dem gemeinsamen Factor 



bebaffcen. Indem man somit unter 5P2(0) gewisse endliehe, iiicbt 
verschwindende Constante verstebt, ist 


_ L 

( 3 ) Q,=qJ ® 5 ^ 2 ( 0 ), % = J ‘^ 5 ^ 2 ( 0 ). 

Man siebt, wie sicb diese Pormeln unter (6) § 7 subsuinieren nnd zu- 
gleicb eine Bestatigung fiir (2) § 8 ergeben. 

Urn jetzt auch den anderen Gliedern in den Darstellnngen ((>) § 7 

I 

gerecht zn werden, berecbnen wir uns die Nriihorungswerio ^ 

bei versebwindendem J. Hier baben wir nllinlich zuvordorst aus den 
oft genannten Ansatzen 


( 4 ) 


dJ 

JL 

dJ 




Andrerseits ist 

L 

_iy=ri da, dS 

dJ~ y Hf ■ Tw ■ dJ 


und infolge der naberungsweisen Darstelluug 


03/ 



- idy 


4 


fiir verscbwindendes d: 



-L 

^ J (Vy” - ’ 
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Bei der Gestalt dieses Integrales und der Lage der Periodenwege folgt: 
Es ist endliche, nicht Tersehwindende ZaU, walirend 

zugleicli 

~dj)i=o ^'\IF/6=,0 
— A 

zutrifift. "Crberdies wird ^ mit J ^ proportional^ so dass wir \ unter 
Bestatigung von (2) § 8 mit ~ identisct finden. Indem wir endlicli 

die Constante c mit in die Potenzentwicklung ?Pi(e7) liineinnebmen^ 
entsimngt als endgiiltige Darstellung der Ausgangssweige fur die Urn- 
gebung des in Mede stelienden JBimMes J*= 0: 

JL __i- 

1 . — d- 

Q,(J)= J 

Auf Grund dieser Darstellungen ist es nun leicbt, die Pormeln (1) 
§ 7 fiir den vorliegenden Fall explicit herzustellen^ d. h. die Zweige 
Qf, Qf zn bestimmen, zu denen man bei einmaligem positiven Uni- 
gang um <7=0 von der positiven Halbebene und den Ausgangszweigen 
aus gelangt. Nacli ZuriicHegung dieses einmaligeii Umgangs baben 
— _ A 

namlicb J ^ und J ^ bez. die Pactoren — und — q angenommen^ 
so dass 

A — A 

A -- A 

wird. Der Vergleich mit (5) liefert fur die auf dem in Bede stehenden 
Wege erlangten Zweige die Darstellung: 

(6) = + Q 2 , = 

Wir konnten nun eine ahnliche Discussion fiir den Pall anstellen^ 
dass man sich dem Punkte J —0 von der negativen Halbebene des 
berausgeloslen Blattes (Pig. 4) annahert. Inzwiscben kommen wir 
dock bei der Art der zu Grunde liegenden Zerschneidung der J-Ebene 
zu diesem neuen Punkte J = 0 vom eben discutierten aus durch. ein- 
malige Umkreisung des Punktes J—lim negativen Sinne. Wissen 
wir alsO; wie sick kierbei unsere Ausgangszweige andern — und es 
soli sogleick entwickelt werden — so kbnnten wir von (5) aus sofort 
auch Darstellungen der Ausgangszweige fur die TJmgebung des von 
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cler negativen Halbebene aus erreichten Punktes J" = 0 binsclireiben. 
Bei dieser Sacblage kbnnen wir die weitere Discussion des Punktes 
JT z= 0 liberspringen und wenden uns sofort uacli J—1. 

§ 10. Durchfulirung der Untersueliung fiir den singularen 

Pnnkt J'= 1. 

Genau wie soeben J—0 werden wir jetzt J=1 erledigen koiinen, 
Hier benutzen wir die Lage der Verzweigungspunkte: 

= 1 d ^ 62= — 1 “i“ '2" ^ ~ ^ ? 

was fiir die rational en Invarianten die Werte zur Polge hat: 

97 

(l)^, = 4 + 3d% = A = 64^ 288d% 

Die Lage der Periodenwege fiir verschwindendes d ist durch Fig. ^ 
gegeben. 


Fig. 7. 

Hier ist ersichtlich m., identisclx mit dem endlichoii; von Null vor- 
schiedenen Werte des Integrals 



liber den beziiglichen Periodenweg ausgedchut, Dio Beziehung dor 
beiden Integrations wege in Fig, 7 zu einandcr ist cino solchO;, class 
der von aus dem andoren durch eine Drehung dieses loi.zteren uui 
2 / = 0 und zwar in der Pfeilrichtung der Fig. 7 um 18<P ouispringi; 
nur dass dann gerade nocli die Integratiousrichtiuig die cnigcgengesoizte 
ist. Aber der einfachste Gebrauch dor vorliegondon It»i(imann\soheu 
Flaehe lelirt^ dass diese Drehung aucli dadurch orrciclit wcnvlon kami; 
dass y das Zeichen wechseli, Yy cleii Factor — i auuijuint, wllhrcnd 

Yy^ — i unverandert hleibt. Es ist donigenulss 

— dy 

~ 2 * Vv Vy~ -- 1 ’ 

wo nun der Integrationsweg wieder der von (2) iHt, ho dawH wir ““ 
erialten. Wir liaben demnacli auch fiir die GrenKworio dor ii()rm!<(rlen 
Perioden die Bezieliung: 

( 3 ) 




Q, = . 
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A.ber die normiei'ten Perioden sind niclit melir endlicli^ ver- 



scliwinden vielmebr mit d, indem sie mit T/~ oder also mit (J — 1) ^ 

proportional werden. Indem man demnacli die nun eintretenden Potenz- 
entwickl ungen ^{J — 1) von (6) § 7 in zweckmassiger Weise mit 
Constanten behaftet, fassen wir die geschebenen Uberlegungen in die 
Anffabe der Naberungswerte zusammen: 


(4) 52, = i{J- 1)"5)S,(0)_. 52, = 

Aueb die Portsetzung der tJberlegimg gescbiebt wie im vorigen 
Paragraph en. Wir bilden uns zugleicb nnter Benutzung des An- 
satzes (6) § 7 die Gleicbung: 


dQJJ—l) ^ iVT dco. dd 


IL. 

dJ 




dco,. ^ 

Aber ist fiir d = 0 eine endliche, nicbt verscbwindeude Con- 
stante, namlicb 

(^^i\ r iy ^ ^ Jl r dy 

\d(^)di^o \d^Jy4,y^ — 42/ — ^ J vVyiVy^ — ^ 

integriert iiber den beziiglicben Weg. Demgemass hat man bei der 
Form des bier zu Tage getretenen Integrals und der Lage der Periodenwege 

^ A 

tJberdies wird ^ mit {J — 1) ^ proportional, so dass sicb fiir \ 

nnter voller Bestiitigung von (3) § 8 der Wert ~ findet. Aus(5) findet 

sieh fiir die Coefficienten a und c die Beziebung a — — io, und indem 
wir dann c mit in die Potenzentwicldung — 1) bineinnelimen, 

kommt als Resultat fur die JDarstellung der Ausgangsmeige in der Urn- 
gehimg von J ^ li 

5p,(J-l)+ 5Ps(J- 1), 

(<5) £ £ 

52, = (J- 1)^ - 1) + (J- - 1)" 1). 

Kloin-lFriclce, TMocliilfanotiouoii. 4 



F,y j 2 Yoji Jen Perioclen des elliptischen Integrals erster Gattung. 

Moge man jetzt nach einmaligem Umgange um J = 1 im posi- 
tiven Sinne zu den Zweigen Q/, gelangen, so entspringen deren 

Darstellungen aus (6), indem man dortselbst {J 1) niit dem Factor % 

(J _ 1)^ mit dem Factor — i behaftet. Es ist dabei oline weiteres 

ersicbtlicli; dass 

(7) 

wird, wodurch fur J=1 die exjplicite Form des Ansat^es (1) § ^ ffc- 
wonneyi ist. * ' 


§11. Bestimnningen fiir die Umgebnng von J = oo nnd zngehorige 

Bereclinung von Qo. 

Die Grenzwerte der x4usgaiigszweige fiir J cx> wollen wir spaterer 
Anwendung wegen aucli numeriscli vollstandig bereclinen. Eineii An- 
satz (6J § 7 konnen wir bier nicht benutzen; gleiehwolil genugt cs, 
mit Hilfe einer gegen Null convergierenden Grosse 6 die Punkte e, 
zweckmassig so zu legen, dass J mit verscbwindendem 8 iincndlich 
wird. Wablt man alsdami die Periodenwege nach Massgabo von § 5, 
so koinmt man, ohne nocli d weiter zu beschrllnken, zu deu ricbtigcu 
Grenzwerten von ^ 2 * emptiehlt sich zu sotzeTi: 

= — -g- — d, ^2 = 3, t’s = — 'I + d , 


woraiif die rationalen Invarianten die Werte erlialten 
<7^ == 27 + f/:, — 27 — 12 d'-*, A 4 • 

(1) T s 
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a i/./ 


Des weiteren gestatten wir uns von Fig. 2 iusolorn oinc ganz 
unwesentliche Abweichung, als wir die bcidon dort von (\ iitid o., uacli 
y — oo anslaufendeu Verzweigungsschnitte in cinen iiud e., vorbiinlen- 
den znsammeuziehen. Alsdann giebt nns Dig. 8 die Luge dor J’oriodon- 




Kig S. 

wege fiir unserc speciellen C/. Wollon wir aucli numeriscli gcmiuos 
Grenzwerte fiir Q, haben, so ist vor alien Dingon jetzt dariibor zu ent- 
sclieiden, welches Vor/eichen der Wurzel ]/4?/* //.j?/ — //a hi cincm 
IhinktC; etwa des oberen Blattes, der zwoihlattngcu f/-Firudie zuiroUcn 
soil. Bestimmen wir in diesem Riniie, dass |/y/ mid Yy -- auf 
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der reelleii Axe des oberen Blattes recbts vou selbst reell und positiv 
sind, dass dagegen Yy — auf der nainlichen Axe links von ^2 negat’w 
imaginar ist. 

Indent wir nocli darauf aufmerksam machen, dass filr d' = 0 ~ = 1 

wird^ und dass niithin filr verscbwindendes d Q, = zutrifit, gehen 
wir sofort an die JBestimmung des Grenzwertes fiir Qg 
der beziigliche Periodenweg nirgends einem der Verzweigungspnukte 
Oder 63 unendlich nahe kommt, so wird aucli ftlr d = 0 d. li. bei 
Coiueidenz von und der Integralwert ein gewisser endlicber sein. 
Wir setzen sonacb. in unser Integral einfach d = 0 und erhalten 




J^{y 


dy 


+ - 




WO nun der Figur entsprechend zweckmassig iiber einen beliebig 

kleinen im oberen Blatte gelegenen Kreis um y = iutegriert 

wird, und zwar im negativen Sinne der Drebung. Infolge unserer Fest- 
setzungen ist der Wert von 2 ]/y — 3 im Mittelpunkte dieses Kreises 
— und sonacb baben wir unter Benutzung elementarer Regeln: 

1 dy 7r)/2 

( 2 ^) — 3i l/2 ^ ® ’ 

womit mgleiclh der Gremwert fiir Q2 gefimdeu ist 


§ 12, Bereelinimg des G-renzwertes von fiir J = 00 , 

Sebr viel umstandlicher ist die Bestimmung von , und es kommt 
hierbei zur Erleicbterung der Recbnung sebr wesentlich darauf an^ den 
Periodenweg in zweekmassiger Weise zu fixieren, Als besonders braucb- 
bar hat sicb Fig. 9 erwiesen, in welcber der Integrationsweg aus zwei 



Fiff. i). 


Kreisen und zwei geradlinigen Stiicken zusammengesetzt ist. Das be- 
kanntc Verhalten eines elliptischen Integrals bei Annaherung seiner 
oberen Grenze an einen der Verzweigungspunkte gestattet dann sogleicb, 
den Radius des Kreises um 62 verscbwinden zu lasseu, so dass die 
Integration liber die beiden geradlinigen Strecken bis hart an — 3 
beran geleitet werden kann. 

Sebr viel vorsichtiger muss man bei verfabren, da bier scbliess- 
licb die beiden Verzweigungspunkte und coincidieren sollen. Wir 
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haben demnach d selbsi als Eadius des Kreises um gewahlt und zer- 
legeu nun in die Summe von K und L, wo K das Integral fiber 
den Kreis, L aber dasjenige fiber die geradlinige Strecke des oberen 
Blattes von 63 + 8 bis doppelt genommen bedeutet: 


r 

J 2]/ (y — 3 ) (1/ + Y + d) (j/ + 



J ’[/(2/-3)(2/+|- + 'J) (2/ + |--^) 


- 4 - 2 J 


Zur Berechnung von K setzen wir, was bei der Form der kreis- 
formigen Integrationsbabn gestattet ist, - d init seinem vom 

vorigen Paragrapben her bekannten Central wert vor das Integral- 
zeichen und gewinnen dann in 




K = 


ein ausfttbrbares Integral. Unbestimint integriert ist 



Const. + loy (2/ + Y + ]/ {y a ) " > 


WO nun als untere und obere Grenze zwei liber einancler liegcudo Punkte 
der Flache, namlich die bei 


V 


8 

2 


+ 2 d 


gelegenen, einzusetzen sind. Der Integrationskreis uinschliesst emeu- 
der beiden Verzweigungspunkte und da die untere IntegrationH- 

grenze im unteren Blatte gelegen ist^ so wird dortselbst 


Vly+i) 


t 


— d“ 


naoh unserer Festsetzung negativ, in der oboron Gronze abor positiv 
zu nehmen sein. Es folgt sonach bestiramt: 



log 


\2# — yij* — d'V 




'imd also als WeH des Tntegmls K: 
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i: _11J log (L+il), 

6 ® \2 — 1/3 / 


Umstandliclier ist die Auswertung von 




wo wir jetzt getreu unserer obigeii Festsetzung langs des geradlinigen 
Integrations weges ]/3 — y positiv nehmen miisseu. Die Substitution 
i/ + V — ^ fubrt L in die neue Form uber: 


L-i 

.7 


-(DT"- 


\ 3 

Y) iiH Integrationsintervall erbalt, liegt in 
der unteren Grenze 28, Es ist also im ganzen Intervall 

so dass der Klammerausdruck unter dem letzten Integralzeichen in eine 
gleichmassig convergente Potenzreihe entwickelt werden kann. Wir 
scbreibeii: 

^ 1.3.5... ( 2 m — 1 ) ^ „ 

^0 ^ 2 • 4 • 6 . • . 2 ^ ^ ^ ? 

worauf L die Gestalt zeigt: 

0 

Verstehen wir weiter unter das Integral 


2 

^ dz 

«Z “ K ¥ ~ 


SO entspringt durcli Integration der einzelnen Glieder unserer Reihe: 


L=i 


WO nun zunachst die Grossen An zu berechnen sind. 
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Erstlicli ist in dieser Hinsiclit 


A = 


■ = ~^^]log 


A"vi-vP~i: 


A =^iog(4 


Sodanu findet man dureli partielle Integration: 




=”+yi 




nnd also, wenn 2d und y als Grenzen eingesetzt werden: 

Mit Hilfe dieser Recursionsformel drlicken wir An+i durcli dio A mil 
niederen Indices aus. Man libersielit indes leicht, dass die linke Soito 
der letzten Gleicliung den Term lioclistor Ordnimg filr abgiebt, 

da die folgenden Glieder A^, A^-^t u. s. w. nur iiocli kleincre J^otcnzen 

von y bringen und selbst A^ nur mit log d in ileclinung koiniut. Filr 
sebr kleine d konnen wir sonacli sclireiben 

A 

3n(2dr’ 

An+l^^” = ^ • 

6 „ . 4« 

Durch Substitution der gefimdenen Werto A in (2) kounnt: 


- 


wo jetzt nocli der Wert der unendlichen Iteihc ku bcHtiuimeii ist. 1st a; 
ein ecbter Brucb, so hat man 




woraus durch Division mit sc und Jnt(‘graiion 
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— 4 ^— 




bezielaungsweise 


Const. — 2 log (l 4“ yi — 


hervorgeht. Dureh den Specialwert a? = 0 bestimmt man die Inte- 
grationsconstante zu 2 log 2, so dass 

CO 

2~n ■ = 2 log 2 — 2 log (1 + yi — x) 

7i=l 

wird. Setzt man jetzt x = ^ , so ergiebt sich als Wert der im letzten 
Ausdruck von L entlialtenen Reihe: 


2-T (t)'‘ = 4 log 2 - 2 lug (2 + 1/3) . 

n = l 

Setzen wir das in L ein und ersetzen nun endlich noch ^ dureh 
seinen Wert so kommt dureh Addition von K und L ah der gesiiclite 
Gren^ivcrt der Periode oy^ he/s. des Atisgangssiveiges fur J oo: 

(3) == (log 1728 + log J). 


§ 13. Erledigung des singnlaren Punktes cf = oo, Historisehe 

Bemerkungen. 

Als Naherungswerte fiir die Ausgangszweige haben wir jetzt bei 
J s= oo die folgenden erhalten : 

^ (3 log 12 + log J), Q, = 4-^ 

ist liiernacli in der Uingebung von J = oo emdeutig, wahreiid 
nach einmaliger Umkreisung von J‘= oo im positiven Sinne iiber- 
geht in: 

Q/ = (3 log 12 + log J - 2in) == Qj + . 

Bamit ist auch fiir die Umhreisung von J = 00 der Ansah (1) § 7 
explicite gewonnen^ indem 

(1) S2/ == q; == Q, 

tvird, Andrerseits konnen wir jetzt diese Formeln benutzen, um auf 
Grand der schon erkannten analjtischcn Abhangigkcit der Perioden 
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von J Potenzentwicklangeu flir die Ausgangszweige^ in der Umgebuiig 
von J = oo giiltig, anzugeben: 



Die Entwicklmigen scbreiten nach ganzen positiven Potenzen von 
~ fort; walirend zngleicli 5j5i(0') = ^ wird. 

A lie in den Darstellungen der Ausgangszweige aufgetretenen 
Potenzentwickl ungen drucken sich, wie wir hier liistoriscli anfuliren, 
in einfachster Weise durcli hypergcometrisclie Reiben'^) aus mit 
alleiniger Aiisnalime der soebeu in Formel (2) sicli einstellenden Ent- 

wicklung 5|Si (^■)> nicht durcli die hypergeometrisclie, vielmehr 

durcli eine xnit ilir verwandte, aus ilir durcb Grenzubergang eiit- 
stehende Reihe darzustellen ist**). Betraclitet man die Perioden als 
Functionen von A oder was ini Anschluss an die von Legendre 
bereits fiir diesen Fall berechnete Differentialgleicbung in alien sllteren 
Arbeiten geschielit'*'"^^’), so sind die sich einstellonden Potenzentwick- 
lungen im allgemeiiien aucli durch hypergcometrisclie Roilien darstell- 
har. Indessen tritt dami fiir alle siugulilren Pnnkto der Ebene X in dcni 
Darstellungen der Perioden der compliciertere Cliarakter eiii; den wir bier 
fiir J = oo durcli Auftreien eines Jogariihmischen Gliedes erbielteu. 

Zum Gebraucli dieser alteren Darstellungen der Perioden musste 
bei einem in allgemeiner Form vorgegcbeiieii Integral (irster Gattung 
immer vorab der Ausdruck vierten Grades unter dosseu (Juadrat- 
wurzelzeichen in seine Linearfactoren zeidegt werden, um iulnilicb die 
unabhangige Variabele der genaiintcu Darstellungen zu gowinnen, 
Dem gegeniiber darf os als ein Vorzug der neueroa Darstellungen an- 
geselien werden, dass wir deren uiiabluingigc Variabele aus den Ooefli- 
cienten jenes biquadratischen Ausdrucks durcb rationale Jlechuungcn 
herstellen. 


'^) Man sehe dariiber die schon in § 2 genannten Arboit(Ju, namontUch die 
Dissertation von Nimsch, -weil nilmlich dort die BezoichtningHWoiHC uiit dor hier 
gebrauebten in tlbereinstimmung ist. 

Dieselbe iat von Borckardt in dor untor § 8 gonamiioti Arbeit oin» 

gefiikrt. 

***) In dieser Iticktung liogt z. B. eino Untersuckung von FuoIih in UroIIo’a 
Journ. Bd. 71, p. 121 (1870) vor, wo im wesontUchon diojoiiig(i Normalforin fi'lr das 
olliptiscke Integral crater Gattung zu Grimdo golcgt iat, die wir im vorigoa 
Kapitel als die liiemann’scho bezoickneten. 
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§ 14. Verzweigung der Perioden co.j iiber der J^-Ebene, 

Wenn wir die Gesamtlieit der analytisclien Forts etzungen unserer 
Ausgangszweige bilden, so entspricbt dem, dass -wir iiber der 

J-Ebene eine Riemanu’sche Flaclie construiert denkeu, in welclier die 
beiden analytisclien Functionen eindeutige Functionen des 

Ortes sind, Aus dieser Flaclie, die nur bei J — 0, 1, oc verzweigt 
war, baben wir in § 6 ein Blatt beransgelost und ^2 ibrem 
Verlauf auf diesem Blatte untersncbt. Wir wollen jetzt nacbseben, 
in was fiir Verzweigungspunkten dieses eine Blatt mit den iibrigen 
znsammenbangt, Dabei lassen wir sofort an Stelle der normierten 
Perioden wieder die urspriinglicben treten, wo man denn der Vor- 
stellnng Raum geben muss, dass bei Yeranderung des J der Quotient 

X = ~ constant erbalten wird. 

Nacb einmaliger Umkreisung von eT = oo im positiven Sinne ge- 
langen wir nacb (1) § 13 von den Ausgangszweigen zu 

(1) = GJi + Og , OJg' = GJg 

und also nacb n-maligem Umgange zu den Zweigen: 

nco^y • 

Zum ersten Zweigpaar bommen wir somit nicbt zuriick, so dass unsere 
FldcJie unendlich vielhldttrig ist, indem bereiis in dem eine^i bei J ^ oo 
aiifgefundenen Vermveigungspunlcte tmendlicJi viele Blatter cycliscli m-- 
sammenlidngen. Positive Umkreisung von J —1 fiibrt nacb (7) § 10 
von den Ausgangszweigen zu 

( 2 ) = — Og , ©/ = oji , 

SO dass zwei-, drei-, viermalige Umkreisung der Reihe nacb zu den 
Zweigpaaren ( — (P27 — ^ 1 ); (<^i? ^ 2 ) fdbrt. Viermalige Unir 

Icreisung von J = 1 fillirt sonach m dem Ausgangsblatt mrilcK Endlicb 
kommen wir bei positivem Umgang von 0, wofern wir in der 
positiven Halbebene des ersten Blattes beginnen, nacb (6) § 9 zu 

( 3 ) 05/ = oji + 02 , coa' = — < 0 ^ 

und werden nun durch wiederholte Ausfubrung dieses Umganges zu 
den weiteren Zweigpaaren (tUg, — — <^ 2 )? (“ 

— 02 ? <»i); ( — C 02 ? + <^ 2 )) (®i 7 ^^ 2 ) gefiibrt. Sechsmalige Umhreisung 

von J =0 vom ersten positiven HaWblati aus fuhrt in dieses ^wruck. 

Hier ist nun aucb der Ort, wo wir den Punkt J" = 0 des negativen 
ersten Halbblattes berdcksichtigen. Bei der jetzt bekanuten Art, wie 
sicb die Ausgangszweige Qi beim negativen Umgang von J = 1 andern, 
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folgt aus (5 i § 9 als Darstelluug dieser Zweige in der Umgebung des 
genanuten Punktes: 


(^) 


Sr 

Q, 




_ 1 _ __ 1 _ 


WO die Potenzentwicklungen dieselbe Becleutimg haben wie in (5) § 9. 
Die Umkreisnn^ von J" = 0 vom ersten negativen Halbblatt aus fiibrt 
alsO; wie leicbt berecbnet; zu 

(5) COj' = CO 2 } ^^2 — — 'h ^2} 

so class dort gerade ivie bn positiven JSaWblatt seclisfache TTinlzreisung 

von J — 0 in das erste Blatt mriiclifiilirt 

Fiir eine Bestatigung unserer Recbnung fllbre man von einem 
Puukte des positiven ersten Halbblattes einen gescblossenen Weg aus, 
der naeb einander im positiven Sinne J —0, J = 1 und J = 00 um- 
kreist und der also, da an anderen Stellen Verzweigungspunkte nicht 
vorkommen, in der That wieder im ersten Halbblatte endigt. Aber 
zufolge (1), (2), (3) kommen wir bei diesen drei Umgangen von den 
Ausgangszweigen (coi, co^) der Eeihe nach zu den Zweigen (co^ 4- 
— £ 0 ^), (cD^ ~ cD^f (^11 ^ 2 ) gelangen somit in der That am 
Schlusse des Weges zum Ausgangszweigpaar cog) zuriick. Geht 
man bei dieser Operation vom negativen Halbblatte aus, so hat man 
die Verzweigungspunkte in der Reihenfolge 0, oc, 1 zu umkreisen und 
findet dann wiederum eine Bestatigung fiir Formeln (1) bis (5). 

Wie man sieht, stellen die Formeln (1), (2), (3), (5) Specicdfalle 
gaimahliger Unearer SiibstUutionm der JDeterminante 1 dar: 

/0>i ^ 0 / = aoi + /3(02; CO 2 ' = yo?! + dcog; 

ad — = X, 

Da diese vier besondern Substitutionen (1), (2), (3), (5) in der Folge 
selir haufig auftreten, so ftihren wir fur sie besondere abktirzende Be- 
zeichnungen ein, indem wir sie der Eeihe nach als Substitutionen 
Tj Uf U' benennen. Eine allgemeine Substitution (6) heisst dem gegen- 
iiber zumeist V, wobei verschiedene solche Substitutionen durch obere 
Oder untere Indices unterschieden warden sollen. 

Wenn man auf 0 /, 02 ' in Formel (6) aufs neue eine Substitution 
V' ausiibt, so gelangt man zu a)^'\ welche aber, wie man leicht 
ausrechnet, an ca^, direct auch wieder nur durch eine Substitution 
der Art (6) gekettet siiid. Wir sprechen diese sehr folgenreiche Eigen- 
schaft der Operationen (6) dahin aus, dctss ^icei unter ilinen nach einander 
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angeivandt eine dritte liefern, oder dass sie in Hirer Gesamtlieit eine 
Gruppe biJden^). Dabei ist es daun nocli selir wiehtig^ dass dtircli 
Wiederliolung iind Combination der Operationen S tind T jede Sub- 
stihition V liergestellt werden Icann, ein Satz, der erst im zweiten Kapitel 
cles folgenden Abschnittes zur Ableitung gelangt. 

Eehren wir nun zur Frage nacb der Abbangigkeit der Perioden 
von J zuruck; so sind die Substitution en (1), (2), (3), (5) oline Aus- 
nabme solche vom Cbarakter der V und andrerseits finden sicb unter 
jenen vieren gerade die Substitutionen S und T, Es folgt also, sofern 
wir uns bereits auf den gerade genannten Satz stiitzen wolleii: ATle 
Ziveige in ivelclie ivir das Ausgangspaar durcJi Wege auf der 

Tdemann'scliefn Fldclie fortset&m honnen, erscheinen in der Form (6) imd 
sugleich Icdnnen wir jedes soJcJies Paar (6) diirch einen geeigneten Weg 
erhaUen, 

Nun sind aber die Pormeln (3), (4) des § 1 von den bier be- 
tracbteten Formeln (6) dadurcb verscbieden, dass bei ihnen 

ad — = + 1 

gesetzt ist, Vabrend {ad — ^y) jetzt durcbaus = + 1 genommen 
werden muss. Fie Gesamtlieit der p'imitiven Periodenpaare des § 1 teilen 
siclh sonacli in m'ei Classen j je naclidem in Gleiclmng (4) § 1 das 
ohere oder untere ZeicJien gilt Fie Gesamtlieit der Paare einer einsielnen 
Classe erscheinen als die msammenstehenden Ziveige eines Paares neben 
einander gestellter anahjiisclier Fimctionen von J, Aber es ist niclit mdg- 
lichj das eine Paar analytischer Ftmetionen durch analytische Fortsetmng 
in das andere Paar ubey'mfUhren. 

Mit diesen Satzen dberblicben wir den wesentlicben Cbarakter der 
zwiseben cog und J bestebenden analytiseben Abbangigkeit. 

§ 15. Der Periodenquotient m als Function von 

Die Schlusssatze des letzten Paragrapben konnten ofifenbar nur 
dadurcb erbalten werden, dass wir jene beiden Grbssen coi, cog iinver- 
brucblicb neben einander stebend betraebteten. Die Sacblage wircl 
nun bedeutend durchsiebtiger, wenn wir diesen Umstand dadurcb direct 
zum Ausdruck bringen, dass wir von den einzelnen Oi, Og zur Be- 
traebtung ibres Quotienten 


*) „Iko8.^‘ p. 6 11. f. 
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forischreiten. Biescr „Peyioclenauofient“ cj 1st dls alsohtfe Invariauie 
mtr nock Fmction von J allein. Die Bigenart dieser Function von J 
entspringt dabei sofort aus den soeben gewonnenen Satzen. Wir haben 
es niit einei’ unsndlick vieldeutiffen cincdytisclisn Functiou von. J zu ttiun, 
ihi'en sdmtUche Ziveige 

, ccoa + 6 
CO == 


i,ind, ICO a, /3, y, S die muglichen Zaklfjiiadmpel der Beterminante 1 

cid — /3y = 1 

diircJdaufen. Die Verzweigungspunkte sincl bei <7=0; 1, oo gelegen, 
und 2 war setzt sieli bei Umgang urn dieselben der ,,Aiisgangsmeig'' a>, 
der den des vorigen Paragrapben entspreclien sqII, in folgender 

Weise fort: 

JT ss=s! oo : a) =* co 1 j 


J= 1: 

J^O: 




Wir nennen diese Substitutionen aucli in vorliegender nicbthomogener 
Gestalt 5, T, U und TJ\ Fiir den Ausgangszweig o? ist dabei immer 
an der Zersehneidung Fig. 4 der 7-Ebene festgehalteU; so dass wir ftir 
J" = 0 die zweifache Moglichkeit TJ und U' baben. 

Der fJbergang von coj, cog zur absoluten Invariante co entspricbt 
genau dem Ubergange von A, JB zum wie aiich von ^2 
wie solebes im vorigen Kapitel gescbab. Dabei ist denii aucb die 
Analogie zwiscben den drei Grossen co eine sebr weit reicbende. 

Freilicb ist X(J) secbswertig, ft (7) 24-wertig und im Gegensatze a (7) 
unendlicb viehvertig. Aber in Ansehung der Beziebung, die zwiscben 
den versehiedenen Werten von co bestebt, reibt sicb diese Function 
dem A, wie (i vollig an. Die secbs .Werte A waren lineare Functionen 
von einem unter ibnen, das Gleiche gait aucb von den 24 Werten 
ft (7). So ist ovim auch jeUt jeder folgende Zweig co Don o(J) eine 
lineare FuncUon (2) vom Ausgangsmeige und also auch von irgmd einem 
Zweige. Der Diedergruppe der A -Substitutionen, der Oktaedergruppe der 
ft- Substitutionen entspricbt dabei die Gruppe der gawmhligen co-Suh- 
stitutionen der Beterminante 1. 

Den tiefer liegenden Griind der Zusammengehbrigkeit dieser 
Functionen ft, co von 7 werden wir erst im folgenden Kapitel durcb 
Heranziebung neuer Hilfsmittel iiberblicben. Merken wir uns noch an, 
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um die kiinftigen Entwicklungeii zu erleiclitern, welches die Werte 
sind, die der Ausgangszweig co in den Verzweigungspunkten annimmt. 
Wir entnehmen dieselben ohne Muhe aus den Darstellungen der Perioden 
fiir die Umgebung der singularen Stelle 0, oo. Die Verwertung der 
Formeln (5) § 9, (6) § 10, (2) § 13 mid (4) § 14 ergiebt als Dar- 
stellung des Ausgangszweiges o in den Bereichen der Verzweigungs- 
punkte 



9 ■ , (posit. Halbeb.) 

• - - -- > (uegat. Halbeb.) 


2}tic3 -= — log J — 3 log 12 • • 


Dabei sind jedesmal die Quotienten der beziiglichen fruheren Entwick- 
lungen, also 5^^ : 5^2; Reihen nach ganzen positiven Potenzen der 
beigesetzten Argumente entwickelt gedacht, so dass und 

endlich mid von Null verschieden, sogar der Einheit gleich ist. 

Aus den angescliriebenen JEntwicMimgen entnimmt man, dass 


(4) co(0) = Q bez. «= — , co(l) = i 

ist, wdhrend co(oo) logaritJmisch unendlich unrd wie 


(6J 




Sollen wir die zu g)(J) gehorende Riemaam’sche Flache iiber der 
J'-Ebene construieren, so wird die Art, wie das Ausgangsblatt mit 
den ubrigen zusammenhangt, ohne weiteres aus den Darstellungen (3) 
abgelesen. Im Punkte J = 0 finden wir das erste Blatt als eines 
unter drei cyclisch verbundenen, bei e7 = 1 in entsprechender Weise 
als eines unter 0weien. Schliesslich hangen bei cT == oo mit dem ersten 
Blatte noch unendlich viele andere im Cyclus 0 usammen. Da jeder 
Zweig von o eine lineare Function des co ist, so schliessen wir sofort 
weiter, dass jedes folgende Blatt genau so an die ubrigen gekettet ist, 
wie das eben gemeinte Ausgangsblatt, 

Wir haben diese letzten Satze hier nur niehr beilaufig entwickelt. 
Ein klares Bild iiber die Abfolge der Blatter der in Rede stehenden 
Riemann^schen Flache gewinnt man auf diesem Wege doch nicht. Zu 
diesem Ende werden vielmehr im folgenden Kapitel neue Hilfsmittel 
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verwertet werden. Torab haben vriv nocb eine Erganzung des gegen- 
wilrtigen Kapitels zu gebeD, die daun zugleich in sehr wiclitiger Weise 
das folgende vorbereitet. 


§ 16. Differentialgleiehiing dritter Ordnung fur £d(J'). 

Die 6*-Funetioneii. 

Die Function coi J) geniigt einer sehr bemerkenswerten Differential- 
gleicliung dritter Ordnung, welclie Tvir hier von der Differentialgleicliung 
zweiter Ordnung (5) des § 3 ableiten wollen. Zwei ein Fundamental- 
system bildende particulare Integrate dieser letzteren Differential- 
gleichung waren unsere beiden bestimmt gewahlten Perioden 
Wir werden somit aufschreiben kbnuen: 

wenn wir unter Q/ und Q/' erste und zweite Ableitung von nach J 
verstehen und unter den Abkurzungen p und q die rationalen Aus- 
driicke meinen: 


( 1 ) 


p 


_31 ^ 1 _ 

1 14i 3G 




Zur Berechnung der Differentialgleicliung ftir m elimiuieren wir 
zunachst q aus den beiden Gleiehungen (1) und erhalten: 

(2) +p Q,Q;) = 0. 

Indem wir andrerseits unter o', co" etc. die Ableitungen von o nach J 
verstehen, kommt aus 


CO — 






durch logarithmische Differentiation 

welche Gleichung mit Benutzung von (2) in die folgende ubergeht: 

(3) + 

Formel (3) wollen wir nun einerseits differentiieren und andrer- 
seits quadrieren und durch — 2 dividieren. So kommen die beiden 
neuen Gleiehungen: 

deren Addition unter Beriicksichtigung von (1) auf: 
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fubrt, Setzeu wir iiuu fiir ^ imd q wieder ihre Werte eiii und be- 
recbueii ancli so l:ommt als Gestalt der in Aussicht genomonenen 
Differentialgleicli iing : 

.. co'" 3 (oi"Y 4 . 3 . 23 

W 2 \ ©"7 9 S(1 — jy 72V(1 — J) ‘ 


Gemass „Ikos/^ p. 74 hat der links stehende Differentialansdruek, 
den wir wie dort durch [£d]j bezeiclmeii; die Eigeiiscliaft uuverandert 
sich zu reproduciereii; wenn wir co durch eine beliebige lineare Function 

ersetzen, Infolge der Willkurlichkeit der Oonstanten a. c. d, 
die naturlich nur in ihren Quotienten zur Wirkung kommenj, halen tvir 
in das allgemeinc Integral der Ditferentialgleiclbung (4) vor wts. In 

dieser Form sind denn auch uotwendigerweise alle Zweige enthalten, 
zu welchen wir von o(<7) aus durch analytische Fortsetzimg gelaugeii 
kbmien. 

Mit (4) haben wir Anschluss gewonnen an diejenige Dififerential- 
gleichung dritter Ordnung, welche in „Ikos.“ p. 78 Formal (34) auf- 
gestellt ist und die wir hier in der Form reproducieren: 


( 5 ) 




2vy{j — 1 ) 


4- 




Es ist dies diejenige Differentialgleichung; welche in Hrn. Schwarz' 
Arbeit'*') „Zur Theorie der hypergeometrischen Reihen'^ eine funda- 
mentale Stellung einnimmt. lutegrale derselben bezeichnen wir des- 
halb auch als Schwarz'sche s-Fimctionen und warden denselben im 
folgenden Kapitel eine sehr ausgiebige Untersuchung widmen. Schon 
hier aber konjien wir darauf hindeuten^ worin die Wesenseinheit 
der drei Functionen bestehen wird: Sie sind alle 

drei Specialfdlle von s^ Functionen, die ersten beiden lauf Kapitel 3 der 
Vorlesungen uher das Ihosaeder, die dritte, loeil tJiatsdchlich GleicJmng (5) 
durch Stibstitution der besonderen Wm te = 2, v^ — Z, == oo in (4) 
ubergeht. 

Passen wir noch tabellarisch zusammen, welche besonderen Werte 
der Vi fur unsere drei specielleu s- Functionen in Kraft treten: 


AusfUhrlich : itber diejenigen Fatte, in welclien die Gauseische hy^ergeo- 
metrische Meilie eine algebraische Function ihres vierten Argumentes darstellt Crelle’s 
Journ. Bd. 76 (1872). 
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*'3 


A 

2 

3 

2 

yb 

! 2 

3 

4 

03 1 

2 

o 

O 

oo 


Fiir weitere sieli Her anschliessende Gesiditspimkte, sowie nament- 
lich betrejSfs der Beziehung der 5-Fuiictionen iiberhaupt zu den Rie- 
maiiHsehen P-Functionen yerweisen wir auf „Ikos" I Kap. 3 und auf 
Schwarz’ ebengenannte Arbeit*). 

Ausserdem verweisen wir hier anch noch aiif „Il£os.“ p. 132 u. f.^ wo aucb. 
bereits fiber die Einordnung der Function oi{J) in die Kette der 5-Functionen 
bericktet wurde. 



Drittes Kapitel. 

Uber gewisse couforme Abbilduugen uud die aus ibneu entspriiigeadeu 

Dreiecksfunctioiien. 

Nachdem bereits soeben die enge Verwandtschaft der drei Fune- 
tionen in mannigfacben Zilgeii bervortrat, ist es der 

Zweck dieses dritten Kapitels, durcli Heranziehung you Hilfsmitteln 
der conformen Abbildung eben diese Verwandtschaft der genannteu 
drei Functionen noch sehr viel ausgiebiger zu illustrieren. Die vor- 
zunehmenden conformen Abbildungeu haben aber noch eine andere 
Bedeutnng filr nns, die weiterhin sehr folgenreich wird. Wir fanden, 
dass co(J') eindeatige Functionen des Ortes in gewissen 

Riemann'schen Flaclien sind^ welche die J^Ebene bez. 6-, 24-, oo-blattrig 
uberdecken. So sehr die Verzweigung dieser Flaclien eine iibersicht- 
liche sein mag, so sind sie gleichwohl ihrer grossen Blatterzahl wegeii 
beim Gebrauch unbequem, Hier bieten uns die in Aussicht stehenden 
conformen Abbilclungen zweckmassige Ersatzmittel jener Flachen. In 
ihrer grossen Einfachheit geben diese Ersatzmittel wie Yon selbst zu 
neuen function entheoretischen Ideen und Satzen Anlass, deren Darlegung 
den Hauptinhalt dieses Kapitels ausmachen wird. Dabei werden wir 
insbesondere in das Wesen der Functionen e7’(G>), X(cci) Yollen Einblick 
gewinnen. 

§ 1. Ersatz vorkommender Riemann’scher Flachen dnrch einfaehere 

Figuren. 

Wir wahlen der Gewohnheit wegen als unabhangige Variabele 
sogleich wieder J, ohne indessen Yorerst auf die typische Bedeutung 
dieser Bezeichnung Bezug zu nehmen. Es liege alsdann eine algebraische 
Function Grades Yor^ aber derart speciell gewahlt, dass in 

der definierenden Gleichung 

( 1 ) = o 


Kloin-lU'icke, Modulfiiuctioneii. 


5 
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J selbst Jim- linear vorlommt, so dass also J eine rationale Function 

Grades von z ist. _ 

Die ubliclie Methode^ den Yerlauf der Function z{J) zu verdeut- 
lichen, ist die, dass wir die J-Ebene Ji-facb iiberdecken und die n Blatter 
langs gewisser die eintretenden Verz^nreigungspunkte verbindender Ver- 
zweigungssehnitte znsammenbangen lassen. Dieser gebraucbliehen Vor- 
stellungsweise gegeniiber wollen wir folgende Massnahme auf ibre 
Braucbbarkeit prufen: Wir ivoUen iinsere geonietrisclien Silfso^erationen 
nicJit mehr itber der J-Ebrne, sondern in der Ebene der Ftinction s{J) 
selbst ausfiOiren. Den tJbergang zur ^-Ebene veranstalteu wir dabei 
in nacHfolgender Weise: 

Man zeicbne in der J"- Ebene eine in sicb zurflcklaufende stetig 

aekrbmmte Cnrye C, ■welcbe alle Verzweigungspunkte Pt, ■ Pi, 

^ an Zabl Z, durchsetzen soil (ef. 

‘f'ig. 10). Langs dieser Linie, 
welclie die Ebene J in zwei ein* 
fach. zusammenbangende Teile T 
und T zerlegt^ denken wir uns 
einen samtliche n Blatter der 
Placbe durchdringenden Schnitt 
sefuhrt Hiernachst walilen wir 
die Verzweigungsscbnitte der Flacbe so, dass sie iiberall mit Stiicken 
dieser ScbnittcurTe zusammenfalleu. Wir bauen unsere Eiemann’sche 
Flacbe also aus n iiber einander liegenden einfacb zusammenbangen- 
den Bereicben T, sagen wir T^, T^... T^, und ebenso vielen anderen 
T^, r/ . . . Tn auf, die langs ibrer Begrenzungscurven in zweck- 
massiger Weise verbnnden sind. Der Anscbaulicbkeit wegen wollen 
wir uns dabei die Teile T vor den T' durcb eine Scbraffierung ausge- 
zeiclinet denken. 

Innerbalb jedes einzelnen dieser Bereicbe T, T' ist jetzt eine 

eindeutige Function, und wir wollen den tJbergang zur ^-Ebene nun 
dadureb gewinnen, dass wir dort die durcb vermittelte conforme 

Abbildung der verscbiedenen Bereicbe T, T bestimmen. Wir beginnen 
etwa mit dem Bereicbe T-^. Das Bild, welebes wir nennen wollen, 
ist wieder einfacb zusammenbangend und bedeckt ein Stuck der ^(-Ebeue 
einfacb, da rational von 9 abbangt. Aber die Begrenzung von Tj 
ist nicbt mebr iiberall stetig gekriimmt, zeigt vielmebr eine gewisse 
Anzabl von Einknickungen, die sicb indessen bocbstens an don Punkton 
St,, 3 ta, .. .%i finden konnen, deren Originale die bei J Pt, Pz ■ ■ ■ Pi 
gelegenen Randpunkte des Bereiches sind. 

1st namlich zuvorderst p ein beliebiger mit keinem der Vcr- 



Fig. 10 
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zweigungspimkte zusammenfalleuder Puiikt des Randes von imd tc 
sein Bildpunkt;, so gilt fiir die rationale Function J (/) beim Punkte tc 
die Entwicklung 

J — jP = (Z — Tt) + ^2 • 

mit niclit verscbwindendem a^. In erster Annaherung ist sonacb 

J — p = aj^(s — 3t), 

d. b. die Begrenzung von die wir folgerecbt mit bezeicbnen, 
iibertragt sicb in der Nabe des Puuktes 2> Begrenzung von 

die analog durch bezeiclinet sei, in Form eines stetig gekriimmten 
Stiiekes von zu beiden Seiten des Punktes ut. 

Anders in der Umgebnng eines dem Curvenstiicke Q angeborigen 
Yerzvreigungspunktes. Es wird z. B. fur die Umgebung des anf (7^ bei 
J = 2h gelegenen Verzweigungspunktes die Entwicklung gelten 

(2) J" + C(j, 1,-^1 + * ' *7 

deren erster Coefficient a^. von Null verschieden ist. Dabei wird im 
allgemeinen*^*) w?./ > 1 sein. Mit dem ersten tragenden Blatt sind 
dann im Punkte j),* andere (lUi — 1) Blatter cycliscli verbunden, und es 
muss J um den Punktjj)/ n^/Umlaufe bescbreiben, bis ^ in seiner Ebeue 
um 7t, einen einzigen vollfiibrt bat. Die Abbildung der Ebene von J 
auf die von 0 bort biernacli im Punkte Tti in dem Sinne auf conform 
zu sein, als sicb Winkel mit dem Scbeitelpunkte in ibren Bildern 
in der jsf~Ebene auf den Teil ihrer urspriinglicben Grosse zusammen- 
zieben, Wir babeu also: Die stetig gelmimmte Curve ubertrUgi sicli 
auf eln Dogenpolygon der ^-Dleote, dessen I Eclc&ti hei 0 = 31^2 ... jr, 

gelegen sind. Im Eclcp)unldc uti 'bilden die Mer 0iisanimcnstossenden Seiten 

von fi den Winl^el (so dass biernach aucb im Punkte tc^ stetig 

gekriimmt ersclieint, falls das tragende Blatt im Punkte pi isoliert 
verlauft). tmigren 0 t das in der 0 -E'bene gelegene conforme Bild von 
Wir verlassen jetzt den Bereicb indem wir dessen Grenzc 
etwa zwischen den beiden Punkten pi, und _p/ 4 .i xiberschreiten. Dabei 
gelangen wir in einen Bereicb T', der T* genannt werden mag, und 
fiir welcben nichts bindert, eine der obigcn vbllig gleicbe Betrachtung 
durchzuf (ibren. Wir werden finden, dass sicb Tf auf einen Bereicb 

Der Pall = 1, den wiu nicht ansscbliesscn, bedeutet offenbar, dass 
das f^erade vorliegende Blatt in isoliert verliuift, d. b. dass J p^ eine Ver- 
zweigungsstelle tinserer Riemann’scben Pliicbe bezeichnot, an welcber der Boreioh 
nicht beteiligt ist. 
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Ti' abbildet, begrenzt von einem Bogenpolygon das eine seiner 
Seiten, nilmlicb die zwischen «,• nnd mit gemein bat. Dabei 

werden die nacbsten Seiten von r^- mit der eben gemeinten in den 

Punkteu sr,- nnd jr,+i bez. die Winkel — und bilden. 

ilan mag nun auch Tk iiber einen Yerzweigungsschnitt verlasseii 
und den Weg in alinliclaer Weise fortsetzen* Immer wird man durcli 
die entspreclienden AYege der 5-Ebene zu neuen Polygonen gelangen^ 
die mit den nachst yorliergelienden langs einer ihrer stetig gekriimmten 
Seiten zusammenhangen. Zwei Umstande sind es dabei^ welcbe das 
endlielie Resnltat unserer Uberlegungen besonders einfacb gestalten. 
ErstUch wevd&ii die 2n Eilder der Eereiche T nirgends 7Hit 

einayxder collidieren Icoyinen; denn auf der w-blattrigen c7-Plache nimmt 
^ jeden Wert nur einmal an. Weil aber jeder Wert ^ sich einmal 
findet; so mrd ziceitms diirch die fragliclien 2n Bild&y' T, 1' die 
^'Ehene voTlstdndig ohne Eilcke hedeeM, 

An Stelle der iihey' einand&r liegeyideyi die J^Ehene hedeckendeoi 
Blatter ist sonach eine Gelietsteihiyzg der ^-Ebene in yieben emander 
liegeyzde Bereiclie getreten, woniit der in Aussicbt genommene Ersatz der 
Riemann^sehen Flacbe gewonnen ist*). Dieses Bild gewinnt noch an 
Anseliauliebkeit^ indem wir die den T entsprechenden T im Gegensatz 
zu den den T entspreclienden V scbraffieren. Joi der 0-Elene folgen 
daun scliToffierte und niclit sclvraffi&rte Polygone dlternieTend, Besonders 
maeben wir noch auf die Bilder der Verzweigungspunkte aufmerksam. 
Sie sind solcbe Punkte der ^-Ebene, um welcbe sick 2m der in Rede 
stehenden Bereiche kranzformig schaaren, den Punkfc selbst mit dem 

W^inkel — erreichend (unter m die Anzabl der Blatter versoanden, 

welcbe im Originalpunkt cycliscb verbunden sind). Der ersichtliche 
Vorteil aber ist der, dass wir die gesamte Versweigungsart der 
algebraiscben Function s yon J", nicbt nur das Verhalten in der Um- 
gebung des einzelnen Verzweigungspunktes, tbatsacblicb figurlich dar- 
stellen konnen und nun nicbt mebr notig baben, wie dies sonst der 
Full ist, durcb zablreicbe zusatzlicbe Bemerkungen uber die Reibenfolge 

Diese Vorstelluugs weise ist Riemann selbst keineswegs unbekannt ge- 
wesen; sie kommt yielmebr z. B, in der aus dem Nachlasse Riemann s stammenden 
Arbeit „tJber die Fldclie vom Tdeinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung^^ (Rie- 
mann’s Werke pag. 283, zuerst pubbciert iron Hattendorf im 13. Bande der 
GSttinger Abhandlungen [1867]) znr Geltung, eine Arbeit, die iiberbanpt in mebr- 
facher Hinsicbt die Keime zu den Entwicklungen entbalt, tiber die wir im Laufe 
des Rapitels zu bericbten haben. Vgl. ubrigens Klein, Math. Ann. Bd. XIV 
p. 459 (1878), sowie die weiterbiu wiederbolt zu nennenden Arbeiten von Schwarz. 
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der Bliltter die zunaclist iinbestimmte Vorstelliiug einer Tielblattrigeii. 
mit gewissen Verzweigungspuukten ausgestatteten Riemann^schen Flaclie 
zu erganzen**^*). 


§ 2. Figur zTir DarsteUung des Zusammenlianges zwisehen 

A und 


Wenden wir jetzt die eben gegebene allgemeine Erorteruug auf 
den Fall der algebraiscben Function X(J) an^ welcbe wir mit J durcli 
die Gleiehung verkniipft fanden: 


(1 j 7: 1 : 1 = 4(A2 — A + 1)^: (2A^ — 3 A^ — 3 A + 2/ : 27 A^Cl A)^ 

Die Lage der Verzweigungspunkte der bezilglichen sechsblattrigen 
Flache ilber der J-Ebene bestimmen wir nacb der in „Ikos/^ pag. 69 
gegebenen Vorschrift und finden, dass dieselben ausschliesslicb bei 
J^= 0, 1; oo gelegen sind. Den bier eintretenden Fall eines bei eT”— oc 
gelegenen Verzweigungspunktes haben wir im vorigeii Paragraphen 
nicbt besonders beriicksicbtigt. Dock bietet die Abbildung der Um- 
gebung eines solchen Verzweigungspunktes auf die A-Ebene keine be- 
sondere Scbwierigkeit. Wir haben nur an unserer frilheren Bestimmung 

(p. 35) festzuhalten; dass fiir ^i = oo unter J — pi einfach y verstanden 


werden soil. Alsdann bleibt die Entwicklung (2) § 1 uneingeschrankt 
bestehen, und es finden gleiclimassig alle dort gezogenen Folgerungeu 
auch nun statt. Ebenso wird es gestattet sein, die Scliilderung der in der 
0 -Ebene gelegenen Figuren 
auch fiir den Fall aufrecht 
zu erhalten, dass einer der 
Punkte 7C nach ^ = oo fallt. 

Beider besonderenLage 
der Verzweigungspunkte ist 

es jedenfalls das einfachste, T' 

als Curve C des § 1 die 
reelle J-Axe zu wahlen (cf. Pig. 11), so dass die zu zeichnendeii 
zwolf Gebietsteile der A-Ebene abwechselnd Bilder der positiven 
und negativen «/-Halbebene sind (von denen wir die erstere in der 
Figur schraffiert haben). Die Grenzen dieser Gebietsteile werden 
demnach durchgehends reellen Werten von J entsprechen, und wir 





Pig. 11. 


Unsere Massnahme ersoheint zunaokst mir auf solche algebraischo Funotionen 
si(J) anwendbar, deren inverse Fnnotionen J(j$) rational sind, was in der That von 
den im Text in Betracht kommenden Punctionen %{J) und ii{J) gilt. Es ist hier 
noch nicht der Ort, von der mSglichen Verallgemeinerung auch fiir andere 
algehraische Punctionen zu handeln. 
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konneB jeiie geradezti dadureh bestimmen^ dass wir die Bilder der 
reellen J-Ase in der A-Ebene aufsuehen. 

Bemerken Tvir zu dem Ende zuvoi’derst, dass J mit A(1 — A) reell 
ausfallt. Scbreibt man also = a; + ly, so entspringt ans 

A(1 — A) = a? — a?- + 2/“ — (2^ — 1) 

der Satz^ dass J aiif den beideu Geraden y{2x — 1) = 0 reelle Werte 
annimmt. Es ist dies einerseits die reelle A-Axe, andrerseits eiiae Parallels 

znr imaginaren Axe, die durch A = y gebt. Schreiben wir weiter: 

IL . r_ + + 

4 ’ X + — 2 (1 - z) + (1 — — 2 ^ 

so folgt, dass J sowobl mit (A + A“"^) als mit ((1 — A) + (1 — A)”^^ 
reell ist. Das findet aber zufolge leicbter Rechuung auf den beiden 
Ereisen statt: 

“i" 2/^ — 1 — 0 , 

(a; — 1 + 2/2 — 1 = 0 , 

welebe die Mittelf)unkte A — 0 bez. A = 1 mit dem Radius 1 umgeben. 

Man entwerfe nun in der A-Ebene die beiden Geraden und die 
beiden Kreise, so erscheint dieselbe in der That unserem allgemeinen 



Ansatze entsprechend in zwolf Gebiete zerlegt (Fig. 12), und wir lesen 
aus der Zeichnung sofort ab, dass die Bilder der Verzweigungspunkte 

naeh den reellen Punkten A = 0, 1, oo, sowie nach A «« — 1^ 2 
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imd endiich nach den beiden imaginaren Punkten Z — ^ zn 

liegen kommen. Dabei tragen die drei ersten Punkte den Weii J=oCj 
die drei folgenden J—1, und in dem letzten Punktepaar verscbwindet J", 
Je zwei neben einander liegende Gebiete der Fig. 12 ersetzen uns eiu 
Blatt der seebsfacb iiberdeckten J‘-Ebene. Da siebt man denn offen 
Tor Augen, tvie hei J = 0 siSi die seclis Blatter in mei Yergweigimgs- 
punlden m je dreien eycliscJi susammenordyien, tvie sie dem gegenilber bei 
J = 1, some aucli bei J = oo jedesmal in drei VerziveigimgspunMen m 
je ziveien ziisammenhdngen. 

Seben wir die geraden Linien nnserer Pigur als Kreise von un- 
endlicb grossem Eadius an, so baben wir das wicbtige Resultat erlangt, 
dass ein Ztveig der Functimi X(J) eine MaTbebene von J auf eln von 
Kreisbogen begrenstes JDreiech abhildet, Dabei tragen alle zwolf Kreis- 
bogendreiecke, die in wecbselnder Polge positiver und negativer J'-Halb- 

ebene entsprecben, iibereinstimmend die Winlcel y? y? y- baben 

in Pig. 12 bereits die unseren allgemeiiien Pestsetzungen entsprecbende 
Scbraffierung binzugefxigt. Die scbraffierten Felder entsprecben dabei, 
wie wir verabredeten, der positiven Halbebene J, Es ist dies leiclit 
zu controlieren, wenn man beacbtet, dass die Punkte J" = 0, 1, oo auf 
dem Eande der genannten Halbebene so auf einander folgen, dass 
dadurcb eine positive Umkreisung der Halbebene indiciert wird. In der 
That markieren die diesen Punkten in Pigur 12 als Eckpunkte eines 
scbraffierten Bereicbes entsprecbenden Stellen gleicbfalls eine positive 
Umkreisung dieses scbraffierten Bereicbes. 

§ 3. IJbertragiing der A -Ebene auf die KugeloberfLaclie. 

Wie man sab, fand sicb aucb X — oo miter den Bildern der Ver- 
zweigungspunkte der cT’-Placbe in der A-Bbene, was den Nacbteil hat, 
dass man die Eigenart der Fig, 12 in der Umgebung dieses Punktes 
nicbt wirklicb siebt. Da ist es angezeigt, von dem Hilfsmittel der 
stereograpbiscben Projection der A-Ebene auf eine Kugeloberflacbe 
Gebraucb zu macben, weil alsdami die Sonderstellung des Punktes 
A = cx), die wir begrifflich docb nicbt aufrecbt erbalten, aucb fur die 
Anscbauung hinwegfalli tJbrigens ist von dieser Vorstel lungs weise 
bereits in „Ikos.^^ I Kap. 2 der ausgedebnteste Gebraucb gemacbt, so 
dass wir nicbt erst notig baben, bei der Einfiihrung derselben in all- 
gemeine Erorterungen einzutreten. 

Vz 

Die Engel moge den Eadius baben und die A- Ebene im Punkte 
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beriilireB. Der dieser tilil ist dei'j da.ss die beiden 


Puukte Jl = - auf der Eugel diametral werden, wahrend sicli 

die reelle A -Axe auf einen gi-ossten. Kreis ttbertragt, desseu Ebene ziim 
Yerbiiid'angsdiu'chmesser dieser beiden Puiikte I = senk- 

reelit ateht. Das Merkwiirdige an der daini eiitsteliendeii Kugelteilung 
ibt dieses, dass die xivolf splidrisclien Dreieclce^ die den HaTbebenen J 
cntsj^yccJien ^ cdXe euicmder con^yuoit tcevden^ woinit der voile ^nscliliiss 
an die Figur des Dieders fur n = Z gewomien ist, das sich. ja nach 
den ErorterungeiL von Kap. 1 § 9 an dieser Stelle einfinden musste. 






It/*-' w 




Wir haben in Fig. 13 zwei Ansichten uiiserer Kiigelteiluug ent- 
worfen und wenigstens teilweise mit der beziiglichen Verteilung der 
Werte von A nnd J verseben. In der ersten Figur blicken wir gerade 

auf den Punkt A = bin, und das Bild der reellen A -Axe 

wil’d derjenige grbsste Kreis, der die sichtbare Halbkugel begrenzt. 
Auf demselben folgen einander die secbs Punkte As=0, -i-, 1, 2, oo, — 1 

in gleicben Intervallen, In der zweiten Figur erscbeint der grosste 
Kreis mit den reellen A-Werten zur Geraden projiciert, und es liegen 

nun die beiden Punkte — am Rande der sicbtbaren Halbkugel**'). 

Sollen wir nocb einen Augenblick bei der elementaren Ableitung 
der neuen Figur verweilen, so ist es zuvorderst ein allgemeiner Satz, 
dass hei der stereographischen Projection Kreise der Ebene stets wieder 
in Kreise der Kugeloberfldche iibergehen. Die Spitze des den Kreis der 
Ebene projieierenden Kegels liegt namlicb auf der Kugeloberflacbe, so 


'/•) Of. Klein, Math. Ana. Bd, XIV, p. 116 ( 1878 ). 
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dass diese letztere vom Kegel iibrigeiis nur noch in einer ebeneii Curve 
d. i. einein Kreise gescbnitten wird. Dass ausser dem Trager der 
reellen Werte A auch die drei complese Werte von A tragendeii Kreise 
der Pigur 12 grosste Kreise der Kiigel werden, folgt aus dem Um- 

stande, dass sie diircli die beiden Trager der Werte A = - — 


geben. Endlicb folgt die Aquidistanz der seclis reellen Punkte 



durcb ganz elementare Eecbnungen. 


§ 4. Buokbeziehung auf das zweite Kapitel- 


Auf Grand der jetzt erbaltenen Resultate erscbeinen die Entwick- 
lungen von §§ 5 und 6 des vorigen Kapitels in einem neuen Licbte. 
Es lag dort der Satz zu Grunde, dass jedes Dreieck mit den Ecken 
^ 1 ) 2/‘Ebene mit einem und nur einem Dreiecke abnlich war, 

dessen zwei ei*ste Ecken bei y = 0,l lagen, wabreiid die dritte Ecke, die 
dort e hiess, auf den in Pig. 5 fp. 40) eingegrenzten Raum eingescbraukt 
war. War das freilicb ein geometriscb evidenter Satz, so wird jetzt 
seine Beziebung zur absoluten Invariante unter Benutzung der Pigur 12 
in neuem Sinne verstandlicb. Wie man siebt, erscbeinen die Dreiecke I, II 
in Fig. 5 jetzt geradezu als zwei aus Fig. 12 berausgeiiommene Dreiecke. 
In der That ist ja die in § 6 daselbst benutzte Gleicbung (2) gar keine 
andere, als die zwiscben J und A selbst bestebende. Die neue Eigen- 
scbaft, unter der wir also jetzt den in Fig. 5 gezeicbneten Bereicb 
kennen lernen, ist die, dass derseTbe das conforme Abhild der J-Elene istj 
entworfen durch einen ein^elnen Ziveig der Function l(J), 

Mit Hilfe dieser Anscbauungsweise konnen wir die in Rede 
stebenden Entwickl ungen des vorigen Kapitels in folgender Weise zu- 
sammenfassen. In dem Bereicb Pig. 5 als in einem conformen Ab- 
bilde der J’-Ebene bestimmt ein Wert J einen und nur einen Punkt 
A = und damit ein und nur ein Dreieck mit den Ecken 0, 1, e, Es 
giebt eine unendlicbe Mannigfaltigkeit von Dreiecken, die zu diesem 
abnlicb sind und zugleicb den Punkt = 0 zum Scbwerpunkt baben, 
Scbreiben wir 


u • 


S^Vb — Cl) b 


ly 


b - «2) (y ~ Ss) 

so werden Cg, immer eines dieser Dreiecke bilden. Irgend eines 
derselben konnen wir auswablen und kommen dann durcb vorscbrifts- 
massige Legung der in Kap. 2 § 5 naber bezeicbneten Periodenwege 
stets zu den richtigen Werten unabbangig vom ge- 

wablten Dreieck. 



74 1,3. Conforme AbljiMuiigtn als Defiiiition der Dreiecksfunctionen. 

Der Gewinn dieser zns'atzHclien Bemertiing zum vorigen Kapitel ist 
aber der, dass wir nuD in sehr viel bequemerer Weise ersiclitlicli ge- 
macht haben, warum za jedem beliebig vorgescbriebenen Werte J ein 
Punkt e im Bereich (Fig. 5) und demnach eine Scbaar abnlicKer Drei- 
ecke mit dem Sebwerpnnkt y^O gebort. Werden wir dock sogar, 
wenn uns erst in einem der folgenden Paragrapben die Beziebung der 
*/-Halbebene auf ein Ki'eisbogendreieck in lebendiger Weise vor Augen 
gefubrt ist;, in Fig. 5 die Lage des einem gegebenen J entsprechenden 
e obne alle Recbnung nngefabr angeben konnen. 


§ 5. Figuren zur Brlaiitening des Zusammenbanges zwischen 

y, tind J. 


Um jetzt die tJberlegung des § 1 aucb auf die algebraische 
Function Grades y,(J) anzuwenden, schreiben wir die zwischen J 

und [I bestebende Relation in der Form: 


108 (^ 1 .^ + 2 )^ 

Es sind aucb bier wieder die Verzweigungspunkte der 24-blattrigen 
Flacbe fiber der J'-Bbene obne Ausnabme bei J—0, 1, oo gelegen, 
so dass wieder die reelle «7-Axe als Curve C benutzt werden kann* 
Es gilt demnacb, diejenigen Linienziige in der Ebene von ft zu zeicbnen^ 
denen auf Grund von (1) reelle Werte von J entsprechen. 

Jedenfalls ist J mit reell. Man setze also ft = iX? + iy, 

berecbne (ft^ + und setze den imaginaren Bestandteil des ge- 

wonnenen Ausdrucks gleicb NulL Nacb Abtrennung eines unbi'auch- 
baren Factors kommt: 

xy {x + y){x — y) (a? + y'^ 1) = 0. 

Zu den zu construierenden Linienzugen der ft-Ebene geboren also die 
reelle und imaginare Axe^ die beiden Geraden, welcbe die Winkel dieser 
Axen balbieren und der Kreis mit dem Radius 1 um ft = 0, den wir 
kurz als Einbeitskreis bezeicbnen. 

Fiibren wir in einer Zeicbnung die gefundenen Linien wirklicb 
aus, so entspringen statt der 2 • 24 Gebietsteile erst 16 solcbe. Es 
fehlen also nocb neue Linien, die gleicbfalls Bilder der reellen J-Axe 
sind. Um sie zu finden, geben wir auf die Beziebung von ft zu -1 zuriick: 




und benutzen den Umstand, dass J auf dem Einbeitskreise der A-Ebene 
reelle Werte besitzt. Man wird demgemass, um die noch feblenden 
Linien zu finden, fordern, dass 
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u- — 1 uv + ^ 

'2a '2{x 4 - iy) 

den absoluten Betrag 1 babe oder in anderen Worten, dass Zahler 
nnd Nenner im letzten Brucb den namlicben absoluten Betrag baben 
solien. Wir gewinnen als Bedingung 

— 1 ) — 2x — 1) = Oy 

so dass also J aucb nocb reell wird auf den beiden Kreisen: 

(•^ + 1 / + / = 2 , 

die mit dem Radius ]/2 bez. die Punkte ft = + 1 umgeben. Indem 
man entspreebend von 



ausgebt, sebliessen sicb den vorigen nocb die beiden Kreise an 

x^ + (y± If = 2 , 

welcbe mit jenen congruent ausfallen und f*- = + ^ umgeben. 

Zeiebnen wir die Gesamtbeit der so gefiindenen Linien, so zeigen 



sicb. nun in der That 48 Gebiete in der ft-Ebene abgetrennt, welcbe 
diese Ebene ganz bedecken. In der Pigur 14 iat dies zur Ausfiibrung 
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! 4 *ebrciclit und zugleich sind die Bilder der pusitiven c7-Halbebeiie 
wieder durcli eine Sclirafiieruiig ausgezeiciinet. Die Yerzweigung der 
algebraiscben Function (i(J) tritt in Fig. 14 wieder deutlicli zu Tage. 
JJei J = 0 ivcaleu die 24 Zivelge acid Male zu je dreien zusamnien- 
Mbujai, hel J —1 zivolf JIale zu je zweien und lei J == oo seclis Male 
zu Je tier. Als Hauptresultat aber merken wir iins an, class irgend 
tin Zfvelg der Function yi(J) eine Halhelene von J auf ein Kreishogen- 

drcleelv mlt dai Winlceln alhildet. 

Dureh tlbertragung auf die Kugeloberflacbe wire! nicht nur das Ver- 

Falten bei g, =oo deutlicher, son- 
dern man kann aucb erreicben, dass 
die 48 Gebietsteile der u.-Ebene in 
ebenso viele spbarisebe Dreiecke 
iibergelien, die nun abwechselnd 
init einander symmetriscli und con- 
gruent sind, Zu dem Ende lassen 
wir die Kugel mit dem Durchmesser 
1 unsere Ebene im Punkte g — 0 
beriihren und wenden stereogra- 
phisebe Projection an. Auf dem 
Wege gelangen wir gerade zur 
1/!*^ Gestalt der oldaedrisclien KitgeV 

teiUmg zuriick (vgl* Pig. 15), wie 
sie in der Tbeorie der regularen Korper („Ikos/^ pag. 15 u. f.) zu 
Grande gelegt wurde. In der That ist ja Gleicbung (1), wie wir 
schon bervorlioben, obne weiteres mit der Oktaedergleicbung identiseb. 



§6. Von der Beziehung eines Kreisbogendreiecks auf die 
Halbebene von J. 



Die Wiebtigkeit, welcbe figiirlicbe Hilfsmittel 
si)aterbin fdr uns baben werden, bait uns nocb 
einen Augenblick bei der conformen Abbildung des 
vorigen Paragrapben zuriick. Irgend zwei neben ein- 
ander liegende von den 48 Kreisbogendreiecken der 
/Ltr- Ebene, z. B. die beiden in Pigur 16 gezeiebneten, 
geben uns ein vollstandiges Bild der J-Ebene. Die 
drei reellen Punkte 0, 1, oo baben wir dabei 
an ihre bezUglichen Stellen der Ebene gesebrieben, 
und man bat sicb nun vorzustellen, dass alle Punkte J 
mit positivem imaginaren Bestandteil in das Innere 
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des oberen sehraffierten Dreiecks verj)flaiizt sind, das sie ganz er- 
fulleii, w'abrend entsprecbend die Punkte der negativen J^-Halbebene 
sich im unteren Dreieck Triederfinden. 

Die beiden Dreiecke, wie sie in Figur 16 gewablt sind^ bilden ein 
grosseres Dreieck, das wir fernerhin ein Doj^peJdreiecJc nennen konnen. 
Es ist wiinselienswert, dass die gegenseitige Beziebung vom Doppel- 




J-/ 




i'lg 17 a. 

dreieck ziir e7-Ebene so lebbaft -wie moglicb erfasst werde, und wir 
wollen dem dadurcb zu Hilfe kommen, dass wir eine Eeilie von Linien 
in der J'-Ebene zieben, die wir dann in ibren Bil- 
dern im Doppeldreieck der ^-Ebene verfolgen. In 
Figur 17, die iibrigens wie aucb die Piguren 18, 19, 20 
nnr scbematiscbe Bedeutung bat, sind eine Reibe aqui- 
distanter, zur reellen J"- Axe parallelerLinien angedeutet 
und ibre Bilder im Doppeldreieck verfolgt. Die in der 
positiven J^-Halbebene gelegenen parallelen Linien 
libertragen sicb im Dreieck ABG auf ein System 
stetig gekruramter Gurven, die ibre starkste Krum- 
mung in der Nabe der Punkte A und JB zeigen und 
im gemeinsamen Ursprung und Ende C samtlicb die 
Kreisbogen AG bez. BG beriibren. Wabrend sie 
somit, je naber sie nacb G gelangen, um so mehr 
sicb einander annabern, werden sie ubrigens langs 
ibrer ganzen Ausdebung einen nabezu parallelen 
Verlauf zeigen. Die Parallelen der negativen J'-Halbebene libertragen 
sicb in symmetriscber Weise auf das Kreisbogendreieck ABB, 

Nebmen wir ein System von Parallelen der J'-Ebene senkrecbt 
zur reellen Axe und denken diese Linien in der Ricbtung von positiver 
zu negativer Halbebene durcblaufen (Fig. 18 a). Es werden dann die 
Bilder im Doppeldreieck bei G entspringen, indem sie den dort befind- 
lichen Winkel des Dreiecks gerade halbieren (vgl. Fig. 18 b). Aber nun 
ist deutlich, dass die Bilder der parallelen Linien ibren gemeinsamen 
Endpunkt B nur dann in ununterbrocbenem Zage erreichen konnen, 
wenn das Original in der J-Ebene die reelle Axe zwiscben J — 0 und 
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J =1 kreuzt. Jede? Bild einer ancleren der .sedacliten Parallelen Tvird 


im oberen Dreieck seineii Lanf 



in einem Punkte P des begrenzenclen 
Kreisbogens been den musserij wali- 
rend der Verlauf im unteren Dreieck 
offenbar vollig symmetriscli ist und 
demnach sein Eude im Punkte P' 
(Fig. 18 b) findet. Die Punkte P 
und P' werden soinit denselben 
Punkt der c7-Ebene abbilden, und 
indem wir sofort diesen Tbatbe- 


IS a stand allgemeiner denkem miissen 

wir den Satz, dass das Doppeldreieck und die J’-Ebene eindeutig auf 
einander bezogen sind^ hiernach in folgender Art modificieren. Jedem 



Fig. 181). 


Werte J = x iy entspricbt jedenfalls nur 
ein Punkt des Doppeldreiecks, wofern y ^ 0 
ist; ebenfalls einer, wenn J reel! positiv und 
fcleiner als 1 ist. Aber ist J reell und negativ^ 
so baben wir ersichtlich m^ei BildpunktC; eiiien 
auf dem Bogen AC, einen auf AD, und ist 
J reell und grosser als 1, so gibt es cben- 
falls mei Bildpunkte, welclie auf BC bez. BD 
liegen. 

Inzwiscben yermogen wir die Scbwierigkeit; 
welcbe sicb sonacli der Eindeutigkeit unserer con- 
formen Beziebung entgegenstellt, leicbt zu beben. Wir 
braucben nur festzusetzen , dass von den Random 
des Kreisbogendreiecks etwa nur die als dem- 
selben zugeborig betracbtet werden sollen, welcbe 



in Fig. 19 starker gezogen sind***). Oder wir konnen 
aucb bestimmen, dass je zwei entsprechende Punkte 
von BC und BD einerseits und von AC und AD 
andrerseits als identiscb eracbtet werden sollen, 
wodurcb die begrenzenden Kreisbogen unserer Figur 
zu Paaren einander zugeordnet sind. Die Pfeile 
der letzten Figur geben die Reibenfolge dieser 
Zugeborigkeit an. Wir konnen sogar durcb Ver- 
folg dieser letzten Vorstellung eine meclianischc 
UberfuJirung unsm^er Kreisbogenfigur m die DEhene 
durcli successive Formdndening vollfUhrt dcnlcen (wo- 


Dies ist ersiobtlieli dieselbe Massnabme, deren w uns schon in Fig. 5 
bedienten, 
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bei wir dieser Operation keinerlei analytiscbe Grundlage geben wollen). 
In der That erreichen -vrir durcli Annalierung der zu einander ge- 
liorigen Kreisbogen, welcbe mit einer Delinung derselben Hand in 
Hand gelien soll^ nacb Dureblaufung der Zwischenstadien, Ton denen 
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Pig. 20. 


wir einige in Figur 20 fixiert baben^ endlicb die Gestalt der J'-Ebene. 
Die beiden Kreisbogendreiecke haben sich so bis zur glinzlichen Aus- 
fiillung der J’-Ebene ansgedehnt. Man bat sich dabei vorzustellen, dass 
je die beiden TJfer der I'eellen J’-Axe zwischen — oo und 0 sowie 
zwiscben 1 nnd ~|- oo im letzten Augenblick znr yollen Uberdecknng 
der Ebene zusammenzuheften sind. 

Ofifenbar konnten wir uns den Zusammenhang zwiscben der J - Ebene 
und den in der A -Ebene gelegenen Doppeldreiecken durch ganz ent- 
sprecbende stetige Deformationen klar maeben. Ein weiteres lebrreiches 
Beispiel fiir den Gebraiicb derselben Metbode gibt der folgende Para- 
graph. Spilterhin wird ein ausgedebnter Gebraucb von dieser Vor- 
stellungsweise gemacht, Deim es wird durch dieselbe nicht nur die 
Abbangigkeit eindeutig auf einauder bezogener Bereicbe der Anschauung 
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ilusserst lebendig vorgefiilirtj vielmehr wird dieselbe geradezu als Hilfs- 
mittei znr ErforscJiung algebraiseber Abhangigkeiten mit Vorteil heran- 
gezogen werden. 


§ 7. Bezielmiig von ^ zu ft durcli Figuren erlautert. 

Die beiden irrationalen Invarianten X und ft fanden wir im Kap. 1 
durch die Relation verknilpft: * 

( 1 ) 1 : 1 - 

und wir wollen deren Zusammenliang nun auch nocli figurlicb erlautern. 
Die Verzweiguugspunkte der Function ft(-^) liegen bei 2 = 0^ 1, oo; w:r 
warden also in der ft-Ebene wieder diejenigen Linien construieren, welcbe 
auf Grand von (1) reelle Werte von X abbilden. Es mussen dabei Linienziige 
berauskommen, die auch scbon in der durch Fig. 14 gegebenen Teilung der 
ft-Ebene eine Rolle spielen; denn reelle Werte von X haben ihrerseits 

wieder eben solche von J im Gefolge. 

In der That halt es keineswegs 
schwer zu erkennen, dass X auf 
der reellen und imaginaren ft -Axe, 
sowie auf dem Einheitskreise der 
ft-Ebene reell ausfallt, und es zerlegen 
diese drei Linien bereits, wie wir es 
hier brauchen, die ft-Ebene in 2-4 
Gebiete. Dieselben haben wieder die 
Form von K^'eishogendreieclien , welclie 
jeM alle aclit uhereinstimmend die Winhel 
Wir haben in Fig. 21 gleich wieder die Bilder 
der positiven /l-Halbebene schraffiert und 
eine Reihe von Werten X^ ft aufgetragen. 

Zur stereographischen Projection auf 
die Kugeloberflache moge der Kugeldurch- 





Fig 31. 


-:r hesiUeyi. 
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messer gleich 1 genommen werdeii, wahrend 
ihre Beriihrung mit der ft-Ebene in deren 
Nullpunkt stattfinden soil; das ist dieselbe 
Kugelflaehe, die wir in § 5 benutzten. Es 
kommt dann die wohlbekannte Figur der 
Vm'ertdUing zum Vorschein (Fig. 22, cf. 
„Ikos.'‘ p. 13); denn die drei Grenzlinien der Gebiete in Fig. 21 
werden drei zu einander senkrechte grosste Kreise. 

Zwei neben einander liegende Dreiecke, die auf der Kugel ein 
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Zweieck bilden, geben uns jetzt ein Tolles Biid der A-Ebene. Wir 
koniien fiir diesen Zweck z. B. den links von der imaginaren Axe imd 
ausserbalb des Einbeitskreises gelegenen Teil der ^t-Ebene wablen 
(Fig. 2B). Die beiclen Quadranten des Ein- 
beitskreises vou ^4 = — 1 bis (I == i und 
von = — 1 bis ft = — / tragen dann die- 
selbe Eeibe der Werte von 2, sie geboren 
also einander an im Sinne des vorigen Para- 
grapben. Gleicbes gilt aucb von den beiden 
von ^ — i und ft = — i ausgebenden Teilen 
der imaginaren Axe, was wir in beiden 
Fallen durcb die Pfeile anzudeuten ver- 
sucbten. 

Deformieren wir den in Fig. 23 auf- 
gezeicbneten Bereicb durcb Annaberung 
seiner zusammengeborigen Grenzen und denken dabei die in dem 
einzelnen Punkte des Bereicbs aufgepflanzten Werte von /I mit fort- 
gezogen, so werden wir auf diese Weise den Bereicb zur ganzen 
A-Ebene zusammenbiegen konnen. Ganz besonders lebrreicb wird diese 
Operation, wenn wir nun aucb nocb die rationale Invariante J selbst 
mit in Betracbt zielien. Die Invariante A war eine secbsdeutige Func- 
tion von J, und also miissen sicb im Bereicb der Fig. 23, dessen 




Punkte die complexen Werte von X tragen, immer secbs Punkte mit 
dem gleicben J zeigen. Aber der Bereicb in Pig. 23 ist aus der 
/x-Ebene ausgescbnitten, und die Beziehung von ft zu J wurde durcb 

Kloin-!Fxicko, Modulfunetioncn. l\ 
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Fig. 14 Tcrsimiliclit, Verselien wir daliBr die ^-Ebene voiab mit dei 
Teilung dieser Figur und sclmeideii dann erst unseien jetzt in Rede 
stehenden Bereicli aus, so tragt derselbe in der That, wie Pig. 24 
iehrt; eine Unterteilung in zwolf Gebiete, die abwecbselnd der positiven 
und negativen J'-Haibebene entspreclien. Diese Figur nun wollen wir 
unserer stetigen Deformation unterwerfen, indem wir die zusammen- 
geborentleu Grenzlinien nacb Massgabe der Pfeile einander annahern. 



rig tioh, -‘5 

Wir haben dabei in Fig. 25 a und b einige tJbergangsformen gezeiclmet 
(die nur schematische Bedeutung haben) und kommen thatsachlieh am 
Schlusse der Umgestaltung zuder bereits bekannten Figur 26 zurllck, welche 
ims oben als Figur 12, p. 70, den Zusammenhang von 4 und J erlauterte. 

§ 8. Die Kreisverwandtscliaft. Satze liber Kreisbogendreiecke* 

Die Figuren, vrelche uns in den voraufgehenden Paragraphen den 
Zusammenliang der Grossen cJ^ A, erlauterten, sollen jetzt ihrerseits 
selbst zum Gegenstande der Untersuchung werden. Es gilt verscliie- 
dene Gesichtspunkte zu entwickeln, vermoge deren unsere Figuren nocli 
an Bedeutung gewinnen, um uns so den Ansatz zu den allgemeineren 
Betrachtungen in der zweiten Halite dieses Kapitels zu schallen. Als 
besonders zweckmassig ziehen wir die Oktaederfigur (vgl. oben Fig. 14 
p. 75) heran, dock gelten unsere Uberlegungen ebensowohl auch bei 
den Figuren fiir den Zusammenhang von J und wie I und fc. 

Bei der in Fig. 15, p. 76, veranstalteten Projection der Oktaederfigur 
auf die Kugeloberflache erschienen die Bilder der positiven J'-Haibebene 
(und desgleichen auch die Bilder der negativen J'-Haibebene) als 24 mit 
einander congruente spharische Dreiecke. Das hatte zur Folge, dass 
durch Drehungen der Kugel um ihren Mittelpunkt ein einzelnes dieser 
24 spharischen Dreiecke in alle ubrigen iibergefiihrt werden konnte. 
Diese Drehungen stellen sich analytisch*) in der Form linear-gc- 
brochener Substitutionen 

*) Wie dies in „Ikos.“ I Kap. 2 in ausfubrlicher Woiso ontwickclt wurdc. 
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( 1 ) 


ft 


CL fl * 4 “ 
Cft -}- d 


dar, deren explicite Gestalt wir in Kap. 1 § 13 reproduciert haben. 

Wir verwerten diese Dmstande, indem wir sogleich. zur fx.-Ebene 
zuriickgelien. Dabei deuten wir (1 ), wie aucb im Einzelfall die con- 
stanten Coefiicienten h, c, d bescbaffen sein mogen, als eine ein- 
deutige Beziebung dieser Ebene auf sick selbst^ durck welcke deui 
Punkte fjb jeweils der Punkt zugeordnet ist. Wir sagen auck wolil^ 
dass durck eine Substitution (1) die ft-Ebene in sick selbst transfor- 
miert wird. Recknen wir kier immer die Operation ft' = bei welcker 
die ft -Ebene unverandert bleibt^ als identisclie Siibstitiition mit, so konnen 
wir die vorkin besckriebenen Verkaltnisse in den Satz kleiden: JEin 
cinzelnes Kreisbogefiidreiech der Fig. 14 ivird dii7xh gewisse 24 linear ^ 
gehrociiene Siibstitutionen (1) in die mit Him gleicliaHigen Freiecke der 
Flgtir transformierL Als unter sick gleickartige Dreiecke sind dabei einer- 
seits die sckraffierten gedackt nnd andrerseits die nichtsckraffierten. 

Zwei Eigensckaften der gemeinten 24 Substitutionen treten kierbei 
unmittelbar in Evidenz. Erstens werden die kreisformigen Grenzen eines 
Dreiecks stets wieder in kreisformige Grenzen eines anderen transformiert; 
d. k. geivisse Kreise der (i-Ehene gelien wieder in Kreise ilber. Zweitens 

sind die "Winkel jenes ersten Dreiecks "t? gleick den iknen 

entspreckenden Winkeln des andern, d. k. die Winkel in den Ecken der 
Freiecke hleiben bei imseren Transformationen unverandert 

Wir kaben damit zwei Eigensckaften gefunden, welcke nickt nur 
den besonderen Oktaedersubstitutionen^ sondern ganz allgeniein den 
Substitutionen (1) ankaften, und welcke sick nickt nur fur die Kreise 
und Winkel der Oktaederfigur zeigen, sondern liberkaupt fiir irgend 
welcke Kreise und Winkel der ft-Ebene. 

Versteken wir namlick fiir den Augenblick unter ft ganz all- 
gemein eine complexe Variabele und deuten ft' gesondert in einer 
Ebene fiir sick; so ist durck (1) eine conforme Abbildung der Ebene 
von ft auf die von ft' kergestellt. Nack den bekannten Grund- 
satzen der Tkeorie****) der conformen Abbildung ist aber ein beliebiger 
Winkel im Abbilde gleick dem entspreckenden Winkel im Original, 
moglicker Weise akgeseken von einzelnen singularen Lagen fiir den 
Sckeitelpunkt des Winkels, die aber ini Falle der linearen Abhangigkeit, 
mit der wir bier zu thun kaben, iiberhaupt nickt auftreten. 


Als zwcekmilssige Einleitung in die Theorie der conformen Abbildungeu 
ist zu nennen Holzmiiller, Minfulio'img in die Theorie der isogonalen Verwandt 
schaften etc. (Leipzig 1882). Man vgl. insbesondere das 4. Kapiiel dortselbst. 
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Um die andere fur die Substitution (1) nambaft gemachte Eigenscbaft 
zu zeigeuy spalte man fi und sowie die Coefficienten von (1) a, Z>, o, d 
in ibre reellen und imaginaren Bestandteile, seize also ft — a; + iy^ 
= a;' + it/ u. s. f. Bestebt dann zwiscben und y die Gleicbung eines 
Elreises, so ziebt dieselbe zufolge vollig elenientarer Recbnung fiir x 
und if gleichfalls die Gleicbung eines Kreises nacb sicb. Dabei miissen wir 
freilicb binzusetzen, dass aucb die geraden Linien der ft-Ebene^ wie der 
^t-'-Ebene als Ereise zu gelten baben, namlich als solcbe von unendlicb 
grossem Radius. 

Die dureb Substitution (1) vermittelte Transformation der Ebene 
von ft in die von / oder aucb der ft-Ebene in sicb ist demuacb 
so bescbaffen, dass Winlcel iimerdndert Ueiben, Kreise wiedefi' in Kreise 
itbmyehen. Dieser letzteren Eigenscbaft wegen, verinoge deren sicb 
die dureb Substitutionen (1) vermittelten conformen Abbildungen vor 
anderen aiiszeicbnen^ nennt man die Ebenen von ft und ft oder 
aucb dureb (1) auf einander bezogene Bereicbe beider Ebenen Ireis- 
verwandt^y Wir werden spater nocb ausfiibrlicb von der Kreisverwandt- 
sebaft zweier Ebenen bandeln, die wir dann aber stets mit einander 
zur Deckung gebraebt denken**). 

Indem wir jetzt den Satz ausspreeben, dass in unsereu Dreiecks- 
figuren, z. B. Fig. 14, irgend zwei gleiebartige Dreiecke kreisverwandt 
sind, erblicken wir wieder bierin den Specialfall eines sebr viel all- 
gemeineren Satzes. Es lasst sicb namlicb leiebt der Satz zeigen, dass 
je 0 ‘wei EreislogendreiecJcej wehhe die gldchen Winlcel in der gleichen 
Folge halerij stets mit einander Icreisverwandt sind, Auf die Reibenfolge 
der Winkel muss man dabei aebten, wie wir denn sebon bemerkten, 
dass bei der Durchlaufung des Umfangs gleicbartiger Dreiecke der 
Oktaederteilung die Winkel T? T namlichen An- 

ordnung auf einander folgen. 

Der allgemeine Beweis des soeben aufgestellten Satzes lasst sicb 
leiebt fiibren. Mogen namlicb zwei Dreiecke mit den Winkeln a, y 
in gleicber Folge vorliegen, so wollen wir zuvbrderst das erste dureb 
eine Substitution (1) derart transformieren, dass der Scheitelpunkt des 

*) Der Name riibrt von MObins her, der die Kreisverwandtsebaft zuerst in 
ausfuhrlicber Weise untersuebt bat; man sebe „Die Theorie der Kreisverwandt- 
schaft in rein geometrischer Darstellung^% Abhdl. d. Kgl. Sachs. Ges. d. W. Bd. 11 
p. 629 (1865), oder aucb MSbius’ Ges. Wexke Bd. II, p. 243. Dortselbst bat das 
Wort „Kreisverwaiidtscbaft“ freilicb eine nocb etwas umfassendere Bedeutung; 
wir werden bieranf im -Cibernaebsten Paragraphen zuriickkommen. 

Namlicb im ersten Kapitel des folgenden Absebnitts. Es ist desbalb 
nicht unzweckm‘4ssig, dieses Kapitel zur weiteren Erlauterung der Entwickluugen 
des Textes mit heranzuzieben. 
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Winkels a nach dem der complexen Ebeiie, der zweite 

Sclaiiittpunkt der Sclienkel von cc nacb. deren Unendliclikeifcspiiiikt 
zu liegen kommt‘*^'J. Man iiberzeugt sick leiekt; dass dadurch die 
Substitution (1) nocli nicbt vollig festgelegt istj dock denken wir sie 
in irgend eiuer Weise specifieiert. Das neue Dreieck ist nun ein solckes 
mit zwei geradlinigen Seiten, und indem wir eine gleicke Transfoi*- 
raation mit dem zweiten Dreiecke vornehmen, erkalten wir zwei neue 
Dreiecke, die ersicktlich einander aknlick sind und sick also vernioge 
eiuer Substitution — als kreisverwandt erweisen. Eine geeignete 
Zusammensetzung der drei so benutzten Substitutionen (1) ergiebt uus 
jetzt eine Substitution, welche das eine gegebene Kreisbogendreieck in 
das andere uberfiikrt. 

Zugleick gekt aus dieser tJberlegnng kervor, dass es nur eine 
Substitution (1) giebt, welche zwei kreisverwandte Ereisbogendreieeke 
in einander iiberfukrt. Es gekt namlicli ersichtlick das Dreieck mit 
zwei geradlinigen Seiten nur durck die identiscke Substitution ^' = [i 
in sick selbst iiber. 

§ 9. Von der S^mnaetrie beziiglick eines Kreises. 

Die oktaedriscke Eugelteilung wurde durck neun grosste Kugelkreise 
liergestellt, die wir uns durck neun Diametralebenen aus der Eugel 
ausgescknitten denken koniien, Diese neun Ebenen waren Syminetrie- 
ebenen der Oktaederteilung^ demi dieselbe ging gerade in sick selbst 
iiber, falls man sie an einer dieser neun Ebenen in elementarem Sinne 
zur Spiegelung brackte’^**^). Nur freilich eutsprach dabei jedesmal ein 
scliraffiertes Dreieck einem freien und umgekekrt. Der Begriff der 
symmetriscken Lage zweier Punkte oder auck zweier Bereicke beziig- 
lick einer Diametralebene der Eugel bat also eiixen sofort verst'and- 
licken, elemeutaren Sinn. Wir wollen naokseken, welcke geometrischen 
Beziekuiigen zwischen dem Scbnittkreis der Symmetrieebene und irgend 
zwei sick spiegelnden Puiikteu eingetreten sein werden, wenn wir die 
Eugeloberflacke stereographisck auf die Ebene projiciert kaben. 

Sei also K irgend ein Symmetriekreis und P 2 zwei Punkte 
der Eugel, die zu einander beziiglich K symmetrisck gelegen sind. Es 
wird alsdami die gerade Verbindungslinie von P^ and P^ auf der Dia- 
metralebene, welcke K aussckneidet, seiikrecht steken. Dieserkalb muss 

***) Bei dieser Betraoktung ist stillsckweigend oj > 0 vorausgesetzt; der be- 
sondere Fall eines Kreisbogendreieoks mit laater versckwindenden Winkeln kommt 
iinten ausfahrlich zur ErSrterung, 

**) Man 7gl. bier die Ausoinandersetzung iiber die erweiterten Gruppen in 
„Ikos.‘* I Kap. 1 § 11. 
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das durch diese Terbiiicluiigalmie PiPj liiudurcligelieiide Ebeiienbuscliel 
die Eugeioberfiiaclie in eiiiem System von Kreisen scbneideii, die ohne 
Ausnalime gegen den Kreis K ortbogonal verlaufen. Es ist iiberdies 
ohne ^liihe eiuzusehen, dass liberhatipt jecler Kreis durch der K 
imter rechtem Winkel schneidet, auch durch P^ hindurch zieht. 

Woilen wir nun die so gedaclite, auf der Kugeloberflache liegende 
Configuration stereographisch auf die Ebeiie libertragen, so mtissen wir 
dabei die beiden Fundamentaleigensehaften der stereographischen Pi*o- 
jection als bekannt voraussetzen, dass dieselbe Kreise der Kugel in Kreise 
der Ebene ubertragt und die Winkel unveraiidert erhalt. Wir erhalten 
dann folgendes Ergebnis: Die Projection des Kreises K fiihrt auf einen 
Kreis der Ebene, den wir wieder K nennen. Durch einen beliebigen 
Punkt Pi etwa im Innern des Kreises K — denn auch der Punkt Pi auf 
der Kugel konnte ja ganz willkurlich gewahlt werden — geht dann ein 
ganzes System von Kreisen, die K unter rechtem Winkel schneiden. Alie 
diese Kreise gehen noch durch einm bestimmten Punkt Pg ausserhalb K, 
tend dieser Punkt P^ ist es, den ivir mm auch in der Ebene m P^ be- 
zuglich des Kreises K symmetrisch gelegen nmnen woollen, Es bedarf kaum 
des Hinweises, dass die Beziehung zwischen den beiden Punkten P^ Pg 
eine gegenseitige ist, dass wir also von Pg beginnend durch die ge- 
schilderte Construction zu Pi gefiihrt wordeu waren. 

Wir erkannten vorhin als die beiden Haupteigenschaften der die 
Kreisverwandtschaften vermittelnden Substitutionen (1) § 8, dass die- 
selben Kreise stets wieder in Kreise transformierten und die Winkel 
unverandert liessen. Da ist denn sofort ersichtlich, dass die Construction, 
welclie uns soeben von Pi zum beziiglich K symmetrischen Punkte P^ 
fCihrte, bei Fortgang zu einer kreisverwandten Ebene ihren Charakter 
vollig bewahrt. Werden wir also in dieser K, P^ und P^ bez. in K\ P/ 
und P/ wiederfinden, so werden die Punkte P/, P/ einander bezuglich 
K symmetrisch gelegen sein. Pie Symmetric von Pimktepaaren beziig- 
lich eines Kreises eriveist sich der gestalt gegenilber der Kreisverwandtscliaft 
als owariant, Durch diesen Satz erhalt dann unsere Betrachtung erst 
den richtigen Grad von Allgemeinheit. Bislang gait sie doch nur fiir 
die Kreise K, welche bei der stereographischen Projection aus den 
grossten Kugelkreisen entstanden; sie gilt mm iiberhaupt fiir jeden Kreis 
d&t' Ebene, da man in der That ohne Miihe erkennt, dass sich ein be- 
liebiger Kreis durch eine Substitution (1) § 8 stets in einen andern 
beliebig vorgeschriebenen iiberfuhren lasst’*'). 

Sollen w ir zu einem ersten Punkte Pi seinen symmetrischen be- 

*) Das sieht man z. B. leicht mit Hilfe der im ersten Kapitel des folgenden 
Abschnitts entwickelteu anschanlicheii Massnahmen. 
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zuglicli eines Kreises Ji wirMicIi eoiistruiereD^ so werden wir niir zwei 
Kreise clurcli orthogonal zu K zii Jegen brauclien; deren anderer 
Schnittpnnkt ist dann P^. Ziehen wir etwa erstlich die Gerade durcli 
Pi imd den :\Iitteipunkt C Ton K, welche als Kreis mit unendlicli 
grossem Radius dem in Rede stehenden Kreissjstem durch P^ angehort^ 
und nehmen soJann als zweiten Kreis denjenigen, dessen Mittelpunkt 
auf dieser geraden Yerbindungslinie 
Jyp^ gelegen ist. Des naheren giebt 
Fig. 27 diese Verhaltnisse wieder. 

Wir entnehmen aus dei'selben vermoge 
elementargeometrischer Betrachtungen 
die Ahnlichkeit der beiden Dreiecke ~f: 

CAF^ imd GP^Ay welche dann ihrer- 
seits die Gleiehung liefert: 

GP^^GF, = 

unter r den Radius von JY verstanden. 

So gewinnen wir den Satz, dciss der 
FunJct P .2 citis Pi durch die Transformation vermoge recijoroJcer liadien 
am Kreise K entspnngt Die Symmetrie bezilglich K ist also eine 
auderweit wohlbekannte Transformation. 

Ist K ein Kreis mit unendlich grossem Radius d. h. eine Gerade, 
so erscheint im elementaren Sinne P^ als Spiegelbild von Pi an dieser 
Geraden. Unsere Transformation vermoge reciproker Radien geht dann 
ilber in eine Uniklappung der Ebene um diese Gerade oder man kainx 
auch sagen in eine Spiegehmg an dieser Geraden. Wollen wir auch 
fur den allgemeinen Fall eines Kreises K mit endlichem Radius diesen 
knappen Ausdruck der Spiegehmg an K fur die Transformation durch 
reciproke Radien beibehalten; wir warden dann von zwei geometrischen 
Gebilden jedes das Spiegelbild des anderen an K nennen, wenn sie 
durch die oft genannte Ti’ansformation an K gerade mit einander ver- 
tauscht werden. 

Eine sehr wichtige Eigeiischaffc der Spiegelung erkennen wir jetzt 
durch Riickgang auf den durchlaufenen Entwickelungsgang. Bei der Spiege- 
lung der Kugeloberflache an einer Diametralebene (hier die Bezeichnung 
„Spiegelung^^ im elementaren Sinne gebraucht) gehen ersichtlich Kreise 
der Kugeloberflache wieder in Kreise iiber, wahrend die Winkel un- 
verandert bleiben. Durch stereographische Projection im Verein mit 
Anwendung einer Substitution (1) § 8 kbnnen wir den Schnittkreis 
jener Diametralebene in einen beliebigen Kreis K der Ebene trans- 
formieren, und dabei geht jene elementare Spiegelung der Kugelober- 
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flaclie an der Diametralebene in diejenige Operation iiber, die wir nun 
aucb Spiegelung der Ebene am Ereise K nannten. Da sehen wir denn, 
(lass aiicli lee clieser letzten Spiegelung Kreise stets in Kreise ilhergefrifirt 
ivercJen icnd alle WinJeel unverclndert Ideihen, In diesem Siniie reiht sicb die 
Operation der Spiegelung einer Ebene an einem ilirer Kreise durebaus 
der im vorigen Paragrapben besproebenen durch eine Substitution (1) § 8 
definierten Transformation einer Ebene an. inzwiseben bestebt doeb 
ein Untersebied darin, class hei Ausiibimg einer Spiegelung die SchenJcel 
der WinJcel nmgelegt werden, was bei Anwendung einer Substitution (1) 
§ 8 niebt btattfindet. Durch Verfolg dieser Sacblage sebaflPen wir uns 
sogleicb die allgemeiiiere Auffassung der Kreisverwandtsebaft, von der 
sebon unter dem Texte des vorigen Paragrapben die Rede war. Docb 
bereiten wir aucb bier die allgemeinen Satze durch besondere Betrach- 
tung der Pig. 14, p. 75, vor. 

§ 10. Das Symmetriegesetz. Direete und indireote Kreis- 
verwandtsobaft. 

Bei dem Entwictlungsgange des vorigen Paragrapben ist es von 
vomberein deutlicb, dass unsere ebenen Figuren 12, 14, 21 von der 
Gesetzmassigbeit der Symmetrie beziiglicb der in ihnen vorkommen- 
den Kreise oder, wie wir burz sagen wollen, vom Symmetriegeset 0 be- 
berrscht werden. Die Kreise der gemeinten Figuren waren namlicb fiir 
die beziiglicben Configurationen auf der Kugel durcbgebends Sebnittkreise 
der Kugel mit Symmetrieebenen. So nioge man nun vor alien Dingen 
Pig. 14 vornebmen und sicb veranscbaulicben, wie durch Spiegelung 
oder, wie man aucb sagt, durcb Inversion naeh dem Synimetriegeset^ 
an einem beliebigen der neun Kreise die Figiir unter Wechsel der 
Schraffierung mit sicb selbst zur Deckung kommt. 

Vor alien Dingen ist es jetzt wiebtig, die gewonnene Ansebauungs- 
weise fiir irgend zwei benaebbarte Kreisbogendreiecke in Pig. 14 zu 
verfolgen. Von beiden wird das eine das Spiegelbild des andern sein, 
langs der gemeinsamen kreisformigen Seite entworfen. Bei dieser Saeb- 
lage giebt uns das Symmetriegesetz oiSenbar ein Mittel, die gan^eFigur 14 
von einem einselnen ihrer Kreishogendreieclze aus entstehen 0 u lassen. Wir 
werden namlicb das gegebene einzelne Dreieck an jeder seiner drei 
Seiten spiegeln und nun an soleben neu erzeugten Dreiecken immer 
wieder die namlicbe Operation der Spiegelung beziiglicb ihrer nocb 
frei gelegenen Seiten wiederbolen. Man wird auf dem Wege mit Not- 
wendigkeit zu derjenigen Teilung der Ebene gefiihrt, welcbe Fig. 14 
versinnlicbt. 

Hier konnen wir nun unsere Auffassung nocb in einer wichtigen Weise 



I, 3. Confoi-nie Abbildungen als Dufinition der Dreiecbsfunctioneu 89 

verallgemeinern. Moge irgeiicl ein Ereisbogendreieek mit clen Winkeln 
•^5 gegeben sein, so wird sfets die Yervklfdltigiing nacli dem 

Symmetriegesetz, hi der gescldlderten Weise aiif dieses Dreieclz angeivandf, 
zu einer 'Ebenenteilung in 48 Kreishogendreiecke fiihreny die mit Fig, 14 
kreisvencandt erschehit. In der Tliat ist ja jenes gegebene Dreieck^ 
wie wir es aucb wahlen mogen, entweder mit den scliraffierten oder 
den freien Dreiecken der Pig. 14 im Sinne von § 8 kreisverwandt. 
Kreisverwandte Dreieeke aber geben, in entspreehender Weise sym- 
metriseb vervielfaltigt, kreisverwandte Figuren. Bs ist damit die all- 
gemeinste Auffassung gewonnen, welcbe wir uns von unseren ebenen 
Kreisbogenfiguren bilden konnen: Fs liandelt sich um Figuren^ zvelelie 
aus einem Kreisiogendreieclc mit hesonderen Winkeln^ das sonst keiner 
JBescIirdnkimg iinterliegt, diirch wiederholte Amvendung des Symmetrie- 
gesetzes enistelien, 

Ist durcb die Betracbtungen des Paragraph 8 die Beziebung zweier 
gleicbartigen Dreieeke der Fig. 14 auf einander ebarakterisiert^ so iiber- 
blicken wir nun aucb die Beziebung zweier ungleicbartigen Dreieeke dieser 
Figur auf einander. Das eine gebt in 'das zweite tiber, wenn wir die 
Spiegelung an einem Kreise der Figur mit einer gewissen Operation 
(1) § 8 vereinen. Aucb nacb den auf einander folgenden Anwendungen 
dieser beiden Operationen werden Kreise jeweils wieder in Kreise 
iibergefubrt, AVinkel bleiben unverandert, nur dass sicb ibre Schenkel 
umlegen. Wollen wir nun aucb ganz allgemein zwei der gestalt auf 
einander bezogene Figuren einander kreisverwandt nennen, wo wir 
dann also zwisehen Kreisvenvandtscliaft mit Umlegimg der Winkel mid 
Kreisverwandtscliaft olme Umlegung der Winkel unterscheiden. Letztere 
nennen wir aucb kurz directs Kreisverwandtscliaft und ibr insbesondere 
galten die Dberlegungen in § 8. Brstere benennen wir demgegeniiber 
als indirecte Kreisverwandtscliaft und baben ganz allgemein den Satz, 
dafs sie als Resultat der directen Kreisverwandtscliqft comhiniert mit 
Spiegelung an irgend einem Kreise dei' Ehene erscheint. Eine Spiegelung 
an einem Kreise der complexen Ebene subsumiert sich dabei als be- 
sonderer Fall unter die indirecte Kreisverwandtscliaft. 

Als unmittelbare Folgerungen merken wir uns noch diese an: 
Zwei Kreistogendreiecke, welcJie die gleiclien Winkel in imigekehrter Beilmt- 
folge liaben^ sind indirect kreisverwandt. Zwei Kreishogendreiccke , die 
ieide einem dritten indirect kreisverwandt sind^ sind unter einander direct 
kreisverwandt 

*) Symmetrisebe Umformimgen geometriseber Figuren an Ebenen oder Kugel- 
flSiCben, durebaus im obigen Sinne auf den Raum ubertragen, sind in der mathe- 
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§ IL Bedeutung des Syinmetriegesetzes fiir die 5*xanetion ^u(e/), 

Irgend zwei benaelibarte Kreisbogendreiecke der ^-Ebene bildeu 
ein Doppeldreieck oder eiu Kreisbogenviereek^ ^velclies conforiii auf 
die gauze J^-Ebeue bezogen ist, wie wir dies in § 6 ansfiihrlicli 
bcliilderten. Wir fixieren nun zwei Pnnkte dieser kerausgegriffenen 
Dreiecke, die bezuglich ihrer gemeinsamen Seite symmetrisch liegen, 
imd fragen nach der Lage der beiden durcli jene abgebildeten Pnnkte 
der J-Ebene. Naeb. den Erorternngen von § 6 wird man sofort ver- 
muten, class cliese leiden FiinTcte der J-Ebene conjiigiert complex slnd. 
Thatsachlicb ist dies aucb sofort analytisch beweisbar, falls die gemein- 
same Seite K unserer beiden ausgewahlten Dreiecke ein Stiick der 
reellen ist. Die beiden symmetrischen Pnnkte der von nns 

betrachteten Dreiecke sind dann conjugiert complex and zielien eben- 
solcbe Werte von J nacli sicb, da die Oktaedergleichung diircbgebends 
reelle Coefficienteu hat. 

Hat K diese einfaehe Lage nicht, so konnen wir dock immer dtirch 

/ ct^ 1) 

^ C[i -{• d 

zu einer solchen kreisverwandten Ebene gehea^ in der das Bild 
von K ein Stiick K' der reellen Axe geworden ist. J ist dann auch 
in durch eine Gleichung mit reellen Ooefficienten darstellbar, da 
dock den iinendlick vielen reellen Werten (i' auf K' reelle J zu- 
gekoren. Beziiglick der Geraden K' symmetriscke Pankte der nenen 
Dreiecke entsprechen also conjugiert complexen J, imd also gilt das- 
selbe von den beziiglick K symnietriscken Punkten der ursprilnglicken 
beiden Dreiecke. 

Jetzt moge man iiaek dieser kurzen Erganzung die Entstehnngs- 
weise der Fig. 14, p. 75, aus einem ihrer Dreiecke, wie wir sie im 
vorigen Paragrapken sckilderten, in fuuctionentkeoretischem Sinne inter- 
pretieren. Mit einem einzelnen etwa sckraffierten Ausgangsdreieck ist 
der Wertcomplex eines Zweiges von in der positiven Halbobeno 
gegeben. Wir setzen uns vor, von kier aus durck analytiscke Port- 
setzung die B’unction zu nntersuchen. Diese Aufgabe wird durck 

matisclien Physik seit lange als Operationsmittel im Gebrauch. Die Symmetric 
an Ebenen spielt z. B. in Lam Legons sur la tlieorie analytique de la clialeur 
(1861) eine prineipielle Rolle, und die Symmetric an Eugelflachen wurde bereits 
1845 von Will. Thomson in der Elektrostatik benutzt (cf. Liouville’s Journ. 
Bd* 10). Fiir die Functionentbeorie das Symmetriegesetz mit grossem Erfolg vor- 
wertet zu kaben, ist das Verdienst von Hrn. Schwarz, dessen beziigliche Arbeiten 
wir sogleich nennen. 
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das Symmetriegesetz vollig erledigt. TVir wolleu etwa die reelle J-Axe 
zwiscten 0 und 1 ubersebreiten unci also cliejenige Seite K cles x4.us- 
gangsdreiecks in’s Aiige fassen, welcbe der Strecke 0-1 der reellen 
J -Axe entspricbt. Dann iverden ivir als confornies Abbild der negativen 
J-HaTbebene dasjenige Dreiech erJialten, ivelclies sicli aiis dem Aiisgangs- 
dreieclce durcli Inversion an K ergiebt Indem wir nocb betonen, dass 
bezuglicb K symmetriscbe Punkte des ursprunglicben und invertierten 
Dreiecks conjugiert complexen J" entsprecben, hat in der That das 
Symmetriegesets die Fo}isetnLng von in die negative Salbebene hin- 

ein vollig bestimmt 

In derselben Weise batte man nun weiter zu gehen und jetzt die 
reelle J’-Axe etwa zwiscben 0 und — oo oder zwischen 1 und oo zu 
ubersebreiten. Offenbar wilrde man durch An wen dung des gleicben 
ScblussYerfahrens sebliesslieb zu den samtlicben Xreisbogendreiecken 
der Figur und damit zu samtlicben Zweigen von gelangen. 

Wir werden sagen dilrfen, dass die Entstehiing der gansen Teilung aus 
einem eimelnen DreiecTc der Turchfiilirung analytischer Fortsetmngen von 
einem Ztoeige g(J) ans nicht niir e^itspricht, dass vielmehr jener geo- 
metrische Vorgang diesen analytischen Process geradesii vertritt. Jedes 
neu entspringende sebraffierte Dreieck giebt einen neuen Zweig fiir 
die positive c7-Halbebene; jedes neue niebt-sebraffierte Dreieck einen 
solchen fur die negative. 

Wie bequem dieser geometrisebe Ersatz des abstracten Processes 
der analytiseben Fortsetzung ist^ erlautern wir nocb an einem dabei 
zu Tage tretenden Umstande. Die 48 Dreiecke der Figur 14 reilien 
sicb glatt an einander und bedecken in ibrer Gesamtbeit die f^-Ebene 
gerade einfacli, Irgend ein Einzelwert ftQ gebort demnacb einem be- 
stimmten Dreieck an, so dass ibm ein bestimmter Wort von J ent- 
spricbt. A%is der einfachen tSb&t'dechnng der g^-Ehene mit Kreisbogen- 
dreiecken folgt demgemdss, dass die m g{F) inverse Function J{g) ein- 
deiitig von iJirem Argumente dbhdngL Die einfacbe LTberdeckung selbst 
aber ist, vermoge des Symmetriegesetzes, Folge der Annabme des 
ersten Kreisbogendreiecks, und an dieser Annabme wieder ist nacb 
dem in § 8 gegebenen Satze niebts wesentlicb, als die Grosso der 
dem Kreisbogendreieck angeborendeu Winkel. 
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§ 12 . Allgemeine Erorterung der funetionentlieoretisolien Bedeutang 
des Symmetriegesetzes*). 


Die Folgeruugen des vorigen Paragraplien werden fiir uns erst 
dann von allgemeiner Bedeutung^ wenn wir die Pi'incipien desselben 
von den besonderen dort vorliegenden Voraussetzungen frei geinaelit 
haben. Das gescbielit durch folgende Erorteruug. feei fiir die positive 
J'-Halbebene eindeutig eine analytiscbe Function f(J) definiert, welche 
diese Halbebene aiif einen Bereich B der f-Ebene derart conform ab- 
bildet^ dass eine Stx’ecke der reellen J- Axe etwa die zwiscben Jq 
und j; sick anf ein Tzreisformiges Stiick K in der Begrenmng von B 
tibertragt. Langs dieses Stiickes spiegeln wir B nach dem Synimetrie- 
gesetz und mogen dergestalt den benacbbarten Bereich B erhalten. 
Es wird alsdann ganz allgemein behauptet, dass f(J) lei Vbersclireitung 
der J-Axe mvisclien Jq tmd eine analytisclie Fortsetmmg in die negative 
J-HaTbelene ziddsst, tvelch’ letdere eben durch die erreichte Fortsetmmg 
auf B algelildet wird; inshesondere iverden lemlglich K symmetrische 
Piinlite von B und B conjiigiert imagindre J ahlilden. 

In der That gehe man, wie wir es oben schon im speciellen Palle 
tliaten, durch Ausiibuug einer Substitution 


( 1 ) 




cf + d 


zxL einer solchen kreisverwandten Pigur, dass sich K auf ein Stiick F 
der reellen f'-Axe libertragt. Aus B und B entstehen B' und B', die 
im elementaren Sinne beziiglich K' symmetrisch sind. Es geniigt, 
unseren Satz flir f' unter Zugrundelegung der neuen Figur zu zeigen, 
da er sicli dann bei der bekannten Eigenart der Kreisverwandtscliaft 
ohne weiteres auf die friihere Sachlage ilbertragt. Wir gehen hierbei 
einen indirecten Weg. Function f' ist mit f fur die positive </- Halb- 
ebene definiert. Pflanzen wir jetzt in unabhangiger We^e in den 
Pankten der negativen Halbebene derart Functions wert^ f auf, dass 
in conjugiert complexen Punkten P die Werte f' und selbst cou- 
jugiert complex sind und beweisen nun umgekehrt, dass f' gerade die 
analytiscbe Fortsetzung von /*' vorstellt! _ 

Nach denPrincipien der Functionentheorie stellt der Wertcomplex f 
fixr den Bereich der negativen J^-Halbebene eine analytiscbe Function von 
J dar, so gut wie f fiir die positive. Da aber f fiir alle reellen Punkte J 
zwisehen und reell ist, so gehen erstens die Wertcomplexe f 
und f fiber diese Strecke der reellen J-Axe stetig in einander fiber, 


Hier vgl. man nun Schwarz’ Originalarbeit, ITber einige Ahhildungsauf'* 
gaben, Cr. J. Bd. 70 p. 106 (1869). 
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furs zweite beachte man, dass far die Umgebang eines reellen Punktes J 
zwisclien Jq und bei der angezeigteu Sachlage f' eine Taylor’sclie 
Entwicklung mit reellen Coefficienten zulasst. Im Convergenzbezirk 
dieser Reilie; der in beide Halbebenen gleicliformig bineingreift, ent- 
sprechen demgemass conjugiert complexen J eben solche Werte der 
dargestellten Function. Es stellt sick demnach bei Uberschreitung der 
reellen Axe zwiscben Jq und thatsachlicli /" als analytische Fort- 
setzung von f ein, wie zu beweisen war. 

§ 13. Begriffsbestimmnng nnd Fnndamentaleigensoliaften der 
Dreiecks- Oder s-Piinctionen. 

Wir haben gegenwartig den wicbtigsten Wendepunkt des Kapitels 
erreicht; die Function und die Teilung der ft-Ebene baben wir 

ausgebeutet und an ihr eine Reibe wicbtiger Begriffe und Massnahmen 
eingeubt; die ndmlicliefn Processe sollen jetzt unter ollgemeineren Prd- 
missen mir Amvendung gelangen. An Stelle des Kreishogendreiecks mit 

den Winkeln "f-? T ndmlich allgemein das Kreishogendreieck mit 

den Winkeln y% treten, und ivir wollen dann versuchen non 

ihni aiis alle die Folgerungen m ^ielien, die wir soelen vom hesonderen 
Oktaederdreieck a%is hahen ziehen kdnnen. 

Mogen die drei Winkel in der Reibe yic so auf einander 

folgen wie die Winkel X einem schraffierten Dreieck der 

Figur 14, so existiert jedenfalls in der positiven J-Halbeiene eine eimige, 
eindeutig definierte Function von J) tvelclie diese HaTbebene derart conform 
auf das Dreieck abhildet, dass in den Scheitelpunkten der Winkel aitj 
y% bez, die Werte J*— 1, 0, oo staUfmdei%, Wir nennen diese 
Function ibrer Definition wegen eine Dreiecksfunction und bezeicbnen 
sie nach dem Vorgange von Hrn. Scbwarz*^) durcb 

s(a, /3, y; X). 

Fiir ihre Existenz und eindeutige Bestimmtbeit konnten wir uns auf 
den bekannten Grundsatz der Riemann'scben Funetionentbeorie von 
der Moglicbkeit der conformen Beziebung zweier einfacb zusammen- 
hangenden Bereicbe auf einander berufen. Aber sogleicb in einem 
der folgenden Paragrapben werden wir den Existenzbeweis nocb in 
einer directen Weise fuhren. 

*) s soil bier die Abkiirzung von „8phaera“ sein und daranf hindeuten, dass 
man die einfachste Yorstelltiag von dem Verlaufo unserer Function erbait, indem 
man sich die in Betracbt kommenden Kreisbogondreiecke dnrch stereograi}hisch 0 
Projection auf die Kugel libertragen denkt. 
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Yorab stelien wir die Fimdamentaleigenscliafteii der s- Function 
zusanimeii; wie sie sieli vermittelst des Symmetriegesetzes nun oline 
weiteres ergeben. Alles werden wir im Tresentlicben erledigt liaben, 
wenn wir die geometrische Aufgabe durcbfiihren, das gegebene Dreieck 
vermittelst des Syninietriegesetzes zu vervielfaltigen und die scbliesslicli 
bei diesem Process zu Tage tretende Figur zu uberblicken. Nehmeu 
wir an^ dass dies bereits gescheben sei. Z weeks grosser er Anschau- 
licbkeit wollen wir dabei wieder das erste Dreieck und alle die- 
jenigen, die aus ibm durcb eine gerade Zabl von Inversionen ber- 
Torgehen^ sebraffieren^ die anderen unsebraffiert lassen. W^ir baben 
dann den Satz: Jedes schraffierU Dreieck der er^eugten Figur gieU %ms 
den Wertcomplex eines diirch analijtische Fortsetmng von s erreiclibaren 
Ziveiges tmserer Fimction fur die positive Salhebene jedes freie Dreieck 
leistet ein gleiclies fur die negative Halbehene J, Soviet Dreiecke der 
ehizelnen AH die entspringende Figur ziisayyimensetmi, so viel Ztveige hat 
uusere andlytische Function s(jZj y] «/)• Da aber alle Dreiecke der 
einzelnen Art unter sicb direct ki'eisverwandt sind j so zst Jedcr Zwelg 
von siccy F) eine lineare Function jedes anderen. Trifft es sicb, 

dass die Dreiecke der Figur nicht mit einander collidieren, sondern sicb 
glatt an einander reiben, wie die der Figur 14, so wird die inverse 
Function J{s) eindeutig von ihrem Argumente abhangen'^). 

% 14. EeilienentwioklTingen fiir einen Zweig der 5 -Function. 

Zur Vorbereitung fiir einige demnaebst auszufiibrende Reebnungen 
untersueben wir die Gestalt von Reibenentwicklungen, welcbe die 
5 -Function nacb Potenzen von J zulasst. Doch geniigt es zumeist, wenn 
wir nur die Gestalt der Anfangsglieder solcher Entwicklungen aufstellen, 
Dabei konnen wir niebt umgeben, in ausgiebigerer Weise von den 
Principien der Tbeorie der conformen Abbildung Gebraucb zu macben. 

Sei Jq ein beliebiger Punkt der J’-Ebene, vorerst nur abgeseben 
von den dreien J = 0, 1, oo, sei weiter 5 irgend ein specieller Zweig 
unserer Function, der fiir Jq den Wort annimmt. Es wird alsdann 
durcb s die Umgebung von Jq conform auf diejenige von s^^ abgebildet, 
und es lasst demgemass (s — eine Entwicklung nach posUiven 
gamen Foienmi von (J — Jq) m : 

*) Alles dies sind Folgerungen, welclie im Anscblusse an Riomann zuerst 
Hr. Schwarz vermoge des Symmetriegesetzes cntwickelt hat; cf. dessen schon 
gen. Arbeit, Uher diejenigen JB'dlle, in welchen die Qauss^sehc hypcrgeomctriBche 
Heihe eine algebraisclie Function ihres 4*®“ Argumentos ist, Crelle’s Journ. Bd. 75 
(1872). Die siimtlichen Entwicklungen der noch folgenden ParagraiAien des geg(ui- 
wartigen Kapitela geheu auf diese Arbeit zuruck. 
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in ivelcher dev Coefficient des ersten Gliedes eine endliclie, von Null 
verscMedene Zald ist. 

Anders wire! der Cbarakter der Entwicklungen fur die Umgebuug 
eines der Punkte J = 1, 0. oo^, welclie in der That singulare Punkte 
fllr die durch den Zweig $ verniittelte Abbildung der J’-Ebene sind. 
Wir miissen hier auf die drei Winkel yic nnserer Kreisbogen- 

dreiecke zuriickgehen imd bemerken vorab, dass zufolge ihrer Ein- 
fuhrung die drei Zahlen y als reell und positiv und zwar < 2 

anzusehen sind^*'). Dabei scld lessen ivir dher die imtere Gren^e 0 fiir 
diese Zahlen heinesivegs aus. 

Wir wollen nun zuvorderst die positive J-Halbebene und also 
unter den beiden zum Zweige s gehorigen Dreiecken das sehraffierte 
in Augenschein nehmen. Sei dann einer der drei singularen Punkte, 
V die ihm zugehorige Zahl aus der Reihe a, y, die zunachst > 0 
sei, und Sq die beziigliehe Ecke des gedachten Dreiecks. Wir be- 
schreiben um mit sehr kleinem Radius einen Kreis, der einen kleinen 
halbkreisformigen Bereich in der positiven Halbebene um Jq aus- 
sehneidet. Im conformen Abbild erscheint dieser Halbkreis annahernd 
zu einem kleinen Kreisausschnitt mit dem Centriwinkel vtc und dein 
Scheitelpunkt Sq deformiert"^-*). Aber genau wird eine derartige Abbildung 
des Halbkreises auf den Kreisausschnitt durch die Function 5^ + — Jq) 

geleistet, wenn wir die Constante o dabei in richtiger Weise bestimmen. 
Fur die XJmgehung von Jq erschliessen wir solchergestalt als angendherte 
Farstellung von s: 

( 2 ) s — So = c(J — 

Diese Uberlegimg gilt aber nur, wenn z/ > 0 ist, und den Fall v = 0 
haben wir jetzt noch besonders zu betrachten. Nun wird jener kleine Halb- 
kreis um Jq annahernd auf ein kleines gleichschenkliges Kreisbogendreieck 
abgebildet, des sen Basis winkel rechte sind, wahrend der Winkel an 
der Spitze bei Sq verschwindet. Gehen wir durch Ausiibung der Sub- 
stitution s' — — - — zur kreisverwandten s'-Ebene, so erscheint jenes 

S Sq 

sehr kleine gleichschenklige Dreieek jetzt in Gestalt eines sich ins Un- 
endliche ziehenden Bandes, das von zwei geraden Parallelen und einer 
dritten zu jenen senkrecht stehenden Geraden begrenzt wird. Aber 
genau wird eine solche Abbildung des um J’j, abgegrenzten halbkreis- 
formigen Bereichs durch die Function 

*) Letzteres ware an sioh keineswega notwendig; os ist aber im Texto nicht 
ncitig, dass wir eine allgemoinere Voranssetzung macben. 

**•*) Man erinnero sich hier an die in § 6 beschriebene mechaniache tlbra*- 
fiihrnng des Kroisbogendreiecks in die Halbebene. 
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a log — Jo) = — «^o) + ^ 

geleistet, wenn wir darin die Coustanten a, & oder auch a, c in riclitiger 
Weise bestimmen. Filr 2 / = 0 im sonacli fur die ncieliste Um~ 

geiung von Jq als angendlierte Darstellung unseres Ziveiges si 

S — So = a log i(J'— 4) ' 

§ 15. Differentialgleidning dritter Ordnnng fiix die s-I’xinetion. 

Mit Hilfe der entwickelten Satze sind wir leicht im Stande, eine 
Differentialgleicbung dritter Ordnung anzugeben, der die s-Punetion 
als Integral zugebort. In „Ikos." p. 74 ist der Nachweis gefubrt^ dass 
der Differentialausdruck dritter Ordnung: 

d^s / d^s ® 

r„-i 57“^ 3 I dT^ \ 

W ^ 2 I ^ I 

dJ \ dJ J 

(derselbe, zu dem wir in § 16 des vorigen Kapitels gekonimen waren) 
unverandert bleibt, wenn man $ durcb eine beliebige linear-gebrocbene 
Function seiner selbst ersetzt. Nun sind, zufolge unserer geometrischen 
CoDstriictioD, alle Zweige, in welche man einen ersten Zweig unserer 
Function J) fortsetzen kann, solcbe lineare Functionen dieses 

ersten. Der Ausdruck [ 5 ]/ bat demnacb fiir alle Zweige von s den 
namlieben Wert und ist somit eine eindeiitige Function von J", die wir 
jetzt berecbnen wollen. 

Zu dem Ende wollen wir die Unstetigkeitsstellen von [s]j in der 
7-Ebene feststellen und diirfen dabei nacb dem gerade Gesagten 
unter s irgend einen Zweig unserer Function versteben. Ist J’^ irgend 
ein Punkt der J'-Ebene, abgeseben nur von den drei singalS,ren, so 
bringen wir zur Berecbnung unseres Differential ausdrucks dritter Ord- 
nung die Entwicklung (1) § 14 in Anwendung. Es zeigt sicb, dass 
keine der ersten drei Ableitungen von s nacb J bei Jq unstetig wird, 
dass tiberdies die erste Ableitung den von Null verscbiedenen Wert 
annimmt. Die eindeuUge Function [s]/ von J hat somit bei Jq einen 
endlichen Wert, Unstetigkeitspunkte derselben konnen also nur in den 
singularen Stellen J —1^ 0, 00 vorkommen. 

Bringt man filr J= 1, 0, oc nacb (2) § 14 die Naberungsdar- 
stellungen in Anrecbnung: 

S — 1)“, S — Cq ('j'J ; 

y vorab > 0 vorausgesetzt, so berecbnen sicb sofort fur jnusero 
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eiudeutige Function [s]j in den Umgebiingen von J= 0^ cx^ l)e^. die 
Anfangstefi'mei 

1 — «- 1 — 1 — yS 

2(J'— 1)-^ 2</- ^ SJ"- * 


(2J 


Diese Aiisdniclie lAeiben aucli dann nocli in Krafty %oenn eine oder 
melirere der Zalden a, y mit Null identiscli warden, Alsdann namlicli 
haben wir von der Darstellung (3) § 14 fur s auszugeben^ konnen aber 
auch^ da [ 5 ]/ unverandert bleibt, wenn wir s durck eine lineare Function 
seiner selbst ersetzen, fiir die Berecknung von [ 5 ]/ s direct mit 
log (J — J^) identificieren. Da erkalt man fiir ein endlickes an- 

genakert [s]j = ^ j , was sick in der That fur = 1 oder 0 

vermoge der Speeialwerte cc = 0 bez. = 0 unter ( 2 ) subsumiert. Fiir 
Jq = 00 und also (J — Jq) = ~ kommt aber [$]j = ^ 7 ^? wirk- 

lick vermoge y = 0 aus der dritten Annakerung (2) entspringt. 

Bei den Eigensckaften, die wir nunmekr fur unsere Function [ 5 ]^ 
kennen gelernt haben, sckliessen wir, dass sie eine rationale Function 
4 ten Q^ades von J ist mit den beiden Unstetigheits^yunMen J = 0 und 
J = 1. Unter Beriicksicktigung von (2) setzen wir demnack an: 




1 — 
2(j— 




+ ^ + c 


mit nock unbestimmten Constanten A, By C. Zur Bestimmuiig der- 
selben entwickeln wir diesen Ausdruck von [$\j bei J" = 00 in eine 
Reike nack absteigenden Potenzen von J: 

— + 2A 1 , 

— 


w. 


G -1- _(_ i-- 


und kaben somit, um der dritten Formel (2) gerecht zu werden, fur 
Ay By C die Gleickungen 

C = 0y A + B = 0, 

2 _ _ ^2 _j_ 2 A = 1 — 


die zu ihrer Bestimmung kinreicken. Wir finden dergestalty dass die 
s-Function 5(a, J) Integral der Differentialgleichung^) dritter Ord- 
nung ist: 

2J(I- 


(B) 


[s> = 


+ 


r- + 


2(J— 1)* ^ ^ 1) 

1st s irgend ein Partikularintegral dieser Differentialgleichung, so 
ist jedes andere Integral s' derselben in der Form darstellbar 


*) Die bier gegebene Ableitung derselben ist genau derjenigen der Glei» 
cbung (34) in „Ikos.“ p, 78 nachgebildet, welcbe letztere ubi-igens als Specialfall 
in dei* Gleichung (3) des Textes enthaltcn ist. 

KXein-Pricke, Modulfunctionen, 


7 
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y ^ t (IS h 

W ~cr+d 5 

denn die Quotienten der Integrationsconstanten a, h ■ ■ ■ geben bier 
gerade den richtigeu Grad der Allgemeinbeit. Aber fiir uns bedeutet 
(4) eine KreisTer\vandtscbaft, and nim beacbten wir, dass alle Eigen- 
sebaften der s-Function, von denen wir bei Definition dieser Function 
ausgingen, gegeniiber der Ki-eisverwandtsebaft Invarianz besitzen. Es 
folgt: Jedes Literal der Differentialgleichung (3) Jmt den Cliaralter der 
s- Function. Speciell hat jeder Zweig der s- Function, der sich aus deni 
urspriinglicb angenommenen durch analytiscbe Fortsetzung ergiebt, 
vrieder denselben Cbarakter wie dieser. 

Mit der Aufstellung der Differentialgleicbung (3) ist nun aucli der 
Beweis der Existenz der s -Function, wegen dessen wir uns oben auf 
allgemeine Eiemann'sche Priueipien beriefen, auf Grand bekannter 
Satze der Theorie der DifPerentialgleicbungen geliefert*). Umgekebrt 
hatte man bei dieser Sacblage die Differentialgleicbung selbst zum Aus- 
gangspunkte maelien kSnnen, um von ibr aus Definition und Eigen- 
scbaften der s-Function zu gewinnen. Thatsaehlich ist dies der Gang, 
den Hr. Schwarz in seiner unter § 13 genannten Arbeit einge- 
scblagen bat. 

§ 16. Zusammenstellung fruber bereits vorgekommener 
Dreiecksfunetionen. 

Beispiele von Dreiecksfunetionen treten bereits im frflberen mehr- 
facb auf. Eecapitulieren wir zunachst aus den Vorlesungen fiber das 
Ikosaeder, so sind sdmtlicJie IrraUonalitdten der reguldren Kikper JDreieclis- 
functionen; denn sie leisten alle die conforme Abbildung einer Halb- 
ebene auf Kreisbogendreiecke mit bestimmten Winkeln. (Es ist aller- 
dings, wenn wir an den Entwicklungen von „Ikos.“ festbalten, die Lage 
dieser Dreiecke auf der Kugel keine ganz willkfirliche, so dass wir mit 
partikularen s-Functionen zu thun baben.) So werden wir die Irraiio- 
naliidt des JDieders durch 

'*') NocIl bemerken wir, dass sich s als Quotient ssweier nioht durch cine , 
lineare Relation verbundenen LSsungen der Differentialgleicbung zweiter Ordnung 

d^v , 1 — ^ + (“ + P — 2)<r dy ,y*— (1 — a — Pf 

j{i — j) ■ dj 4/(1 — /) ' -y — 

darstellt. Man wolle zum Beweise dieser Behauptung das dritte Kapitel in Ab- 
sehnitt I von „Ikos.“ zu Rate ziehen und dortselbst insbesondere auch noch die Bo- 
ziehungen unserer obigen Entwicklungen zu Ricinann’s P- Function vergleiclien, 
Man sehe auch die unter p. 94 genannte Arbeit von Schwarz. 
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bezeiclinen konnen und haben bereits im vorigen Kapitel die beiden 
besonderen Falle 

= i-, -1; fta) = s(-|-, Y, l) 

zu betracbten gebabt. Die Tetraeder-Irrationalitdt nennen wir weiter- 
hin**^**) |(J). Als partikularer s- Function kommen ibr die Werte « = , 

ZU; so dass wir scbreiben konnen: 

O O 

i- ii-f)' 


Die OTitaeder-Irrationalitdt trat in den beiden Yorigen Kapiteln wieder- 
bolt als auf; so dass es geniigen wird; nocbmals an die Gleicbung 

c{J)-s(-|-. T> T^'^) 

ZU erinneru; deren wir scbon am Scblusse des letzten Kapitels ge- 
daehten, Endlicli wollen wir binfort die Ihosaeder-Irrationalitat durcb 
^(J) bezeichnen; diese ist dann als partikulare 5- Function definiert durcb 

SW-'i-F- T-TiJ')- 

Das wicbtigste Resultat aber, das sicb bier einstellt, ist dieses, 
dass auclh co(J) eine Dreiecksfimction ist; denn in der That erwabnten 
wir scbon vorgreifend am Scblusse des yorigen Kapitels, dass die 
Differentialgleicbung fiir co(J) (Pormel (4) p. 63) ein besonderer Fall 
der DiflP’erentialgleicbung der s- Function sei, und wir gewinnen jene wirk- 
licb; indem wir in diese letztere die besonderen Werte 

eintragen. So baben wir g}(J) als partikulare s-Punction zu definieren 
durcb 

■»(j) - »(i. i , O', j) 

und gewinnen nun den Pundamentalsatz: Ein Zweig der Function 
0 , B, der Ausgangszweig hildet die einselne J-Halbehene auf ein Kreis- 

bogendreieck mit den WinJceln y? 0 ab*^). Alle Satze des vorigen 

Kapitels, die wir dber (x)(J) entwickelten, subsumieren sicb nun unter 
die Eigenscbaften, die wir allgemein fiir die 5-Panctionen erkannten. So 


*) Of. unten § 18. 


*) Of. naten § 21. 


7 * 



100 I, 3- Contbrme Abbildungen als Definition der Dreiecksfanctionen. 

z. B. w£ir jeder Ztveig von eino lineare Function eines FolieFigen 

z. B. des Ausgangszweiges; so fanden*) wir weiter als Naherungs- 
darstellnngen fiJr den Ausgangszweig in der positiven J'-Halbebene 
bei J'= 0, 1 , 3c bez. 

fl) £D — q^CqJ^, £0 — = 1)", cj = ^ log (1728 • cT), 

die sicb ersicbtlicb unter die Formeln des § 14: subsnmieren. Als 
Arguniente far die Ecken des Ausgangsdreiecks erscbeinen dabei die 
Tvolilbestirumten Werte q, i und oo. 

Endlicb baben wir noch einer s-Function zu gedenken, welcbe den 
bisberigen Entwicklungen keineswegs fremd ist; es ist die Function 
mix). Wird gleieb die Tbatsacbe, dass o(A) eine s-Function ist, spater 
in directer Weise zu Tage treten, so wollen wir docb den Nachweis 
scbon bier liefern, um insbesondere die Werte von a, /3, y festzustellen, 
welcbe dieser s-Function eigentumlicb sind. Sicber ist a)(il) durcb 
Vermiitlung von J eine analytiscbe Function, und es ist aucb sogleicb 
zu seben, dass alle Zweige dieser Function £o(A) linear in einein eingelnen 
darstellbar sein toerden. Bescbreibt namlicb X einen gescblossenen Weg 
in seiner Ebene, so wird am Scblusse desselben J{X) wieder seinen ersten 
Wert annebmen, und demnacb muss m entweder gleicbfalls wieder 
seinen Anfangswert angenommen baben oder docb in eine lineare 
Function dieses Anfangswertes ubergegangen sein. Bei dieser Sacblage 
wird [m\i eine eindeutige Function von X sein, die wir berecbnen wollen. 
Wir wiederbolen dabei durcbaus die Uberlegung des § 15, operieren 
mit einem Zweige to von o»(yl) und legen ubrigens die in Pig. 12, p. 70, 
gegebene Teilung der A-Ebene der Betracbtung zu Grunde. 

Sei Xg zunacbst ein beliebiger Punkt, der nicbt gerade in einen 
Eckpunkt von Dreiecken der Pig. 12 fallt, so sei dortselbst J = Jq 
und m = (Oq. Die TJmgebung von X ubertragt sicb conform auf die 
von Jq und diese wieder in gleicber Art auf die von m^, so dass 
[cj]z in X^ ni(M imsteUg werdm Ttann. Sei zweitens Xq enter der beiden 
Werte, fur welcbe J verscbwindet, so ist das far a)(J) ein singularer 
Wert von J. Inzwiscben baben wir dann, unter a»o den zugeborigen 
Wert von m verstanden, neben eiuander annabemd 

£ A 

X Xq ~~ CqcI" , CO — “ c^ tf , 

so dass m — (Uq = c(A — Xg) wird und [mja fur Xg nicbt unstctig 
werden kann. Genau das namlicbe Besultat erbalten wir fUr jeden 
der drei Werte A, fur welcbe J" -= 1 wird, und es bleiben sonacb nur 

*) Man selie die Formeln (3) und (5) pg. 61. 
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iioch alleiii die drei Punkte A = 0, 1^, oo zu untersuchen, in denen 
J = oo wird. Sei einer von ihnen Aq, und cdq zugelioriger Wert des 
Zweiges o, so haben wir nunmelir zu gleicber Zeit: 

_ 2 _ 

A — Art == Cltf , CD CDrt === — \ r— V • 

® ^ a log 

Eliminieren wir so kommt mit gewissen zwei neuen Constanten A, JB: 

— ‘^0== ^ log S(Z - 

Unter Berucksiclitigung dieser Angaben ist nach Aiialogie von § 15 
sofort das Resultat zu ilberblicken. Als DifferenUalgleicliiing findet sicJi: 

r 1 - ^ I ^ ^ 

2(jr— 1)2 “T 2/2 2/(/— 1)? 

mid man hat also: 

co(X) = ${Q, 0, 0; A). 

Hieraus scliliessen wir sofort: Irgend ein Zweig der Function cd(A) 
leistet die Ahbildimg einer X-Halbebene anf ein Kreisbogendreieck mit 
durchgehends versclmindenden Winkeln. 

Uberblicken wir nocb einmal die im Laufe des Paragrapben nam- 
liaft gemacbten Dreiecksfunctionen, so muss uns die Thatsacbe auf- 
fallen, dass alle hier mr Geltung hommenden Werte von ccy y ratio- 
nale JBriiclie mit dem Zahler 1 sind. Alle genannten Dreiecksfanctionen 
sind sonacli in der allgemeinen Form 

eiithalten, wo die Vi game Zablen oder aucb oo betleuten sollen. Die 
bei den betracbteten Functionen eintretenden Zahlwerte der v fassen 
wir in der Tabelle zusammen 



^2 

^3 


2 

2 

2 

X{J) 

2 

3 

2 

W) 

2 

3 

3 

KJ) 

2 

3 

4 

m 

2 

3 

5 

<a(J) 

2 

3 

oo 

CD (A) 

CX5 

oo 

oo 



*) Hiermit erklart sick die friihere (p. 56) Bemerkung, dass bei Darstellung 
der Perioden co ^ , cog als Functionen von I fiir die Umgebung jedes der singuliiren 
Pankte X = 0, 1, oo Logarithmen auftrotcn. 
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§ 17. Arteinteilung der Dreieeksfunctionen, 

In einem letzten Teile des yorliegendeii Ikapitels bringen wir jetzt 
unsere Untersuchung der Dreieeksfunctionen dadurcb zum vorraufigen 
Absclilufsj dafs wir das Symmetriegesetz tbatsachlicb ausbeuten, um 
uns aus einem ersten vorgegebenen Dreiecke mit den Winkeln 

durch Vervielfaltigung diejenige Figur lierzustellen^ die alle 
wesentlichen Bigenscliaften von s{a, 7 /; J) zur Ansckauung bringt. 
Hier soil nun freilicb nielit jedes mbgliclie Zablsystem fur zu- 

gelassen werden; wir sondern vielmehr nur diejenigen 5 -Functionen zur 
naheren Untersuchung aus, deren inverse Functionen J{s) eindeutig sind. 
Da ist es eine erste Bedingung, die wir fordern mils sen, dass sich 
die Dreiecke bei ihrer Vervielfaltigung glatt um ibre Ecken herum 
anordnen. Sie sollen also die Umgebungen solcher Ecken einfaoh und 
ohne mit einander zu eollidieren bedecken, wie wir dies von der 
Oktaederteilung her gewohnt sind. Wir wollen sogleich diese For- 
derung in eine Bedingung fur die Zahlen a, j(5, y umsetzen, welch' 
letztere wir vorerst von Null verschieden voraussetzen. 

Betrachten wir zunachst die XJmgebung des Scheitelpunktes etwa 
vom Winkel ait, Wir durfen in einfachster Weise dessen Sehenkel als 
gerade voraussetzen; denn es ist sofort ersiclitlich, dass diejenigen Eigen- 
schaffcen der Dreiecke, um welche es sich hier handelt, sich auf kreis- 
verwandte Figuren invariant iibertragen. Sollen wir nun vom so ge- 
dacliten Ausgangsdreieck aus, wenn wir es um den Scheitelpuiikt des 
Winkels cctc herum vervielfaltigen, thatsachlich nach ciwYicdigem Um- 
kreis zu diesem namlichen Dreieck zuriickgefiihrt werden, so ist oifeu- 
bar die einzige Bedingung daffir diese, dass die Zahl a ein rationaler 
Bruch mit dem Zahler 1 ist: 

2 . 

In der That wird fur einen solchen Wert von a der Scheitelpunkt 
des Winkel a^t im Mittelpunkt eines Krauzes von 2v^ abwechselixd 
symmetrischen und congruenten Kreisbogendreiecken liegen, welche 
die Umgebnng dieses Mittelpunktes vollstandig unci einfach bedecken. 
Vollig analogen Cbarakter tragt, wie scbon angedeutet, die entspringende 
Figur bei allgemeinerer Lage des Kreisbogendreiecks, nur dass dann an 
Stelle der elementaren Symmetrie* und Oongruenz der 2v^ Dreiecke, 
allgemein zu reden, indirecte und directe Kreisverwandtscbaft tritt"*’). 

Indem wir die Giiltigkeit dieser tJberlegung sofort auch auf ^ 

*) Zur Veranschaulicliung der gescMlderten Verbaltnisse dienen die oben 
beuutzten wie die sogleich mitzuteilenden Figuren. 
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uiicl y auscleliuen^ entspringt cler Satz: JLine s-FiincUon, derm Inveriio 
Function J{s) eindeutig ist, hat noticeiuVfj die Form des vorigen Faragrapheni 

C>) h h 

Dass aber aucli jede 5-Puiictioii dieser Gestalt eine eindeutige iuyerse 
Function J"(s) bat^ werden wir im Laufe der naclisten Paragrapben 
erkennen, Derselbe Satz gilt aucb nocb, wie wir erst weiter nnteii 
zeigen^ wenn man nnendlicb grosse Werte der v zulasst. Yon hier 
aus wird dann die am Scblusse des vorigen Paragrapben besprocheue 
Ersebeinung ibre riebtige Wiirdigang erfabren. 

Indem nun unsere weitere Betraebtung auf die 5-Punctionen (1) 
d. i. auf die partikularen Losungen von (5) p. 63 eingescbraiikt bleibt, 
begriinden wir eine Einteilung derselben in drei Arten auf folgende 
Weise. Ziir ersten Art rechnen toir die s-Fnnetionen (1), filr ivelclie 

‘ V, ‘ Vj 

ist; fiir die Mveite Art soil diese Snmme gleich 1, filr die dritte Idelner 
als 1 sein. Es ist zweekmassig, das erste Dreieck sicb jederzeit so 
gelagert zu denken, dass es zwei gerade Seiten bat. Wir konnen als- 
dann an diesem Dreieck unsere Arteinteilung sebr leiebt ebarakteri- 
sieren. Im ersten Palle wire! die dritte Seite des Dreiecks ihre concave 
Kriimmung dem Innern des Dreiecks zuwenden, im dritten Fall da- 
gegen ibre convexe, wabrend ein zur zweiten Art gebSriges Dreieck 
gedaebter Form geradlinig ist. 


§18. Die s-Functionen erster Art. 


Man zeigt leiebt oder entnimmt aus „Ikos.^^ p. 117 u. f., dass die 
einzigen Losungen von 


- + - + 1 
'll • « • nt 


in ganzen Zablen v die naebstebend tabellariscb zusammengestellten sind: 




^3 

2 

2 

n 

2 

3 

3 

2 

3 

4 

2 

3 

5 . 


Wir baben sonacb den Satz: JDie s-Fiinctionen erster Art sind identisch 
mit dm Irrationalitdten der reguldren Kdr;per*), Fiir die erste der vier 

*) Halt man an den bestimmten Gleichungsformen , die in ,;Ikos.“ als Defi- 
nition dieser Irrationalitdten gegeben werden, fest, so wird der Satz des Textes 
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aufgeschriebenen ilbglicbkeiten haben wir bereits im Anfaug des Kapitels 
zwei Beibpiele gehabt'^J (ji = 2, 3); imd ebenso ist dortselbst der 

dritte Fall s(4-, T’ erledigt. Es erubrigt den zweiten 

imd vierten Fall nocli dureli Figuren zu erlaiitern, wobei wir immer 
das Ausgaiigsdreieck mit zwei geradlinigeu Seiten versehen. 

Tom Dreieck mit den Winkeln f-, f- kommen wir zu der in 

Fig. 28 dargesteilten tjberdeckung einer complexeu Ebene, deren Vari- 
abele wir | nenuen. Durch zweckmassige Projection auf die Kugel- 




Fig. 29. 


Fig. 2S. 

oberflache entspringt die Tetraederteihmg derselben, welcbe Fig. 29 wieder- 
giebt. Die |-Ebene ist, wie man sielit, von einem Complex von 2-12 
Dreiecken einfach uberdeckt. Es folgt daraus: Die Function 

ist eine algebmisclie Function 12^®“ Grades^ deren inverse Function 
eindeutig und also rational ist, Bei der Orientierung der Dreiecksteilung 
in der g-Ebene, wie sie in Fig. 28 vorliegt, haben wir 

(1) J:J^ 1:1 = + 8)^ : (g« - 20 g" — 8)" : 64(§3 — If, 

welche Form der TetraedergleicMmg durch die Substitution: 

(2) — > - , ir = 4 

z,V‘l + V3 1-1 -|/3’ ‘T 

aus Formel (61^) in „Ikos^^. p. 60 

in pr'aciserer Fas sung lauten; Die s- Functionen erster Art sind irgendwelche 
Jineare Functionen der Irrationalitdten der reguldren Korper, 

*) Cber die Bedeutung des Grenzfalls w. = oo vgl. man „Ikos.** i7, 128. 
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if: Z- 1 : 1 = - z/f: - l-2VS + g./)y 

:(2,‘ + 21/3VV — 

hervorgeht. 

Endlich fiihrt die Vervielfaltigung des Dreiecks mit den Winkeln 



Kg. 30. 


Y; Y, ~ auf die in Fig. 30 dargestellte tJberdeckung der g-Ebene 

mit 2 • 60 Kreisbogendreiecken, die auf die Kugel projiciert in Fig. 31 
die IJcosaederteilung bervorbringen. Somcli ist g(J) eine algebraisclie 
Function 60®*®“ Grades von J mit inverser ratiomler Function Die 
stattfindende Relation ist die Ikosaedergleicliung^) mit der Form: 

J : J -- 1 : I ==* (— — t^) - 494 ^^ 

: - (V® + 1 + 522 (5^5 f') — 10005 

: 1728 + 1 U" — 1)^ 

*) Of. „Ikos.“ 1. Kap. 2 §§ 13, 14 
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Iiideui wir vorgreifeii<l bemerken, dass die zur zweiteii uud dritten 
Art gehurigen Dreieeke bei der Vervielfaltiguug stets zu unendlicli 
vielen neuen Dreieckeu luliren, konnen wir den Satz aufstellen: Die 



Pig. 31. 


s~FitncUonen erster Art oder die Irrationalitdteu der reguldren Korjjer 
sind die einsigen s-Functionen^ welcJie algcbraische Functionen von J 
mit rationalen inversen Fiinctionen darstell&n. 


§ 19. Die 5-Punctionen zweiter Art. 
Losungen der Gleichung 



in ganzen ZaUen ^3 giebt es iiberbaupt nur drei, die wir wieder 

tabellarisch aufstellen: 



Die bezllglichen Ausgangsdreiecke konnen^ wie wir sclion sagtoii, gerad- 
linig angenommen werden, und wir gelangen so zu den drei in Fig. 32 
dargestellten tJberdeckungen der Ebene. 

Die gegenwartigen Falle sebliessen sich an die soeben besproebenen 
insofern an, als aucb jetzt die Dreiecke die gan^e s^Ehene einfach und 
vollstdndig bedecken. Das Neue ist, dass bier zu diesena Zweek eine 
unendliche Anzabl von Dreiecken erforderlicb ist. Eine gauz besoiidere 
Rolle spielt der unendlicb feme Punkt der s-Ebene, und wir mogen 
ihn desbalb der Ansebauung nocb zuganglicber inacben, indem wir zu 
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einer kreisverwanclten Figur ubergelien, bei cler er in die endlicbe Lage 
cles Punktes P gelangeu soil. Fiir diesen Fall ist das gegebene Aus- 
gangsdreieck von vrirkliclien Kreisen be- 
grenzt, die alle dm diirch den PunJct P 
geJien, Wie wir dann aucb immer bei 
der fortsehreitenden Bedeckang der s-Ebene 
mit Kreisbogendreiecken neue Grenzkreise 
durcb Spiegelung hervorrufen, stets werden 
dock diese letzteren wieder durcb den 
Piinkt P bindurcblaufen. Dabei ist das 
Spiel der entstebenden Figur ein solcbes^ 
dass sie nacb und nacb anwacbsend sicb 
von alien Seiten jenem gedachten Punkte 
annabert. So lange aber eine endlicbe Zabl 
von Spiegelungen vorgenommen ist, bleibt 
immer nocb ein endlicber Bereicb um den 
Punkt P, der von Dreiecken frei ist. Erst 
dwell eine imendliche Edge von Dreiecken 
tverden tvir P rings erreiclien konnen imd 
seine Umgebung voll und einfach hedecken. 

Dabei mlissen die Dreiecke in ihren Dimen- 
sionen gegen den Punkt P bin, falls derselbe 
im Endlicben liegt, unendlicb klein werden; 
denn in jeder noch so Meinen Umgebung 
von P liegt eine unendlicJie Zahl von ihnen, 

Eiue s- Function zweiter Art ist so- 
nacb unenddicli vieldeutig von J abbangig, und ibre inverse Function 
J (s) ist mar eindeutig, aber transcendent Der Punkt P ist ftir J (s) ein 
wesenfUcJi singular er Funkt; denn J{s) nimmt in jeder nocb so kleinen 
Umgebung von P jeden complexen Wert unendlicb oft an*). 

*) Die bier besi^rocbenon ${J) und ibre inversen Functionen J{s) sind, falls 
man die Dreiecke geradlinig annimmt, sehr bekannt. Alsdann ist namlicli J{s) 
eine eindeutige doppelt-periodische Function ihres Argumentes, wie man denn 
sofort aus don Dreiecken der Figur en 32 beziiglicbe Periodenparallelogrammo auf- 
baut. Die Gestalt dieser Parallelogrammc ist dabei in jedem Palle eine ebarakte- 
ristische. Function s(/) erscheint sonacb in diesen Fallen als elliptiscbes Integral 
erster Gattung, desseu obere Grenzo J ist, wahrond seine absolute Invariante je 
einer festen Zahl gleiob ist. Fur letztere bereebnot man in den drei Fallen 
bez. 0, 1, 0. 
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§ 20- Die 5 - iFanctionen dritter Art. 

Alle unendlich yielen in den beiden vorigen Paragraphen nocli 
niebt genannten Tripel ganzer Zahlen definieren 5- Pune- 

tionen dritter Art. Bei ibnen werden wir durch das Sjmmetriegesetz 
zu vollig neuen Ergebnissen gefuhrt, die nm so mebr interessieren 
miissen, als ja die beiden spaterhin besonders in Betracht kommenden 
s-Pimetionen €o(A) solcLe der dritten Art sind. 

Versieht man voriibergebend ein vorgegebenes zur dritten Art ge- 
boriges Dreieck, ftir welcbes wir zunachst an der Voraussetzung end- 
licber festbalten, mit zwei geradlinigen Seiten, so ist die dritte Seite, 
wie wir sebon bemerkten, gegen das Dreieck convex gekriimmt. Es 
giebt infolge dieses letzten Umstandes einen bestimmten reellen Kreis 
der Ebene, der die drei Grenzlinien des Dreiecks unter reebtem Winkel 
sebneidei Dieser Kreis, der sogleicb die grosste Bedeutung gewinnen 
wird, soli der Orthogonalkreis beissen. Indem wir von diesem Ausgangs- 
dreiecke jetzt zu einer beliebigen kreisverwandten Pigur ubergeben, 
bleiben diese Verbaltnisse offenbar invariant, und wir sagen demnacb: 
Jedes mr dritten Art gehorige KreisiogmulreiecJo iesiM einen einsigen 
reellen Orthogonalkreis^). 

Jetzt zerlegt jeder einzelne Grenzkreis des vorgegebenen Dreiecks 
die Placbe des Ortbogonalkreises, in dessen Innerem wir das Dreieck ge- 
legen denken, in zwei sicbelfdrmige Bereicbe, welcbe bei Spiegel ung an 
jenem Grenzkreise mit einander permutiert werden. Es entspringen daraus 
die beiden boebst wiebtigen Satze: Durcb Inversion nacli dem Symmetrie- 
gesetz erbalten wir aus dem ersten Dreieck ein zweites, das mit jenem den 
Orthogonalkreis gemeinsam bat und gleicbfalls im Innern desselben liegt. 
Wir schliesseu sofort: Wie weit man ancli den Vervielfdltigtmgsjgrocess fort- 
setsen mag, alle entspringenden Dreiecke haben wieder den ndmliclien Orthogonal- 
kreis wie das erste und alle liegen mit jenem ersten im Innern dieses Kreises, 

Wir haben spaterer Anwendung wegen besondere Veranlassung, die 

s-Function T5 betraebten, und die ibr entspreebende 

Pigur ist in 33 begonnen. Der aussere Kreis ist der Orthogonalkreis, 
und nun tritt die merkwiirdige Ersebeinung ein, dass, in weleber Rich- 
tung wir die Inversion der Dreiecke von der sebon gewonnenen Pigur 
aus weiter fortsetzen mbgen, wir freilicb immer neue Dreiecke er- 
halten, aber dock den Orthogonalkreis niebt tibersebreiten werden. Je 
naher wir v ielmehr dem Orthogonalkreise zustreben, um so mebr 

*) Fur ein Dreieck der ersten Art wird der Orthogonalkreis imaginar, fiir 
ein solobes der zweiten Art zieht er slob als unendlich kleiner reeller Kreis auf den 
Funkt P zusammen, in welchem sicb die Seiten eines solchen Dreiecks kreuzen. 
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werden die neu entspringenden Dreiecke zusammenschrumpfen, so dass 
alle Bocli im Innern des Kreises Platz finden. Dabei ist es von grosster 
Wicbtigkeitj dass jcdes in endllclier Untferniing voni Orfliogonallcreis ge- 
legene Dreieclz auch eine endliclie Grosse hat Wir seben dergestalt: In 



Fig. 33. 


jeder noch so Meinen endlichen Entfemung vom OrthogonolJcreis ist das 
Spiel der entstehenden Ereieche genau das ndmliclie, das wir lei dm 
grdsseren Breieckm in der Mitte des Orthogonalkreises vor Augen sehen. 
Immer wieder werden sich die Dreiecke glatt an einander reihen und mit 
wacJismder Amahl das Innere des Orthogonalkreises mehr und mehr volh 
sfdndig und einfach ledeckm, Nur erst in unendlicher Nahe jedes PanMes 
vom Orthogonalkreise werdm die Dreiecke, die sich hier in tmendlichen 
Mmgm von aUen Pichtungen aus dem Innern dieses Kreises ^usammen- 
drdngen, in ihren Dimensionen unendlich Jclein. 

Die sehr raerkwdrdige so erhaltene Dreiecksjdgur sehen wir nun im 
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Sinne von § (p.65); als Ersatz der Riemann’sclienFlaclie fiir s ^ ~ 

an und Tvollen die Fundamentaleigenscliaften dieser Function und ihrer 
inv ersen aus derselben ablesen. Wir seben sofort: Es ist s(J^ eine 
unendlicli vieldeutige Function von deren inverse Function J (s^ zu- 
folge der einfaclien Uberdeckung des Innern vom Orthogonalkreise 
eben in dlesem Innern eine eindeiitige Function Hires Argumentes ist. 
Sie bat dabei in jedem Bereicb, der im Innern des oft genannten 
Kreises liegt und seiner Peripherie nirgends unendlich nahe kommt, den 
Cbarakter einer rationcden Function^ indem sie nur in der endlicben 
Zabl der Dreiecksecken dritter Art, welcbe auf jenen Bereicb entfallen, 
unendlicb wird, und zwar je algebraiscb a/g-facb. Indem aber je zwei 
benacbbarte Dreieeke der Teilung ein conformes Abbild der e7-Ebene 
liefern, wird J(s) in nocb so kleiner Umgebung eines auf dem Ortbo- 
gonalkreise selbst gelegenen Punktes jeden Wert unendlich oft an- 
nebmen: Der Ortliogonalkreis iildet eine iiherall diclite Folge von wesent- 
Hell singuldren FimMen fiir 

Definiert man J{s) fiir einen Bereicb im Innern des Ortbogonalkreises 
durcb eine Potenzreibe, so reicbt, wie man weiss, deren Convergenzkreis um 
den gewablten Mittelpunkt bis zum nacbsten TJnstetigkeitspunkte gerade 
beran. Bildet man jetzt analytische Fortsetzungen, so wird man sicb 
mit den Convergenzkreisen der weiterbin folgendenReibenentwicklungen 
zwiscben den gesetzmassig im Innern des Ortbogonalkreises liegenden 
Unstetigkeitsstellen YonJ(s) hindurcbwinden konnen. Aber diese Punkte 
liegen immer dicbter, je mebr wir uns dem Orthogonalkreise nabern 
und folgen auf einander in dessen grosster Nahe unendlicli dicbt. Wir 
scbliessen, dass die Convergenzradien unserer Entwicklungen bei An- 
naberung an den Ortbogonalkreis immer kleiner und kleiner werden und 
endlich in dessen grosster Nabe verscbwindend klein werden. Konnen 
wir sonach auch durch analytische Fortsetmng von J(s) dem Orthogonal- 
kreiseieliebig nahe kommen, so erscheint es immoglich ihn muberschreiten; in 
diesem Sinne beisst derselbe die naturliche Qrenze der Function J(s).^') 

§ 21. Die zu m{X) und (o(J) gehbrigen Dreiecksflguren. 

Die Betracbtung des vorigen Paragrapben umfasst formell die 
beiden von friiber her bekannten s-Punctionen c»(A) und o(</) nocb 

'^) Die kiermit entwickelten Besultate durften die interessantesten sein, 
welcbe Hr. Schwarz vermittelst des Symmetriegesetzes erzielt hat. Die Existeiiz 
natiirlicber Grenzen analytischer Functionen, welche bis dahin nur in einzolnen 
Fallen bemerbt worden war (vgl. beziigliche Angaben in Schwarz’ p. 94 genannter 
Arbeit), wird hierdurch zu einer in alien Einzelheiten anschauungsmassig verstilnd- 
lichen Thatsache erhoben. 
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iiiclit init, da vriv zur Yereinfacliung der Ausdrucksweise vorlanfig die 
gaiizen Zalilen Vi als endlieh voraussetzten. luzwisclien bleiben doch 
fiir uneudliclie v uud insbesondere fiir jene beiden uns spaterbin zu- 
meist interessierenden 5-Functiouen dritter Art alle wesentlicben so- 
eben gewonnenen Anscbauungen bestehen, was wir zuYorderst fiir 
cj(Z) = s(0j Oj Oj A) zeigen. 

ifehmen wir in einfacbster Weise das An s gangs dreieck mit den 
drei Winkeln 0 als gleicbseitig an, so ist sogleicli evident, dass der 
dem Dreieck umscliriebene Kreis Ortbogonalkreis wird. Hier zieben 
sicli also die Spitzen des Dreiecks bis zum Ortbogonalkreise lierau, 
und es wird, sofern wir nun den Vervielfaltigungsprocess vor sicb 
gelien lassen, ersichtlicb 
jedes neu erzengte Dreieck 
seine drei Spitzen zum 
Ortbogonalkreise senden. 

Ubrigens gescbiebt das 
Anwacbsen des Dreiecks- 
complexes bier nocb sebr 
viel durcbsicbtiger, als in 
den Fallen endlicher wie 
die nebenstebende Fig. 34 
bezeugen wird. Bi-ecben 
wir den Process nacb Er- 
zeugung einer endlicben 
Zabl YOU Dreiecken ab, 
so baben wir vollstandig 
und einfacb das Innere 
eines Bogenpolygons mit 
Dreiecken bedeckt, wo in der Kette der Grenzkreise des Polygons je 
zwei benacbbarte einander in einem Punkte des Orthogonalkreises 
beriihren, wabrend sie alle auf dem gemeinsamen Ortbogonalkreise 
senkrecbt steben. Jede weitere Spiegelung reibt ein neues Dreieck 
zwischen dem spiegelnden Kreise und dem Ortbogonalkreise der scbon 
gebildeten Figur an. Nach und nacb erscheint der Ortbogonalkreis 
immer dicbter von Spitzen der Dreiecke iibersaet, und in der fertigen 
Figur strablt von jedem solcben Punkte des Orthogonalkreises ein 
Packer von unendlich vielen neben einander angereihten Dreiecken in 
das Innere der Figur binein. 

Wir verweilen nicbt beim Beweise des elementaren Satzes, dass 
jedes Kreisbogendreieck, dessen samtliche Winkel verschwinden, mit 
dem gerade zum Ausgangsdreiecke gewahlten gleicbseitigen Dreiecke 
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kreisverwandt ist. Auf Grund dieses Satzes ist insbesondere die zu 
gehorende Figur mit der in Fig. 34 gegebenen kreisverwandt. 
Wir baben also far die inverse Function vor alien Dingen: A((n) 

ist eine ebideutiffe Funcfio}i von o, die jedocJi- eine Icreisfomige natlhdiche 
Cryciize^^ ) littty iihey welclie lihiiiher wiv die Function niclit fovtsetzen 
lionnen. In jedem Bereicli im Innern der natlirlicben Grenze, welcher 
dieser letztern nirgeuds unendlicli nabe kommt^ bat A(a)) defn CliaraMer 
einer ganzen Fmictioni in der That liegen ja die Unstetigkeitspunkte 
unendlicb diebt gescbaart samtlich auf dem Orthogonalkreise. 

Letzten Endes baben %vir einen sehr bequemen Ubergang von 

Pig. 34 zum Kreisbogendreieek*'*'*) mit den Winkeln 0. Wir 

werden im ersten gleiebseitigen Dreieek der Pig. 34 die drei Hohen 



3Pig, 85. 

ziehen und baben dasselbe dann dergestalt in secbs Kreisbogendreiecke 
zerlegt; die gerade die beabsicbtigten Winkel y; 0 aufweisen. Diese 

**•) Die insonderheit die reelle co-Axe ist^ wie sich sogleiob zeigen wird. 

**) Cf. Klein, Amtlicber Bericht der Natnrforscberversammlung zu Mfinoben, 
1877 (p. 104), wo dieser tibergang zum ersten Male geschildert ist. 
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kuunen dann tliatstielilicli naen dem. Symmetriegesetz als aus eiuem 
einzigen derselbeu liervorgegangen gedacht werden^ indem ja je zwei 
benaclibarte obne -weiteres beziiglicli ihrer gemeinsamen Seite sym- 
metriscb sind. Der Vervielfaltigungsprocess auf die neiien Dreieeke 
angewandt mx’cl dann ersiclitlich das Eesultat baben, dass eine analoge 
Uiiterteiliing in seeks Dreieeke fiir jedes Dreieck der Fig. 34 statt- 
findet, und wir werden dergestalt zur Fig. 35 gefiikrt, deren weitere 
Eigenart nack den voraufgekenden Erorterungen wokl sofort ver- 
stilndlick ist. 

Sickerlick ist nun wieder die zu co(J) gehorige Pigur mit der 
gezeickneten kreisverwandt und, uni erstere selbst zu gewinnen, braucken 
wir nur auf den in § 16 begriindeten Satz zuriiekzugehen, dass der 
Ausgangszweig co(J) die positive J-Halbebene auf ein Kreisbogen- 
dreieck abbildet, dessen J" = 0, 1, oo entspreekende Eeken bez. nacb 
o == Q, iy OO fallen. Geken wir also von Fig. 35 zu einer kreisver- 
wandten Figur, in der das Ausgangsdreieck die solckergestalt angezeigte 



Lage hat, so kommt Pig. 36, in der nun*') der Orfhogonalhreis mr rcellcn 
(o-Axe geworden isty wahrend die positive m-Halheiene luclimlos tmd 
cinfach von Kreishogendreieclien bedecht ist. Da haben wir jetzt den 
Ersatz der Riemann’sehen Flaclie fiir co(J’) vor Augen, den wir zu 
Anfang dieses Kapitels in Aussickt nahmen, und sehen, wie sick die 
am Scklusse des vorigen Kapitels fiir diese Function gegebenen Satze 

*) In Ubercinstinamung mit dor sooben fiir 1 (£d) gemackten Bemerkung. 

Kloixi-Frioko, MndiiKiinctioTion. 8 
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auscliaulich darlegeu. Insouderlieit aber baben wir dem vorigeu Eapitel 
gegeufiber die ne^uen liesultate: Die inverse Function J{po) ist eine ein- 
ileidige tncnscendaite Function von co, icelclie in der gansen positiven 
(a-JIaTbebene, dber nirgendwo sonst existiert. Die reelle Axe ist natiirhclic 
Grenze fur J(p). Irgend zwei neben einander liegende Dreieeke der 
Fig. 3(3 geben, wie wir wissen, ein vollstandiges Abbild der J’-Ebene. 
Zieben wir dann nocb vom vorigen Kapitel den Satz her an, dass es 
iusbesondere die ganszahligen S-ubstitutionen der Determinante 1 


fl) 


acQ + (3 


ad — = 1 


sein mtissen, welche die Kreisverwandtscliaffc gleichartiger Dreieeke in 
Fig. 36 vermitteln, unci dass gerade auch die Gesamtheit dieser Sub- 
stitutionen in der Figur zur Geltung kommen muss, so entspringen 
die fandameiitalen Resultate: o/ndCTi hei Ajiisfiilivwig det Suh- 

stitutionen (1) seinm Wert nicht, und zwei Werte von icelclie denselhen 
Wert von J liefern, sind diirch eine Siibstitution (1) verlunden. Es sincl 
das Satze, auf die wir uocli wiederbolt zuriickkoinmen werden. 

Die vom zweiten Kapitel lier bleibenden Fragen in Ansebung des 
Wesens der Function co (J) und ibrer inversen Function J ( 03 ) baben sicb 
nun gelost, und indem wir in alien wahrend der bisberigen Bntwicklung 
ttberbaupt betraebteten Grossen Dreiecksfunctionen specieller Art er- 
kannten, baben wir mit deren grandlicber Besclireibung in diesem 
Kapitel einen ersten Abscbluss unserer Untersuebung erreiebt. Es 
gilt, nunmehr auf dem gewonnenen Grunde diejenigen Problemstellungen 
zu entwickeln, deren Erledigung der Inbalt aller nocb folgenden Be- 
traebtungen sein soll^j. 


**) Wir fugen bier nachtraglicb nocb einige Bemerkuagen fixr die Betracbfcung 
der s-Functionen auf der Kugeloberflacbe an (cf. Fussnote p. 93), da sicb vermoge 
derselbeu die obeu getroffene Arteinteilung dieser Fuactioaen besonders einfacb 
kenuzeiebuen lasst. Nacb stereograpbiseber Projection der zu eiuer einzelneii 
s- Function gehorigen Teilung auf die Kugelflacbe ersebeint letztere ganz Oder 
teilweise mit einer Teilung in Kreisbogendreiecke ubei’deckt, deren Seiten wir 
uns duxch Ebenen ausgesebnitten denken wollen. Die drei dem einzelnen Dreieck 
dabei zugeborigen Ebenen bilden eine dreiseitige Ecke und die zwei benaebbarten 
Dreiecken entspreebendeu Ecken baben eine Seite und den Scheitelpunkt gemein. 
Eben dieser Punkt wird dann ersicbtlicb fur alle ubrigen den Dreiecken der 
Teilung entspreebenden dreiseitigen Ecken den Scheitelpunkt abgeben, und nun 
baben wir den einfacben Satz: FUr die s-Functionen erster Art liegt dieser gemein- 
same ScheitelpunJct im Innern der Kugel, fwr die zioeite Art auf derselben, endlicli 
fur die dritte Art ausserhalb derselben. Im letzten Falle ist der Berdbrungskreis 
des dem gedaebten Punkte zugebOrigen Tangentialkegels die natiirlicbe Grenze, 
Fiir co{J) kommen wir si^ater auf diese Yerhaltnisse nochmals zariick. 



Viertes Kaj)itel. 

Eiitwieklung der Begriffskestiminnngeii mid Grundprokleine einer 
Tlieorie der elliptisclien Modulfunctionen. 

Unter den besonderen im vorigen Kapitel betraehteten Dreiecks- 
functionen haben diejenigen der ersten Art als Irrationalitaten der 
regularen Korper in „Ikos.“ eine eingebende Beliandlung erfahren, 
walirend diejenigen der zweiten Art als besondere elliptiscbe Integrate 
erster Gattung sicb in die allgemeine Tlieorie dieser letzteren ein- 
ordnen lassen. Demgegeniiber bieten die Dreieeksfunctionen dritter 
Art noch ein weites Feld eingehender Untersucbung, bei der man 
wiederum die Gesicbtspunkte mit Erfolg beranzieht, welcbe bei der 
ersten Art massgeblicli gewesen sind. Unter den Dreicksfunctionen 
dritter Art bietet aber g>(J) die mannigfaclisten und am leiclitesten 
znganglicben Beziebungspnnkte zu sonstigen ausgebildet vorliegenden 
Teilen der Matbematik. Die Aufgabe, die wir uns bei dieser Sacb- 
lage s teilen^ ist die, fllr die Functim 

T- h^) 

cine JBeliandlimg mi versnclienj ivelche in Anseliung aller grmidlegendm 
GesiclitspunMe an der in gegebenen Tlieorie der IrrationaliUiten 

der regulareyi Korper ilir Modell finden soil. Als Prototyii dieser 
Irrationalitaten betraebten wir diejenige des llzosaeders: 

und es ist die Absicht des vorliegenden Kapitels, ans den Vergleicb- 
punkten der beiderlei Functionen co{J') und g(J) die Grundfragen zu 
entwickeln, um die es sicb bei unserem Unternebmen bandeln wird*^). 

Inzwiscben miissen wir vorab eine Reibe analytiscber Recbnungen 
durcbfiibren, um anf Seiten der Function m(e7) insoweit Material zu 
scbaffen, dass der in Aussicbt stebende Vergleicb obne Unterbrecbung 

In der That ist dieser G-esichtspunkt des Vergleichs von to nnd ^ fur Klein 
bei Ausftihrung seiner ersten Untersuchungen liber Modulfanctionen massgeblicb 
gewesen. 



T, 4. Allgemeine Tlieoiie der elHptisclieu Modnlfniictioneii. 

.lurchgefuhrt ’srerdeii kanu. Diese Reclmuugen verselien uns zugleick 
mit wichtigeii Aufseliliissen fiber wecbselseitige Bezielnuigen unter den 
(Trosseii r/,, //g, 


§ 1. Die Legendre’sehe Relation. 

Es handelt sicli znvorderst urn die Ableitung der sogenannten 
Legendre’ sclieu Relation, welebe man bei einer grosseu Zalil analytiscber 
Entwickluiigeii zur Hand haken muss. Bezeicliuet man durcb, Qj, 
irgeud ein in-imitives Periodeupaar in normierter Form, und sind 
wieder — H,, — gerade wie p. 33, die fur die namlichen Periodeii- 
wege bereelineteii Perioden des Integrals zweiter Gattuug, so kennen 
wir aiis (4) p. 34 fiir diese Grossen die Relationen: 

1) ^’ == 3 (J+ 2) Q,- - 2 (J - 1) H, , 

dH 

24t7 (eP — 1) = 3tL Q a — 2 (t7 +2) Ha , 

in denen i, 7^' die Zalilen 1, 2 in einer beliobigen der beiden Folgen 
sind. Miiltiplicieren wir die Gleichungen (1) bez. mit 2 Ha und 3Q/ 
und addieren, so kommt: 

12J(J - 1) (S, + Ha. -jy) = 9 .7'Si — 4 ( J - 1 ) H, H, . 

Bei der Gestalt der recbten Seite bleibt ancli die linke boim Wcelisel 
von i und Ic unveriindert, so dass 

und daraus clureli Integration 

(2) ^ 1^2 — 22H1 == ^ 

folgi^ unter c eine von J unabliaiigige^ also numerisclie Grosso unci 

unter tii die den entsprechenden niclit norinierton Perioden verstanden. 

Zur Bestimmung von c gehen wir nochmals aaf die erste der Glci- 
chungen (1) zurucfc und denken dieselbe sowolil fur^’=l als filr i = 2 
aufgesclarieben. Diese beiden Gleichungen vereinen wir zur Elimi- 
nation der ersten auf ihren recliten Seiten stehenden Gliedor; wodurcli 
unter Benutzung von (2) 

dJ ~ 18J 

erhalten wird. Hior kann die linke Seite dureii Q./ erst'tzi. werdeii; 
wodurcli die Gleicbung 
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f 3 ) I'S Q./dco = c • -j = a d log J 

eiitspringt; an die wir aucli im folgeuden Paragraplion wieder au- 
kniipfeii. 

Um c zu bestiinmen, diirfen wir eiu beliebiges primitives Periodeu- 
paar sowic eiuen beliebigeii Wert von J lieranzielien. Nelimen wir 
das Aiisgangspaar und setzen J = oo, so ist zufolge (2) p. 51 und 
(5) p. 61: 

^2 = 27CiG) = — 3 log 12 — log J 

und also IS Q/rfco direct berecbnet: 

1 SQ 2 ^^^® “ log J. 

Der Vergleich mit (3) ergiebt c — 2i7t mid damii: 

(4) — (O2V1 = 2/3r, 

icelches die Legendrdsche Belation 


§ 2. Die rationale!! Invarianten ^ ^*1® Functionen 

der Perioden a? 2 . 


Um die rationalen Invarianten in ihrer Abhangigkeit von ojg 
zu studieren, geben wir auf die Fundamentaleigeuschaften von J(g>) 
zuriick^ wie sie im letzten Paragrapben des vorigen Kapitels er- 
kannt wurden. Unter Beibebaltung der dortigen Bezeichnungsweise 

differentiieren wir die Gleicbung J = J (p) nacb co uud be- 


zcicbnen mit J"' die Ableitung von J nacb seinem Argumente. 
kommt dergestalt: 


laca -f 

1 / 1 

dm 

(aa + P'\ 

1 ^ T' 1 

(aco + 

Vyco 4- dV 

lyco 4" 

' “ (y«> + «)“ ' 

lyco 4" 


Dividiert man durcb so kommt die wicbtige Gleicbung: 

p — J' (— tl) = A- 

(ya>i 4“ ^cog)® Vyco 4- d/ ©2^ ^ ^ 


( 1 ) 


Es 


EindeuUge homogene Fnnctionen der ieiden Varidbelen sollen 

Mnfort Fonnen heissen, womit wir uns der Bezeicbnang der Algebra 

nuf anscbliessen, Es ist daun also eineForml — 2)^®^ Dimension. 

Dieselle Ueibt 0 nfo 2 ge (1) lei aljen gmsmhligen Sulstitutionen: 


*) Man zeigt diesc Relation zumeist durcb AtigfiihruDg oines gewissen be- 
stimmten Integrals; man vgL dariiber die verbrciteten Lchrbucber tiber dieTheorio 
der elliptiscben Functionen. Die Ableitung des Textes findet sich wohl zuerst in 
Kummer’s Arbeit uber die hypergeometriscbe Reihe im Bande des Crelle’schen 
Journals. 
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\2) G>{ = ccajj + ^3^ = y C3i -f- d' OJg 

der Defermmante ad — — 1 tmverdndert^). 

Jetzt schreibe man in (3) § 1 statfc der normierten Periocle 

ihren Wert statt J den Quotienten sowie endlich statt c 

den inzwischen bekannt gewordenen Wert dieser Grosse. Jene Gleicliung 
lieisst dann: 

' ^ co^^dco TciA 

Erinnern wir nns tiberdies an die von (4) p. 15 her bekannte Re- 
lation: 

(4) 

so berecbnen sicli durch zweckmassige Combinationen von (3) und (4) 
fur die rationalen Invarianten g^, g^j A die Darstellnngen; 


( 5 ) 


^'2 = 1 

( ] 


\CO^^d CO J 

> BJ(1 — J) 


( 1 


g^ — ' 

\co.^^doi) 

' 27J^X-^J) 

A — < 

{ ) 

6 

ZJk \ 




Die Qrbssen g^j A sincl demnach eindeiitige homogene Fnnctionm 
odef', wie wir Jcurs sagen, Formm der ( — 4)*®“ be^. ( — 6)*®^ imd ( — 12)*®^ 
Dimension in cog? welche die Eigenschaft haben in sich ilber&ugehen^ 
tvenn man Og einer gammhligen linear en Siibstitntion (2) der De- 
terminante 1 unterwirft: 

g^iacDi + /?®2, + drag) =p'2(®i, ro^), 

(6) + /*®2J y®! + <^“ 2 ) = ®2)j 

A(a®i + /J®2, y®! + ^rag) = Af®i, rag). 


§ 3. I^nnetionaldeterminanten der Pormen ^ 2 * ffs* 

Bei dem Verbalten der ^ 2 , ^ 3 , A gegeniiber den o-Substitutionen (2) 
kann man diese Grossen aucb als transcendente Fimctionen von cb^, cog 
mit der Benennung von Invarianten belegen. Wir wollen dies Sach- 


'*■) Der eigentfimliclie Differentiationsprocess , der hier von c7"(co) zur Form 
fuhrte und bei Ulinliclien t^^bergangen spSiter ganz allgemein zur Verwendung 
kommt, ist von Era. Hurwitz angegebenj vgl. dessen noeh oft zu nennende 
Arbeit: „Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modulfunctionen 
und Dieorie der MuUipUcatorgleichimgen erster Stuff^% Math* Annalen Bd. XVIII 
p. 559 (1881), 
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verlialtnis geradezu cladurcli verwerten, dass wir auf unsere Formeu 
^ 2 ? A solche Processe anwenden, welche die Inyariantentlieorie filr 
die Bildang von Oovarianten gegebener Formen an die Hand giebt. 
Wir T^erden solcbergestalt entweder zu neuen Formen gelangen, die 
gleicbfalls gegeniiber den m-Substitntionen invariant sind, oder wir 
werden docb, wofern wir wieder anf ^ 3 , A gefiihrt werden sollteii; 
neue Kelationen zwiscben diesen Grossen gewinnen. Mogen in diesem 
Sinne zunachst Functiondldeterminanien irgend zweier unserer drei 
Formen untersucht werden. 


Wir merken uns vorab fur die nacbsten Keehnungen die drei aus 
dem EuleFschen Satze von den homogenen Punctionen entspringenden 
Gleich ungen: 




cg^ 

dcoi 


+ €0*2 






( 1 ) 


®1 


?g3 

dcoj^ 





d log A 


+ ®3 


d log A 

^£Og 


wobei die in der letzten Gleichung gewablte abweicbende Schreibart 
(die Einfiibrung von log A an Stelle von A) sicb weifcerbin als 

zweckmassig erweisen wird. Aus ^ entnehmen ^Yir durcb loga- 

ritbmiscbe Differentiation nocb bez. 

1 dJ 3 dg^ ^ log A 

J co^^dco dcoi do>i ’ 

^ dJ . ^ dg^ d l og A 

welcbe Gleichungen wir zur Elimination ihrer ersten Glieder recbter 
Hand vereinen. Indem wir dabei die Functionaldeterminante von 
und log A 



d log A 

d(o^ ^ 

d(o^ 


d log A 

d(o^ ’ 



abkiirzend durcb T{g^, log A) bezeiohnen, kommt unter Benutzung 
von (1): 


^g^ dtf 


(o^^dco 


= log A). 


Ersetzt man jetzt die linke Seite auf Grund von (3) § 2, so kommt 
als Darstellung von durch und, log A: 
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1 

1 

eg.. 

b log A 

ari 1 

1 CtD, ^ 

Cco^ 

36 ' 1 

\ eg, 

b log A 


i ’ 

d(o.. 


SO dass sicli in der That die Einfilhrung von log A an Slelle vou A 
als iiiitzlieh erwiesen- hat. 

Dass die Dimension von T{(i^, log A) die ( — ist, komite 

man von vornherein angeben, wie sich denn auch sofort log A) 

imd Invarianten ( — 8)*®^ nnd ( — 12)^°^ Dimension er- 

weisen. Formel (2) regt die Vermntung an, dass anch diese Invarianten 
iiicht neii sind, sondern vielleicht auf nnd A zuriickkommen, die 
in der That gerade die riehtige Dimension besitzen. Das trifffc auch 
wirklieli zu, wie folgende Rechnung beweist. 

Durch logarithmische Differentiation von <7 — 1 == folgl: 

1 dJ cg^ d log A 

J — 1 co^^dco ^ Qz ^ 

_ ^ ^ log A 

J — 1 ^3 ^£0.3 Sa>2 ^ 

welclio Gleichungen wir erstlich zur Elimination ihrer bciden ersteii 
Glieder rechter Hand verbinden. Es kommt 

-7?^^ l«gA) 

Oder : 

dg^ d log A 

da>i ’ 2oji 

3^3 3 log A 

3(»2 ’ dat^ 

111 sihulicher Weise findet sich gleichfalls aus den bciden soeben diirch 
logarithmische Differentiation von J — 1 = gewonncuou Glci- 
chungen; 

7^ ^ - iT %=> ft) - Z'fe. 1“S 

nnd darans nach kiirzer Rechnung: 

dg^ 

doO^ ^ dcOy 

dg^ dg^ ' 

3 COg ^ ^ tDg 

SO dass in der That alle drei Fimctionaldeterminantm auf umero Formen 
seV)st wieder mruchfilhrmi. 


(4) 


A = 




( 3 ) 




m 

2 
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§ 4. Die Perioden des Integrals zweiter Gattung als 
Funetionen von cOo. 

Bevor wir die Betrachtung des vorigen Paragraphen diirch Herein- 
nalime weiterer, Covarianten bildender Processe fortfiibren, sclialtea wir 
bier eine gleiebfalls sehr wicbtige Entwieklung ein, welcbe uns die 
Peiioden %, Functionen von cjj, kennen lelirt. Die erste 

der Di£ferentialgleicbangen (1) § 1 dividieren wir durcb und scbreiben 
zugleieh ca als unabbangige Variabele: 

1) - ■£■ i3(-f + 2) - Ij-j' 


Hieraus wollen wir bereclinen und ersetzen zu dem Encle die 
iiormierten Perioden in bekannter Weise durch die urspriinglichen und 

zudeicli J und -4^ diircli ihre Ausdriicke in und g^i 
^ a CO 


co^'^dco ~ g. 


18 6 
0^ ^1 


Man kann nun die Anderung do von a> dadurch herstellen, daws 
man cog allein anclert imter constantem Dabei ist dann 

d log 03,= d , ^ / , i/^\ _ __ 

dco co^ d ( 0,2 2ct)i \g ^2 Oa B(0^/ * 

SO dass wir 

(1) 6jr4(- 1^ - - 1^) = a>i^- - 6i;, 

'' J \ff2 So>t Oi ^ tj3 ^ Ui 

erbalten. 

Um den Wert der linken Seite dieser Gleicbung uoch in auderer 
Form zu erlangen, losen wir die Gleiobungen (1) § 3 paarweise nacb 
cji auf: 








log A) - - i 12 e* 


^<a.> 


Oder anders geschrieben 


Qjti 1 ^ 

0 0^. 

63t»|^ = 

0 0^2 


ISf/g®! + 25li(/2 


o , D * 3 log A 

4- 3n:% g^ — • 

Hieraus ergiebt sick sofort 

6jii (1 — i- 1^) = c ^ _ iScoj ^ — ai ^ - If— , 

\g^ Sojj (jFj 0o)j/ ^ ^ fl's Scoj 

so dass der Vergleicb mit (1) 

. 0 log A 

-- 3- ^ — 
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liefert. In vollia analoger Weise entwickelt man den Ausdruck lur 


nnd /i«^ (ladnrck dls Darstellung der 

(2; = 


ri 2 in Ablidngigheit von co^, a)^>: 
c log A 
dco^ 


7C% - 


Auf Grund dieses Ergebnisses wollen wir untersuchen , wie sicli 
7]2 andern, wenn wir g)^, cog einer ihrer ganzzahligen Substitution eu 
(3) o/ = acji + G)^ = ycOi + <3‘fi?2 

unterwerfen. Moge V 2 ' ubergehen, so ist^ da doch A bei 

Ausfubning von (8) unverandert bleibt: 




. d log A 

— 7C% — - ■ 


^70)2 ^ CCOj^ 

Sehen wir jetzt o/, (D 2 unabbangige Variabele an, so ist 
CO 1 = Sco/ — 0CO2 } — — y^i 


und man bat: 


d. i. 




dcos ^ 


d log A 

dCDg 


dco^ \ 

do>// 


Vl “ ^Vl + ^^2- 


In derselben Weise findet sicb man hat zusammenfassend: 

( 4 ) = cc 7 i^ 4- ^ ^2' =. yri^ 4- d^2. 

Die Perioden % erfahren lei Anwendung von (3) genwn die ncimliche 
SulsUtntion wie die cog, was man daJiin aiisdriicM, dass man sie mit 
Oi, (O 2 eogredient nennt^^). 


§ 5. Bereclinung der Hesse’schen Peterminante H (log A). 

Als Portsetzung der Betracbtungen von § 4 wollen wir jetzt iiocli 
die Hesse’scbe Determinante 

log A log A 

^ 0CO, BcOq 

log A log A 

doi>idf)D2 ^ doo^^ 

berechnen. Wir gehen zu dem Ende auf (1) § 1 zurtick: 


*) Yon bier aus gewinnt man durch (1) § 3 sofort die Legendre’scbe Relation 
wieder, 

Man vgl. auch die Definition der Cogredienz in „Ikos.*‘ p. 211. Dass 
ubrigens die beiderlei Periodenpaare eogredient sind, ware von vornberein selbst- 
verstandlicb gewesen, wenn wir in Eap. 2 statt mit analytischen Entwicklungon 
mit den Periodenwegen direct gearbeitet batten. Die Substitutionen der ©i, oo^ 
batten dann niebt eigentlicb Eigen schaffcen von © 1 , ©2 ausgesproeben , sondern 
vielmebr solcbe der Periodenwege. Diese abor waren fur die rj. gerade die 
namlicben wie fiir a>^. 


S{iog A) = 
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2AJ{J _ 1) ^ = 3 JQ, - 2{J + 2)H„ 
2AJ{J— 1) = SJQj - 2(J + 2) Ha, 


aus welclien Gleichungen wir die zweiten Glieder rechts eliminiereii. 
Es kommt imter Benutzung der Legendre^schen Relation 

Maclit man hier o zur nnabhangigen Variabelen und ersetzfc J und 
die H* aiif Grund der scbon gewonnenen Formein, so ist: 

log A > 

/ g log A y 
\ (o^ dco^J 


3^/2 


d log A 

go>i ^ 


die Folge der letzten Gleichung. 

Jetzt werde die Anderung da einerseits durcb partielle Anderung 
von das andere Mai durcb ebensolche von bervorgerufen. Dann 
spaltet sicb die letzte Gleicbung in die beiden: 


^02^1 


d log A log A , g log A g^ log A 


= + 


gcOg 

g log A g^ log A 


+ 


da>i gcoigoojj ^ 

g log A g^ log A 


g®2 gajjgcjOg gcO] 

woraus nun durcb Auflosung etwa nacb ^ 


gcos' 






dcO .2 
g® log A 


+ 


g*** log A\ 


^ dcoxdco^ *"2 gcOg^ ' 
entspringt. Aber ^ ^ ist bomogen von ( — 1)*®^ Dimension in coi, 

Og; so dass nacb dem EuleFscben Satze die rechts stebende Klammer 
gerade mit dem Factor 

dem wir durcb diesen Betrag beben, kommt: 

g® log A g® log A 

d(X>i^ ^ g(»lg00g 

g® log A g^ log A 
d<xiidco2 ^ dfo^^ 


^ ^ ^ der linken Seite libereinstimmt. In- 

gOa 


so dass aucb H (log A) wieder eine scbon bekannte Form ist. 

Als wicbtigstes Resultat der letztdurcblaufenen Entwicklungen fassen 
wir nocbmals zusammen; Von mimerischen Factoren abgesehen ist die 
Hesse' sche Beterminante von log A; dber die Fmctionaldetermmante 
von g^ und log A*). 

*) Dieser Satz wurde zuerst von Klein in einem Briefe an Briosohi dber 
Multiplioatorgleicbungen (vom 30. Dec. 1878) ausgesprochenj der betreffende Brief 
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§ 6. Abbildungen, durch co{J) tmd %(/) vermittelt. Ikosaeder- 
■and Modidgleieli-aiig. 

TndBQi wir uim beginuen, die beideii Fuuctioneu co(J') und 
luit einander zu vergleicben, geben wir zuvorderst uoebmals auf die 
conformeu Abbildungen des vorigen Kapitels znriick; denn bereits 
in diesera Betracht zeigte sicb die grosste Analogic zwischen den 
beiden in Rede stebenden Funetionen. Seide Jifale, sowoJil in der co- 
tcie in der %-Elem, tear ein von Kreislogen legremtes JDreiech confornies 
AbMd der eimelnen, etica der posUiven Mnlbehene J. Die Ecken der 
Dreiecke waren in beiden Fallen die Bildpnnkte von c7= 1, 0, oo; nur 
dass fiir das Dreieck der g-Ebene an diesen Stellen bez. die Winkel 

Ji. — stattfanden, wabrend im Dreieck der to-Ebene an den ent- 
2 ^ 8 ^ 5 

spreelienden Stellen sich die Winkel ^ einstellten, so dass der 

dritte Winkel geandert erscheint. 

Bei den soeben gekennzeiclineten Abbildungen ist aber nur je ein 
einzelner Zweig der vieldeutigen Funetionen Verwendung 

gekommen. Den tJbergang zu den Abbildern, wie sie durch die iibrigeu 
Zweige entsteben, gab uns beide Male das Gesetz der Symmetrie. Da- 
durcb kam die Teilung der §-Ebene in 120 Dreiecke zu Tags, wabrend 
sicb in der cc-Ebene die reelle Axe als natUrliche Grenze fur J{g)) 
dem weiteren Fortsebritt der Spiegelungeii entgegensetzte, nun aber 
die positive co -Halbebene mit unendlicb vielen Dreiecken liberdeckt 
ersebien. Batten wir somit in t(/) 60-wertige algebraische 

Function ihres Argumentes, so ist ifn Gegensatse da^u o?(e7^) ^inendlich 
meldmtig^ ein Umstand, der die Theorie dieser Function zu einer sebr 
viel beziebungsreicberen maebt, als diejenige von ?(«?") ist. 

In beiden Fallen sind aber die vieldeutigen Funetionen solclie, 
dsren inverse Funetionen eindeutig sind. Dabei ist J(X) eine rationale 
Function seebzigsten Grades, wabrend J (co) eine eindeutige transcendente 
Function von o ist,' die auf Grund der bei uns gewahlten Pestsetzungen 
nur in der positiven co -Halbebene existiert. Wir bezeiebnen durcli 
ij(f) den Ausdruck jener rationalen Function seebzigsten Grades 
von §. Dann baben wir als Gleichung seebzigsten Grades fiir J mit 
dem Parameter J die I'kosaedergleicliungi 

i?(0— J’=o. 

wurde in den Eendiconti del Istituto Lombardo (2. Jan. 1879) und siiEter Math. Ann. 
Bd. 15 p. 86 gedruckt (tJber MultipHcatorgleichungen). Die analyiiscbeu Entwick- 
lungen der drei letzten Paragrapben sind zuersfc vom Heransgeber durobgefiihrt. 
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Entspreelieiid sei F{coi) der A.nsdruck der fraglicheB transcendent en 
Function von (o (den wir im folgenden Kapitel tliatsaelilich her- 
stellen), so hilden v'ir fur cj die transeendente Gleiclmny mit dem 
Farayneter J: 

F(a>) - 0 

und stellen diese als ,,ModidgMclmng^^ der Ikosaedergleichiing parallel. 
An diese beiden Gleicliungen knupfen wir nun die Fortsetzung unseres 
Yergleiches an. 


§ 7 . Formentheoretisclier Vergleicli der Ikosaeder- und 
* der Modulgleicliung. 


Die Ikosaedergleicliung bekam in „Ikos." I Kap. 2 die Gestalt: 

(1) 1 : 1 = : 1728/*^(g„ &). 

Es waren dabei f, H, T die drei TIzosaederfornien, die wir in niclit- 
liomogener Form p. 105 reproduciert liaben. Diese Pormen stellen 

ganze rationale homogene Functionen der Variabelen gj? ^ar, in 

#• 

welcbe g = -^ gespalten wurde. Die Ikosaederformen batten die Eigen- 
«2 

scbaft, unverandert zu bleiben, wenn g^, gg einer der 120 homogenen 
Tkosaedersubstitutionen von der Determinante 1 uuterworfen wurden. 
Zwiseben den drei Ikosaederformen bestanden neben dor selbstver- 
standlicben Relation 

(2) 1728/*^ = T^ + H^ 
iiberdies nocb die beiden anderen: 


( 3 ) 






1 

d^f 

av 

121 

d*f 

0Y 





1 

Sf 

df 

ss. 

20 

dM 

dH 


was man alles in Kap. 2 von „Ikos." I nacbseben kann. 

Auf der anderen Seite kennen wir, der Gleicbung (1) entsprecbond, 
als Gestalt der Modulgleichung: 

( 4 ) J : J— 1 : 1 = Og) : Og) : Og), 

wo nun ^ 2 ; 93 J ^ in § 2 betrachteten eindeutigen bomogenen 
Functionen von co^ sind, die wir fortan als j^Modulformen^^ den 
Ikosaederformen gegenliberstellen. Dabei ist die Pundamontaleigenscbaft 
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disser ModuIformeU; dass sie ihreii Wert iiicht andern bei Anwendung 
ganzzaliliger liuearer Substitution en der Determinante 1 auf die Yaria- 
belen Substitutionen, die wir den Ikosaedersubstitutionen eut- 

sprecbend als die lio^nogciiQfi JMod^siibstitutioyiGn bezeiebuen werden, 

Zwiseben den Modulformen bestehen ausser der selbstverstand- 
lichen Relation 

21gi = A, 

die (2) entspricht, nocb eiue Reibe weiterer, die in den voraufgeben- 
den Paragraphen gewonnen wurden. Unter ibnen ziehen wir als (3) 
analog gebildet iusonderbeit diese beran 




! ^3 

log A 

log A 


V 

1 

gcOl* ’ 

SojSojj 

1« 

11 

3 


log A 

log A 



d 

DOj 0 Og ’ 







'i'aCc’u 

— 

Tti 

36 

j ^ log A 

d log A 




1 



Wie man siebt, wiirde die Analogie bier eine durcbgangige seiii; 
briicbte nielit docb das dritte Glied auf der rechten Seite der Modul- 
gleietiing eine Abweiebung. inzwiseben ist aucb diese nur sebeinbar, 
wie folgende tJberlegung zeigt. Die Ikosaederformen tragen in (1) 
solebe Potenzexponenten, welcbe je mit der halben Anzabl der ilire 
Terscbwindungsstellen umkranzenden Dreiecke tibereinstimmen; oder 
welcbe^ kurz gesagt^ mit den Zablen v in 

m-Ai;. -k’ 

identiscli sind. Fflr die Modulgleichung, bei welcber wir diese Ver- 
haltnisse sogleicb noch weiter verfolgen, sollte man aus 

I- 

nacb Analogie schliessen, dass in (4) reebter Hand die Bxponenten 
Bj 2f oo sicb zeigen miissten, was docb imr fur die beiden ersten 
Glieder der Proportion zutrifft. Inzwiseben bindert niebts die Modul- 
gleicbung in der Form zu sebreiben: 

(6) 27j,> : (l + 

und in der That erreicben wir dergestalt durchgangiges Entsprechen 
mit der Ikosaedergleicbung. WirMich ist es ja auch, wmn wir (3) und 
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(^5) 'vergleichen, gar niclit A, tvelcJies der Ikosaederform f entspricld^ 
sondern vlelmelir log A. Auf die Weise haben \vir zugleicli eine Be- 
grundung fiir die bereits in § B zu Tage getreteue Ersclieinung, dass 
unsere Pormeln beim Gebraucb von log A an Stelle von A einfaclier 
ausfielen. 


§ 8. Weiterer Vergleicli der Ikosaeder- und Modtilformen. 


Wir fuhren den Vergleieb. der beiderseitigen Pormen nocli nm 
einige Schritte vreiter aus und zielien dabei insonderbeit die Art des 
Verschwindens der Ibosaederformen in Betracht***). Die Form J 2 ) 

verschwand je einfaeli in den zwanzig Seiteninitten des Ikosaeders, 
welcbe von je seeks Dreiecken der Teilung umlagert waren. Es ent- 
spriebt dem 3 jetzt die Modulform fur welcbe wir die 

Darstellung kennen: 


( 1 ) 





3 * 7(1 — J) ‘ 


Auf Grund derselben wollen wir die Nullstellen von in der co-Halb- 
ebene bestimmen. 

Der Ausdruck (1) zeigt^ dass bei endlicb und niebt versebwindend 
gedaebtem die Form g^ jedenfalls f(ir alle solcbe Stellen der positiven 
(u-Halbebene endlicb und von Null verschieden ist, die niebt Dreiecks- 
ecken der ^Modulteilung^^ (Eig. 36) darstellen. Aber in den drei Arten 
solcher Ecken bedarf g^ der besonderen Enter suebung. 

Hier bereiten die Ecken mit versebwindender Winkelgrosse einige 
Scbwierigkeit, weil sicb jedes Dreieck der Teilung mit der so ge- 
meinten Spitze an die reelle Axe beranziebt (cf. Pig. 36), die docb 
gleicbmassig wie fiir J aucb fiir die Modulformen eine ununterbrochene 
Folge wesentlicb singularer Punkte darbietet. Wir Tcdnnm aber gleich- 
wohl auch in einem solchm JPunMe noch von einem be$timmten Werte von 
reden^ insofern wir uns ndmlich jenem FzmJcte ein fur alle Mai auf be- 
sUmmter Bahn nahern wollen (vorausgesetzt natiirlicb, dass bei dieser 
Annaherung einem bestimmten Grenzwerte zustrebt). Nabern wir uns 
z. ]^. dem wesentlicb singularen Punkte 0 — 00 auf der imaginaren 
Axe der positiven co-Halbebene, so gilt nacb dem Scblussparagrapben 
des vorigen Kapitels annabernd: 

log e7 + 3 log 12 = — 27Ci(0. 

Demgemass wird in der Grenze 


( 2 ) 




(dlogjy 

\ dco ) 


3(J— 1) 


4jt^ 

3 » 


^') Das Niiliero daruber ist in „T'.cos.** I Kai>. 2 § 13 entwickelt. 
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SO class hei cliesom Grenmhergang cncllich nncl von Null ver- 

SildeAen lleffjt 

Bei unserer eben geschehenen Annaherung liaben wir iins auf 
(ler Seite eines Dreiecks der Teilung der o-Halbebene bewegk Da 
aber alle Dreiecke dieser Teilung kreisverwandt sind, so kbnneii wir 
zu jeder auf der reellen Axe gelegenen Dreiecksspitze auf einer der oben 
gedaehten kreisverwandten Balm gelaugen imd finden dann mit Huclc- 
slcM auf das invariante Verhalten von g^ gegmiiiher den ModulsuhsUtn- 
fionen in der so erreicliten Spitm fiir diese Form denselben CliaraMer 
me hei co = ioo. 

Selir viel einfacher gestaltet sicb die tJberlegung fiir die beiden 
anderen Arten von Ecken. Stosseu im Punkte cjq vier Dreiecke der 
Teilung zusammen, so ist dort unter endliclier, von Null verscbiedener 
Constanten a in erster Annaherung*^) 

J — 1 = a{ca — cuo)- + • • •; 
woraus sich nacli (1) berechnet 

4 4a7r- , 

(3) coaVa = 3 -f- • • • 

Endlich niogen im Punkte Oq seeks Dreiecke zusammenstosseu; so 
gilt dort 

J = a (co — * * * 

und also wird 

(4) (DgVa = — coq) H 

Wir finden so den Satz: Die Modidform g.^ ist im Innern iiositiven 
a-Halbehene hei endlicJien Werten der cOg dnrdicms endlich und he- 
sit 0 t dortselhst unendlich viele einfache algehraisclie NullpnnMo^ niimlich 
alle die Stellen, die von je seclis Dreiecken der Teilung mnlagert slnd. 
Vermbge der Gleichung 

dehnen wir jeM diesen Sat 0 so fort auf g^ aus^ nnr class die einfachen Null- 
stellen dieser Form in den Ecken der Teilung liegen^ die von je vicr 
Dreiecken umringt sind. 

Schliesslich ist A — eben infolge dieser Gestalt im Innern 

der ca-Halhehene hei endlichen cog allenthalhen (mdliclh und von Nidi 
verschieden^ und es erweist sich cog^^A bei der oben zu Grunde go- 
legten Annaherung an eine Spitze der Teilung mit proportional: 


Inversion von (1) pag. 100. 
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(5) 



1 2«£co 

r728 ■ J ® 


SO dass A dort in demselben Qrade versehivindet, wie J unendlicli wird. 

Man erkennt in diesen Resultaten immer die entspreclienden Satze 
iiber das Versehwinden der Ikosaederformen iZ, T, f wiedei% wobei 
freilicb die Analogie durch den Unastand getrubt wird, dass sicb die 
Dreiecke der Modulteilung mit ihren Spitzen an die natiirlicbe Grenze 
heranzieben. Diese Complication :^llt bei den s-Functionen 



mit durchgebends endlicben v binweg, nnd wir bemerken bei dieser 
Gelegenheit nebenber, dass man die zuletzt gegebenen Entwicklungen 
obne Ausnabme auf jede solcbe 5 -Function ausdebnen kann. In der 
That sind von Halpben*-^) fiir jeden Fall jeweils drei Functionen auf- 
gestellt worden, welcbe insofern unseren bier diseutierten Formen- 
tripeln parallel geben, als die einzelne derselben nur je einfacb in 
der einen Art von Ecken der bezilglicben Teilung verscbwindet. 

Am glattesten fubren sicb diese Untersucbungen durch, wenn 
man, den homogenen co^, (»2 entsprecbend, s als den Quotienten zweier 
Grossen 5 i, 52 auffasst und nun mit den Variabelen 5i, 53 operiert. 

Der Differentiationsprocess des § 2 ergiebt dann Form 

2 )*®'' Dimension, welcbe genau die Rolle iibernimmt, die oben 
— — spielte. Wir erwabnen dabei nocb als allgemeinen Satz, dass 

ai^‘'^dco ^ 

sick J als Quotient zweier Formen der Dimension 


2 



darstellt, und in der That ist fur § bez. (» 



2 ^ 3 ^ 00 


— 12 


in Ubereinstimmung mit der bekannten Gestalt der Ikosaeder- bez. 
Modulgleichung. 

Wir miissen leider darauf verzichten, diesen interessanten Ver- 
gleichspunkten nocb weiter nacbzugeben. 


Of. Comptes Eeudus t. 92 (1881, I) p. 856. 


iCtein-IE'ricke, Modulfunotlonen. 


9 
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§ 9. Analogie in der functionentheoretisehen Behandlong der 
beiderssitigen I'ormenprobleme. 

In „Ikos “ I Kap. 3 wurde als Fundamentalaufga'be der weiteren 
Theorie diese aufgestellt: Es ist der Wert von J minieriscli gegeh&n, 
man verlangt aus der Etosaedergleichung die sugeliorigen Losungen 5 gu 
lesthmnen. Diese Aufgabe konnte dann anck in formentbeoretische 
Oestalt umgesetzt werden, wo sie als FormenproUem in naclistehender 
Weise zu fixieren war: Qegeben sind die nimierischen Werte der ITto- 
saederformen, Hirer Belatimi (2) § 7 mitsprecliend, man vedangt daratis 
die zugehorigen Losungssysteme fi, ^ zu hestinimen. 

Diese Aufgabe sprecken wir sofort auck ftir die Modulgleickung 
aus. Eas eine Mai ist J gegeben und die zugehorigen Losungen to der 
Modidghichuiig sind gesucht; heim ent^rechenden Formenproblem lidben 
wir die Modtdformen g^, ds, ^^rer Fetation g^^ — 27 gg^ = h. ent- 
sprechend, als gegeben anzusehen und suchm die zugehorigen Losungs- 
systeme Oj, Og. 

Die Ikosaederaufgabe wurde im weiteren Verlauf des eben citierten 
Kap. 3 mit functionentkeoretiscken Hfllfsmitteln in Discussion gezogen. 
Da gait es zuvSrderst, eine Beduction des Formenprdblems vorzunekmen, 
darin bestehend, dass man gj, gg nickt direct in Abkangigkeit von 
den /, H, T des Ikosaeders untersnckt, vielmekr an Stelle dieser drei 
Grossen zwei andere setzt. Das war eiuerseits die Form zweiter 
Dimension 

und zweitens J selbst. In der That konnten f, H, T in X und J 
rational dargestellt werden*), und nun war die Abhangigkeit der 
von X so einfach, dass sie sich direct mit YX proportional erwiesen. 

— Jl —A 

Demgemass waren ^ ^ Functionen von J alleiu; fiir deren 

Studium des weiteren die Thatsacbe massgeblich wurde^ dass sie 
Losungen einer linearen bomogenen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung waren, von der aus wir zu convergenten Potenzreihen etc. ge- 
langen konnten, 

Man wird bei dieser kurzen Skizze sich sofort aller analogen 
Satze aus denx vorletzten Kapitel erinnern, das in der That die 
functionen theoretische Discussion unserer „Modulaufgabe^^ in einer 
Gestalt darstellt, die den beziiglichen Ikosaederentwicklungen in alien 
wesentlichen Punkten gleicht. So batten wir, um nur einen Punkt 


„Tkos.“ p. 66 Formel (16). 
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herauszugreifen, auch oben eine Reduction des auf die to, beziiglichen 
Formenproblems vorgenommenj, indem wir coj, statt auf ^ 3 , A 
vielmebr auf J und 



als imabbangige Yariabele bezogen. Dabei erweist sich jetzt nacK- 
traglicla dieses X genau analog dem X des Ikosaeders als eindeutig und 
liomogen von zweiter Dimension in Modulformen selbst 

aber stellen sicb dureb X und J in der ration alen Gestalt dar: 

Im tibrigen baben wir ja aucb scbon oben in Kap. 2 wiederbolt auf 
die entsprecbenden Entwicklungen in „Ikos/^ Bezug genommen. 

§ 10. ITber algebraiscbe Gleicbungen mit einem variabelen 

Parameter. 

tiberaus folgenreicb wird es, wenn wir nunmebr den Vergleicb 
der beiden oft genannten Gleicbungen aucb fiir das Gebiet der 
Galois’scben Tbeorie durebfiibren*). Es bedarf dabei jedocb einer 
vorlaufigen Untersuebung, in welcbem Sinne die Begriffsbestimmungen 
der genannten Tbeorie von den algebraiscben Gleicbungen, auf die 
sie sicb zunacbst beziebt, auf die transcendente Modulgleicbung iiber- 
tragen werden konnen. In erster Linie b'andelt es sicb in dieser Hin- 
sicbt um die Begriffe des JRaUonal-Behanntseins und der Gr^vpjpe d&r 
Gleichiingj wobei wir vorab auf deren zwiefacbe Bedeutung fiir solcbe 
Gleicbungen aufmerksam macben miissen, die neben constanten Coef- 
ficienten nocb variabele Parameter entbalten. Wir mogen uns auf 
den Fall bescbranken, dass nur ein solcber Parameter vorliegt. In 
der That besitzen ja unsere beiden Gleicbungen nur einen verander- 
licben Parameter, die Grbsse J, 

Der Rationalitatsbereicb einer gerade vorliegenden „ algebraiscben^^ 
Gleicbung dieser Art wird, abgeseben von etwaigen nuineriscben 
Grbssen, jedenfalls nocb den Parameter entbalten. Demgemass muss eine 
rational-bekannte Grosse, wofern sie nicbt constant ist, den variabelen 
Parameter in rational er Weise entbalten. Und bier ist es nun, wo 
die in der freien Veranderlicbkeit begriindete Sonderstellung des Para- 
meters gegeniiber constanten Grossen eine verscbiedenartige Pestlegung 
des Wortes Rationalitatsbereicb zur Polge bat. Entweder man lasst 
es mit der Forderang, den Parameter rational zu entbalten, genug sein 

***) Wir mtissen bierbei die grundlegenden Er5rterungen in „Ikos.“ I Kap. 4 
als . bekannt voraussetzen. 


9 * 
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und erklart fur ratioyial-hekannt jede im Binne der Funetionentlieorie 
rationale Function des Faranieters, gleiclwiel oh mimerisclie Irrationali- 
tdtdii im JLusdriiclv dieser Function entJialten sind oder nicJit, oder akei 
man nennt rational- bekannt eine rationale Function des Parameters 
nur dann, wenn deren Coefficienten in aritJmietiscJier Einsiclit rational 
ciiis einem gans hestimmtsyif Freise numai'tscli gegeben&i Zalilen ^usanyrnen- 
rjesetxt sind, welclie letztere dann im Verein mit dem Parameter den 
Raiionalitdtslereich darstellen. Wir nennen den ersten Standpunkt 
seiner l^Tatur nacii den ’^unGtion&nHieorety/ScIieyh y letzteren^ ^^elclier der 
umfassendere ist, den aritlimetisclieyi, 

Diese Unterscheidung wird bei Aufstellung der Grruppe der Glei- 
chung fundamental. Im ersten Falle bewegen wir uns ausscbliesslicli 
im Gebiet der algebraiscben Functionen. Wir werden^ wofern unsere 
Gleicbung vom Grade ist, uber der complexen Ebene des Parameters 
eine zugeborige w-blattrige Riemann'scbe Flache construieren. Ein Wert 
des Parameters bedeutet dann im allgemeinen n getrennte, iiber einander 
liegende Punkte dieser Flacbe, welcbe die Trager der n zugeborigen 
Wurzeln unserer Gleicbung sind. In einfacbster Weise konnen wir 
bier angeben, welcbes die Gruppe der Gleicbung fiir den functionen- 
tbeoretiscben Standpunkt sein wird, 

Wir denken zu dem Zwecke die zu jenem Werte des Parameters 
geborigen Wurzeln in eine erste Anordnung gebracbt. Sodann lassen 
wir den Parameter in seiner complexen Fh&ne von jenem fixierten 
Punkte aus eine gescblossene Babn zu ibm zuruck bescbreiben, die 
jedocb die Verzweigungsstelleu der gedachten Flacbe meiden soil. Bei 
Durehlaufung dieser Babn baben sicb die n Wurzeln in durcbaus ein- 
deutiger Weise geandert und werden von der Eeibenfolge abgeseben 
wieder dasselbe Wertsystem wie am Anfang darstellen. Aber gerade 
die solcbergestalt erzielte Permutation der Wurzeln aus der ersten An- 
ordnung in die zweite zieben wir beran und wollen alle durcb solcbe 
gescblossene Wege des Parameters uberbaupt zu gewinnenden Per- 
mutationen sammeln. Bie werden eine Fermutationsgrwppe lilden milssenj 
und diese ist in dem hier gemeinten functionentheoretischen Binne die ge- 
suchte Ctruppe der Gleichung"^). In der That wird jede rationale 
Function der Wurzeln, die ihren Wert nicbt andert, wenn man den 
Parameter iiber einen beliebigen gescblossenen Weg bescbriebener Art 
fuhrt, eine rationale Function des Parameters darstellen. 

Kacb Camille Jordan nennt man diese Gruppe die Monodromie- 
gruppe der vorgelegten Gleicbung (man Tgl. C. Jordan’s Traits des substitutions 
et des Equations alg^briques, Paris 1870, p. 277). Diese Gruppe ist iibrigens bereits 
sebr viel friiber von Her mite n. a. gelegentlicb in Betracbt gezogen wordon^ 
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Wollen wir jetzt den arithmetisclien Standpnnkt einnelimen, so 
ist selbstverstandlich das Erste, dass wir nnr solche rationale Ver- 
bindungen der Wurzeln in Betracbt zieben, welche anch numerisch 
rational sind. Gesetzt nun, eine solche Function binge nacb den er- 
forderlicben Umsetzungen rational von dem Parameter ab, so muss 
man docb immer der Moglicbkeit Raum geben, dass dieselbe in der 
so gewonnenen Gestalt nocb mimerisclie Irmtionalitdtm entbalten kann, 
deren Eigenart im Einzelfall durcb die Natur der Gleicbung bestimmt 
sein wird. Sind diese Irrationalitaten nocb nicbt adjungiert, so baben 
wir fiir den aritbmetiscben Standpunkt in der obbescbriebenen Gruppe 
nocb nicbt die Galois^scbe Gruppe der Gleicbung vor uns. Diese 
letztere tvircl vielmehr umfassender sein imd jene als Unte^^griippe in sicli 
enthalten. 

Sind dagegen die in Rede stebenden Irrationalitaten adjungiert, 
so wird der aritbmetiscbe Standpunkt insofern auf den functionen- 
tbeoretiscben zuriicksinken, als dann die in heiden Fallen in Betracht 
Icommenden Gm^ypen identisch tverden^). Immer bleibt es uns aber fur 
den allein functionentbeoretiscben Standpunkt unbenommen, scbon in 
die rationalen Functionen, die wir aus den Wurzeln zusanimensetzen, 
numeriscbe Irrationalitaten irgend welcher Art aufzunebmen. 

§ 11. XJbertragung algebraiscber Begriffe auf transcendente 

GrleiclLungeu. 

Yersucben wir nunmebr die angedeuteten tJ”berlegungen fiir eine 
einen Parameter entbaltende transcendente Gleicbung durcb zufiibren, 
wie eine solcbe z. B. unsere Modulgleicbung ist, so ergiebt sieb zu- 
nacbst eine vollig zwanglose Ausdebnung des functionentbeoretiscben 
Standpunkts auf diesen Fall. Nicbts biudert, iiber der complexen 
Ebene des Parameters die freilicb oo-blattrige Riemann^scbe Flacbe 
construiert zu denken, welcbe der transcendenten Gleicbung zugebort**). 
Gerade wie oben lassen wir jetzt den Parameter in seiner Ebene ge- 
scblossene Wege bescbreiben und gewinnen durcb jeden derselben 
eine vollig bestimmt cbarakterisiei'te Permutation der Wurzeln, wobei 
freilicb jetzt die Anzahl dieser verscbiedenen so erzielbaren Permu- 
tationen, wie leicbt ersicbtlicb, iiber alle Grenzen wacbsen muss. 

*) Man verfolge diese Verbaltnisse insbesondere an der Ikosaedergleicbung 
(vgl. namentlich „Ikos.** I Kap. 4 § 5), wo die beiderlei Grnppen solcbe der 60®*®^ 
bez. 240®*®“ Ordnnng sind, w^hrend die letztere auf die erstere nach Adjunction von 

e ^ zuruoksinkt. 

**) Ygl. oben Kap. 2 § 15, 
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Immer hllden sie docli eine durcliaiis fest cliarcikterisierte Termutations- 
gruppe unendlkh holier Ordming^ und diese ivird die Gruppe unserer 
Gleicluing sein* **) ). 

Yereinen wir jetzt die unendlicli vielen Wurzeln unserer Glei- 
chimg in convergente Processe und nehmen clabei jede einzeine Wurzel 
in functionentbeoretiscb rationaler Weise Sei ferner der Wert 

einer derartigen Verbindung der Wurzeln nnveranderlich gegeniiber den 
Permutationen der eben definierten Gruppe; erslclitlicli ist dann itnd nur 
dann diese Function der Wurgeln eine eindeutige Function des Farameters. 
Als solche aber wird sie fur bekannt gelten, indem wir in der That 
an Stelle der rationalen Fimctionen unter Anpassung an die Verhalt- 
nisse liier liberhaupt die eindeutigen Fimctionen des Parameters filr 
rational-hehaunt oder^ iesser gesagt, filr hehamit erlddren. 

Versuchen wir jetzt der Betrachtung noch die arithmetische Yer- 
scharfung zu geben, so werden wir von vornherein in die convergenten 
Processe die einzeine Wurzel auch numerisch rational einfiihren. Aber 
man muss beachten^ dass gleichwohl mit der Zulassung „unendlicher^^ 
Processe principiell der Unterschied zwischen numerisch Rationalem 
und Irrationalem verwischt wird. In der That moge man, urn auf 
diese Yerhaltnisse etwas naher einzugehen, sich eine Function der 
Wurzeln von geforderter Eigensohaft in + ^2 + * * * g®" 

bildet haben, wobei also das einzeine Glied dieser, als absolut con- 
vergent vorausgesetzten Entwicklung von f eine functionentbeoretiscb 
und arithmetisch rational gebaute Function einer oder auch einiger Wurzeln 
unserer transcendenten Gleichung ist. Diese Function f der Wurzeln soli 
zudem so gebildet sein, dass sie unverandert bleibt bei alien Permuta- 
tionen der Wurzeln, die eine bestiramte, noch nicht naher definierte 
Gruppe Gbilden; die so gewonnene Function /’wird uns dann als bekannt 
gelten. Ist ferner a eine ganz willktirlich gewahlte numerische Irratio- 
nalitat, so konnen wir dieselbe bekanntermassen in eine absolut con- 
vergente Reihe « = -j- + ^2 + * * * rationaler Zahlen • 

entwickeln. Wir denken uns jetzt, wofern die oben durch f bezeichnete 
Reihe mehrfach unendlich ist, an erster Stelle solche Glieder ^0? ^1; ^2 ' 

angeordnet, die fUr sich genommen eine einfach unendliche Reihe bilden. 
Diesen Gliedern wollen wir dann, um mit festen Vorstellungen zu thun 


*) Diese Gruppe werden wir sogleich bei der Modulgleichung in einer durch- 
aus zuganglichen Form wieder finden. 

**) Wir bemerken, dass in Poincard^s Behandlang der Funotionen mit 
unendlichen Gruppen linearer Transformationen in sich derartige Yerbindungen 
unendlich vieler Wurzeln eine principielle BoHe spielen. 
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zu liaben, die eutsprechenden Glieder der fiir a angegebenen Entwiek- 
lung liinzufiigeii und haben nun in 

f = (^0 + ^o) + + ^'l) + (<^2+'^2) + • * • 

eine neue Function der Wurzeln, die alle hier in Betracht komnien- 
den Eigenschaften von f gleicbfalls besitzt. Aber nun gilt mit f und f 
eo ipso aueb die Differenz /' — f — a fur bekannt; es ist also von 
vornlierein jede beliebige numerisclie Irrationalitat a als bekannt an- 
zuseben, und wir konnen dieserbalb nur eine solche Gruppe G unserer 
Gleiehung bilden, welcbe dem functionentheoretischen Standpunkt ent- 
spriclit. Wir haben demgemass das Resultat: Bei transcendenten Glei- 
chimgen mit einem Parameter ‘hleUbt der fiinctioiiejitlieoretisclie Stand- 
j)un7ct ivesentlicli unvercindert iestelien^ ivdhrend der ariflimetische principiell 
in Wegfall 'kommt, 

Wir handeln endlich noch unter Festhaltung allein des functionen- 
theoretisehen Standpunktes von einem weiteren selir wichtigen Begrifife 
der Algebra^ namlich dem der Irrediicibilitdt Die Ikosaedergleichung 
ist functionentheoretisch irredueibel^ insofern ihre linke Seite, wenn 
wir sie in der Form einer rationalen ganzen Function von g und J 
schreiben 

sich nicht in das Product zweier eben solchen Punctionen spalten 
lasst. Aber das ist nur die aussere Erscheinung der Thatsache, dass 
die beziigliche GO-blattrige Flache tiber der cT-Ebene zusammenhangend 
ist und nicht in getrennte Stticke zerfallt, oder, was dasselbe sagt, 
dass wir durch geschlossene Wege des J in seiner Ebene jede Wurzel g 
stetig in jede andere iiberfiihren konnen^ oder endlich; um es noch anders 
auszudriicken; dass die Monodromiegruppe der Ikosaedergleichung tran- 
sitiv ist. Wir werden sofort sagen: AticJi die Modulgleichnng ist irre- 
diicibel, wie denn in der That die ihr zugehorige unendlich-blattrige 
Flache xiber der c7-Ebene; bez. die Gebietsteilung in der Halbebene to 
vermoge der von uns von vornherein eingefuhrten Definitionen not- 
wendig je ein untrennbares Ganze bilden. 

§ 12. Gruppentheoretisolier Tergleich der Ikosaeder- und 
Modulgleicliung, 

Bei der Behandlung der Ikosaedergleichung, wie dieselbe in den 
;;Vorlesungen" vorliegt, wird die arithmetische Seite des Problems nur 
einmal ganz vorubergehend*) in Betracht gezogen. Der herrschande 


*) Am Sohluss von § 5 in 1 Kap. 4. 
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Standpimkt ist durchaus der fanctionentlieoretisclie^ d. i. gerade der, 
welchen wir aueh gegenuber der Modulgleicbnng einnehmen konnen. 
In der That findet denn aueh hier wieder vollige Analogie zwischen 
beiden Gleichungen statt. Erinnern wir uns zuvorderst knrz an die 
beziiglicheD Verhaltnisse, wie sie sich beim Ikosaeder gestalten. 

Die Ikosaedergleichung hatte eine Gruppe sechzigster Ordnung, 
deren btlndigste Form wir in der Gruppe der sechzig Ikosaedersiib- 
stitutionen fanden*). Bezeichnen wir dieselben kurz dureh = 

^i(£) * ' * ^ 59 ( 5 )? die Gruppeneigenschaft dieser sechzig Substi- 

tutionen ausgedriickt durch 

s,cm)) = m), 

was wir kurz in symbolischer Form schreiben wollen: 

S,Si = s^. 

In dieser Substitutionsgruppe batten wir nun freilich nicht den sonst 
gewohnten Ausdruck fur die Gruppe einer Gleichung^ die man doch 
in der Regel als Permutationsgruppe aufstellt. Aber es gelang leicht, 
den Ubergang zu dieser letzteren Form zu finden. Bezeichnet g eine 
Wurzel^ so sind die samtlichen Wurzeln durch 

(1) g, 

dargestellt, wodurch zugleich eine bestimmte Reihenfolge unter ihnen 
festgesetzt ist. Wir ordnen die Folge (1) jetzt in 

(2) -s,®, 

um, wobei Si eine der sechzig Substitutionen ist^ und haben dergestalt 
sechzig versehiedene Permutationen von (1) in (2) gewonnen, welche 
die Gruppe in gewohnter Form darstellen. 

In der That konnten die beiderlei Gruppen holoedrisch isomorph 
auf einander bezogen werden, wenn man der Permutation von (1) in (2) 
die zu Si inverse Substitution Sf^ entsprechend setzte. Wenn man 
namlich nach S^ jetzt Sjc auf (2) anwendet, so erhalten wir als Re- 
sultat der Anwendung beider Operationen in dieser bestimmten Reihen- 
folge die Permutation von (1) in 

(3) SA(t), 

Uben wir auf der anderen Seite auf g zuerst 8i~^ und dann 
aus, so kommt als Besultat die Substitution 

sr\ 8 -\t)) = iSi8,)-\0, 

welche der durch (3) angezeigten Permutation in demselben Sinne zu- 
geordnet ist, wie 8~^ der durch (2) gegebenen. 


Die Formenprobleme bleiben im Texte zuvQrderst ausser Betracbt. 
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Alle diese Betrachtungen ubertragen sicb jetzt sofort auf die Modul- 
gleicbung. Wir haben schon in Eap. 2 durch Kecbnung gezeigt, dass 
die Gesamtheit der Modulsubstitutionen; 

CC(0 + § 


( 4 ) 




yea + 


a8 — /3y = 1 


eine Gruppe darstellt, die wir nun aucli kurz die ^^Modulgriippe^^ nenneu* 
Sie ist niit der JPermutationsgriippe der Modidgleiclmng lioloedrisch 
isomorpJi. 

Bringen wir naralich die Wurzeln der Modulgleichung in die 
Anordnung: 

(5) o, V^{co)'-- 

und lassen Vi der Reibe nacb alle Modulsubstitutionen durchlaufeu; 
so bildet die Gesamtheit der Permutationen von (5) in 

(6) Ke(o), V^YiCco) • • • 

friiberen Erorterungen zufolge die Gruppe der Modulgleichung. Denn 
in der That konnen wir durch einen zweekmassigen geschlossenen 
Weg des J in seiner Ebene infolge der Irreducibilitat der Gleichung 
die erste Wurzel co in irgend eine vorgeschriebene andere Fi(<») stetig 
liberfiihren; und andrerseits miissen die Anderungen der ubrigen Wurzeln 
durch Angabe dieser Pi(co) bereits mit bestimmt sein, da alle librigen 
Wurzeln lineare Functionen einer ersten a> sind. Die geschilderte Per- 
mutationsgruppe lasst sich aber analog wie beim Ikosaeder dadurch 
holoedrisch isonaorph auf die Modulgruppe beziehen, dass man die 
besondere durch den tJbergang von (5) zu (6) dargestellte Permutation 
der Substitution zuordnet. Wir Jeonnen demgemdss in iibertragmem 
Sinne die Modulgruppe d, i. die Gruppe der Suistittitionen 


, cuo -f- 

^ y CO + d ’ 


a8 — = 1 


geradem als die Gruppe der Modulgleichung heseichnm. 


§ 13, Pormulierxing der allgemeinen FTindamentalaiifgabe, 

Es ist ein Hauptgewinn von Galois' Theorie der Gleichungen, 
dass eine einzelne vorgegebene Gleichung F(co) == 0 nicht mehr isoliert 
untersucht wird, sondem eingeordnet erseheint als ein Glied in die Kette 
ihrer Resolventen. Erinnern wir uns kurz an die hier eintretenden 
Gesichtspunkte*^). Der vorgegebenen Gleichung F(x) = 0 kommt eine 
Gruppe zu, die wir kurz G nennen wollen, und in ihr sei eine XJnter* 
gruppe g enthalten. Dieser Untergruppe g gehort in einer Weise, die 

♦) Wie sie ausfuhrlioher in „Ikos.“ I Kap, 4 §§ 3, 4 zur Bntwicklnng ge- 
langeu. 
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wir hier nicht nalier erlautern wolleii; eine Kesolvente f(t/) = 0 von 
JF(x) = 0 zii, and zwar nur eine solclie Kesolvente, wofern wir rational 
in einander transformierbare Gleichnngen als wesentlicli versehieden 
nicbt ansehen. Da ist es nun ein Hauptpunkt, dass die Gruppe dieser 
Kesolvente Isomorphisnius zur Gruppe G der Gleiebung F(oi)) auf- 
weist, wobei dann die wicbtige Fallunterscheidung Platz greift, ob 
dieser Isomorphismus holoedriscb oder meroedriscli ist. 

Immer sind die Wurzeln y der Kesolvente rationale Fimctionen 
der Wurzeln x der ursprunglicben Gleiebung. Trifffc dann der erste 
der beiclen soeben unterscbiedenen Falle zu, d. i. bestelit boloedriscber 
Isomorphismus zwiscben den Gruppen von F{po) = 0 und fiy) — 0, 
so lasst sieh auch umgekehrt jede Wurzel x der ursprilnglicben Glei- 
cbung rational in den Wurzeln y der Kesolvente und den bekannten 
Grossen darstellen. Die Auflosung von F{x) = 0 und die von f{y) = 0 
sind dann, wie man sich ausdrtickt, dgiiivalente Frobleme, 

Ganz versehieden davon ist der andere Fall des meroedrischen 
Isomorphismus der beiderlei Gruppen, wo dann Gruppe G diejenige 
von hoherer Ordnung ist. Bleibt immer die einzelne Wurzel y rational 
in den x und den bekannten Grossen — denn solcberweise wurde ja 
die Kesolvente f(jf) — 0 liberbaupt eingefiihrt — , so ist nun keines- 
wegs auch die einzelne Wurzel x rational in den y mit Hilfe der be- 
kannten Grossen darstellbar. Jef 0 t also ist die Losimg von f{y) — 0 
ein FroNem von einfacherem Character gegeniiber der Losimg von F{x)=^0, 
und die Losung von f{jy) — 0 wird das Problem der Losung von 
F(x) = 0 nur vereinfachen, nicht erschopfen. 

Wollen wir nun auch ferner unter den Kesolventen, welche im Einzel- 
fall „aquivalente Probleme^^ darbieten, diejenige insbesondere charakteri- 
sieren, welche man mit dem ITamen der zugehbrigen Galois* schen Re- 
solvente belegt hat. Alle gemeinten Resolventen haben abstract ge- 
nommen dieselbe Gruppe; aber es ist das Besondere, dass diese Gruppe 
genau einfach transitiv ausfallt, w'enn wir sie als Permutationsgruppe 
aus den Wurzeln der betreffenden Galois’schen Kesolvente aufbauen. 
Das bat denn zur Folge, dass mit einer Wurzel dieser Kesolvente zu- 
gleich alle ubrigen bekannt sind, indem sie alle rationale Functionen 
jener einen werden, ein Umstand, der gleichfalls charakteristisch filr 
die Galois'sche Kesolvente ist. Der Grad der Galois^schen Kesolvente 
ist freilich hoher als der Grad irgend einer ihr zugehorigen Kesolvente 
und sie konnte also unter alien Resolventen als die complicierteste 
erscheinen; dafiir aber werden diese Resolventen alle von jener insofern 
beherrscht, als jede Wurzel einer niederen Kesolvente eine rationale 
Function einer einzelnen Wurzel der Galois’schen ist. 
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Wir mussten an diese letzten Satze erinnern , urn nun sogleich den 
ScMuss 2U ziehen: Wie die Ikosaedergleiclimig ist auch die Modidgleiclmng 
Hire eigene Galoi^sclie Eesolvente. Ihre Permutationsgruppe erwies sicli 
ja in der That als einfach transitiv^ wie sich denn auch jede ihrer 
Wurzeln als rationale, namlich lineare Function einer einzigen unter 
ihnen co darstellte. 

Wenn man es Tveiter als den Ausbau der Ikosaedertheorie be- 
zeichnen darf, dass die Resolventen der Ikosaeclergleiehung und unter 
ihnen namentlich diejenigen der niedersten Grade aufgestellt und unter- 
sucht wurden, so wird sieh fur iins als Fundamentalaufgabe filr alle 
folgenden Erorterungen in entspreehender Weise diese aufdrtogen: 
Wir tvollen die Eesolventen der Modidgleiclmng namhaft maclwi und 
untersiichen. Dabei wollen wir aber nicht etwa besonders diejenigen 
herausgreifen, welche mit der Modulgleichung aquivalente Probleme 
definieren und demnach gleichfalls transcendent sind, sondern es soil 
sich nidglichst uni die Gesamfheit soldier Eesolventen liandeln, Vornehm- 
iich. muss es interessieren, wie wir hier sogleich zum voraus an- 
kiindigen, dass es unter den gemeinten Resolventen auch solche von end- 
lichem Grade gielt Sie sind algebraisclie Oleidmngen mit dem Para- 
meter J und ihre Gruppe, die selbstverstandlich von endlicher Ordnung 
ist, wird zur Modulgruppe jedenfalls Isomorphisnms von unendlich holier 
Meroedrie zeigen mllssen. Dass wir solchen Resolventen endlichen 
Grades, wenn sie wirklich existieren, in erster Linie unsere Erorte- 
rungen widmen werden, brauchen wir kaum noch zu versichern. 

Alle diese Resolventen, mogen sie endlichen oder unendlichen 
hohen Grades sein, werden von der Modulgleichung insofern beherrscht, 
als jede Wurzel von einer der ersteren, wie wir nun sagen miissen, eine 
,,eindeutige^' Function einer beliebigen einzelnen Wurzel co der Modul- 
gleichung ist. Wir konnen in diesem Sinne unsere Fundamentalaufgabe 
auch dahin formulieren, dass wir diejenigen GleicJmngen mit einem variaielen 
Parameter J Icennen lernen wollen ^ die sich durch eindeutige Fvmctioneix 
der Wurml co der Modulgleidmng losen lassen. In der That ist es ja 
auch sofort zu sehen, dass jede solche Gleichung dem System unserer 
Resolventen angehoren wird. 


§ 14. Das grappentheoretisehe Grundproblem. 

Das Mittel, die Gesamtheit der Resolventen einer gegebenen 
Gleichung aufzufinden, gewinnt die Galois'sche Theorie in der Zerlegung 
der zur Gleichung gehorigen Grupp^ in ihre XJntergruppen. Formulieren 
wir daher als Zielpunkt unserer weiteren Unternehmungen ein erstes 
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Grunclproblem, deni wir den Namen des grupiientJieoretischen verleiheii: 
JEs ist die Grupioe der Modulsiibstitutionen: 

gegelen^ man soil Hire TJntergnijg'pen aufmlilen und nach sachgemdsscn 
Griindsdtzen classifiGieren. 

Aber "wabrend das entsprecbende Problem, der Ikosaedertbeorie^, 
die Zerlegung der endlicben Gruppe 60^*"" Ordnung in ibre Unter- 
gruppen, leicht gelost war, stehen wir bier vor einem Problem von 
ausserordentlicber Tiefe, darum freilicb aucb von ungleicb boberem 
Interesse. Bei spaterer Untersucbung zeigt sicb von Untergruppen 
der Modulgruppe eine Mannigfaltigkeit, die wir im einzelnen gar nicbt 
ubersehen werden kbnnen; und wir werden uns bald genug genotigt 
seben, eine sebr specielle Gattung, die an sicb betracbtet aucb bereits 
mannigfalfcig genug ist, zur eingebenden Untersucbung auszusondeim. 

■Qberbaupt teilen sicb, was wir bier sogleicb vorweg bemerken, 
alle Uutergruppen der Modulgruppe nach folgendem Gesichtspunkte 
in mei Classen. Seien die Substitutionen irgend einer gerade vor- 
liegenden Untergruppe durcb 1, % • •* bezeicbnet*), deren Zabl 

gleicbfalls unendlicb gross sein kann, so kann man nach den Ele- 
nienten der Gruppentbeorie die Gesamtgruppe in deni Scbema anordnen: 


1 , 


^2 > 

Vs ••• 

Vu 


^2yi, 

VgVi • • • 

y,, 



VgVs ■ • ■ 


Dasselbe ist so gebaut, dass in der ersten Keibe die Substitutionen 
der Untergruppe Platz finden, wabrend die in jeder neuen Reibe bin- 
zukommende Substitution F in keiner vorbergebenden Reibe vorkommen 
soil. Hier sondern wir nun den Pall, dass unser Scbema nur erst 
mit einer mendlichen Zabl von Horizontalreihen die gesamte Gruppe 
der Modulsubstitutionen zu erscbopfen vermag vom anderen, wo zu 
diesem Ende eine endlicbe Zabl von Reiben geniigt. Diese Zabl, welche 
sicb leicbt als von der besonderen Auswahl der Substitutionen Vi un- 
abbangig erweist und demnacb der Untergruppe eigentilmlich ist, nennen 
wir deren Index in JBezug auf die Gesamtheit der Modulsubstitutionen. 
Der Index giebt also gewissermassen an, welcber Bruobteil aller Sub- 
stitutionen auf die Untergruppe entfallt. Wir werden spater zumeist 

*) Man bezeicbnet bekanntlicb bei dieser abgekiirzten Schreibweise die 
ideutiscbe Substitution durcb 1. 
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mit Untergruppen von endlicliem Index zu thun haben. Eben diese 
sind es, die zu den algebraiscben Resolventen der Modulgleiebung hin- 
fuhren^ von denen bereits im vorigen Paragraphen die Eede war. 

§ 15. Das functionentheoretiselie G-rundproblem. 

Jedem System gleicbberecbtigter Untergruppen, das der Problem- 
stellung des vorigen Paragrapben entspricht, gebort eine Resolvente 
der Modulgleiebung zu*). Die Aufstellung einer solcben Resol vente 
unserer transcendenten Modulgleiebung weiebt in keiner Weise prbi’ 
cipiell von den beziiglieben Vorsebriften fiir algebraiscbe Gleicbungen 
ab. Wir werden uns durcb einen convergenten Process mit einer 
eindeutigen Function der Wurzeln der Modulgleiebung verseben, welcbe 
unverandert ibren Wert bebalt, wenn wir diese Wurzeln den Per- 
mutationen einer gerade vorliegenden Untergruppe unterwerfen, die 
aber bei alien iibrigen Permutationen ibren Wert wecbselt; diese 
Function ist Wurzel der Resolvente. 

Hier kommen wir nun ausfiibrlicb auf die bereits am Scblusse 
von § 13 beriibrten Verbaltnisse zurtiek, die darin begrundet waren, 
dass die Modulgleiebung ibre eigene Galois^scbe Resolvente ist. Jede 
Wurzel der Modulgleiebung ist, wie wir wissen, eine lineare Function einer 
einzelnen £05 der unbestimmte Begriff einer dureh convergenten Process 
zu gewinnenden eindeutigen Function der unendlicb vielen Wurzeln gebt 
in den Begriff der eindeutigm (analytisclien) Fimction der eimigen Grosse gj 
uberj und wenn jene bei den Permutationen einer vorliegenden Unter- 
gruppe und nur bei ihnen ibren W'ert unverandert erbielt, so wird 
diese unverandert hle^eny wenn nfian ihr Argument to einer Modulsub- 

stitution on' = ~ , ad — = 1 derjenigen Untergruj^e untermrftj 

Me in bekannter Weise mit jener Fermutationsuntergruj^pe holoedrisch 
isomorph ist; sie wird indessen sich dndern^ so oft wir <mf m erne emdere 
Modulmhstitution ausuben. 

Eine solcbe eindeutige Function von co nennen wir binfort eine 
Modulfunction oder aus nabeliegendem Grunde eine elliptische Modul- 
function*'^) und sagen von der eben gedaebten Modulfunction, sie gehore 
m der in Bede stehenden Untergruppe von Modulsubstifutionen, Sie wird 
dann einer Gleicbung mit dem variabelen Parameter J gentigen, 
welcbe eiue zu jener Untergruppe geborende Resolvente der Modul- 


*) Vgl. tlber die zu Grunde liegende Auffassung „Ikos.** I Kap. 4 § 3. 

**) Diese Beuennuug ist zuerst von Hrn. Dedekind in der sogleich zu nennen* 
den fundamental en Arbeit in Or, J. Bd. 83 gebraucht. 
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gleichung abgiebt. Aber obne sehon dieser Eesolventen selbst zu ge- 
denken, -wolleii wir miser stceifes, fmctionentlieoretisclies Qnmdproblem 
dabiu formulieren, dass tciy fiir die Unt&-gru;ppe>i aus 3Iodidsiibstiiutionen 
gugehijrige urndidfunctionen gewinnen sollen. W^ahrend der Losung dieser 
Anfgabe bat © den Charakter als Wurzel der Modulgleichung vor* 
tibergebend vollig abgestreift mid ist dann selbst siir iinabliangig ver- 
iinderlichetx Qrbsse geworden. Haben wir dann eiumal fiir eine Tor- 
gelegte Untergruppe eine zugehorige Modulfunetion gefunden, so fOgen 
wir als einen zweiten Teil des functionentbeoretiscben Grundproblems nun 
weiter nocb die Aufgabe an, dass xvir den Zusammenhang dieser Modul- 
funetion mit dem Tarameter J ea^lidte Jcennen lernen tvollen. Solcber- 
arfc wiirden wir dann die in Betracbt kommende Resol vente aucb ibrer 
Susseren Gestalt nach wirklicb in Erfabrung gebracbt haben. 

Die Mittel, welebe uns zur Losung unseres Problems zur Ver- 
fugnng steben, sind verscbiedener Art. Wir werden uns, wie sebon 
angedeutet, namentlicb fur solebe Modulfunctionen interessieren, welebe 
algebraiscbe Functionen von J sind. TJnd bier ist nun das besonders 
Wiebtige, dass es durcb sadigemassm GebraucJi der Modulteilung der 
ca-Hcdbebene gelingt, auf geometrisebem Wege die Mittel und Ansatz- 
punkte zur erfolgreicben Anwendung von Hiemann’s Theorie der alge- 
braisehen Functionen zu gewinnen*). tJber die Tbeorie der algebraiscben 
Functionen binaus werden wir spaterhin zumal diejenige der dcr^lt- 
periodischen Functionen als nutzbringend fur die Auflbsung des func- 
tionentbeoretiseben Problems beranzieben; der Inbalt des folgenden 
Kapitels mit seinen der gewohnlicben Tbeorie der elliptischen Functionen 
entnommenen Entwieklungen ist w^sentlicb mit Rileksiebt bierauf 
gewablt. 

Einige Modulfunctionen baben wir bereits in den voraufgehenden 
Kapiteln kennen gelernt. In der That werden wir den Satz beweisen 
lemen**), dass alle s-Functionen mit = 2, Vg = 3 und beliebigem 
Vj = « elliptiscbe Modulfunctionen werden, wenn wir sie in der Form 
sebreiben: 

« Hi. i. ii ■^W)' 

*) Naher diesdn Satz zu erlautern, mussen wir selbstverstHudlich liinaus-' 
.schieben und fuhren nur an, dass die bahnbrechenden Arbeiten in diesem Be- 
tracbt die folgenden sind: Dedekind, Schreiben an JSrn, Borehardt iiber die 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen^ Crelle’s Journ. Bd. 83 (1877); Klein, 
tiber die Transformation der elliptischen Functionen und die Auflbswng der Qlei- 
chungen 5 ^®^ Grades^ Tiber die Erniedrigung der Modulgleichungen^ Tiber die Trans- 
formation siebenter Ordnung der elliptischen Fwnctionen, Math. Ann. Bd. 14 (1878). 
*»*) p, 132 u. f. 
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Da geben dann insbesondere die Irrationalitaten der regularen Korper 
die Modulfunctionen 
( 2 ) 

die wir spaterhin kurzweg als A(co), |(g3); &(c^) bezeicbnen. 

Die Gleicliungen der regularen Korper reprasentieren also Resol- 
venten endlicben Grades der Modulgleicbung und definieren dem- 
entsprecbend Untergruppen der Modnlgruppe yon endlichem Index. 
Alle Functionen (1) fiir > 5 liefern uns demgegen^ber Beispiele 
solcber Modulfunctionen , die zu Untergruppen mit unendlicbem Index 
geboren. Vor allem muss uns aber als Typus der elliptisclien Modul- 
functionen die Function J{p) selhst dasteheyi-^ nur werden fiir sie alle 
in den letzten Paragraphen entwickelten allgem einen gruppentbeoretiscli- 
algebraischen Erorterungen bedeutungslos, insofern sie ja zur Gesamt- 
gruppe der Modulsubstitutionen gebort. J (a>) ist von vornbereiu rational 
bebannt, und es ware in der That trivial, wollten wir aucb nocb 
X — J — 0 eine Resolvente der Modulgleicbung nennen. 


§ 16. Die elliptiscben Modulformen. 

Die Modulsubstitutionen batten wir ursprilnglicb in der bomo- 
genen Form 

(1) o/ = ac?! + , cog' = y + d 


kennen gelernt und waren erst bernacb zur nicbt bomogenen Gestalt 


( 2 ) 


cca> + P 
yco + 8 


vorgescbritten, Bemerken wir jetzt, dass nicbt nur die Substitution (1), 
sondern aucb nocb die andere 


(of — — CCG}^ — /ScOg , COg' = — ycOi — dcjj 


beim Fortgang zur nicbthomogenen Schreibweise (2) liefert; denn in 
der Substitution (2) ist ein gleicbzeitiger Zeicbenwecbsel der vier Coef- 
ficienten a, y, d vollig bedeutungslos, Wir mussen demnacb sagen, 
dass einer nicbthomogenen Modulsubstitution immer 0 wei bomogene 
entsprecben und, indem wir die Gruppe der letzteren kurz als ,jfiomogem 
Modulgruppe^^ bezeicbnen, wird mischmi dieser und der nichfhomogenen 
Modulgruppe hemiedriscJier Isomorphismus "bestehen, 

Im Anfang dieses Kapitels traten die bomogenen Substitutionen 
in den Vordergrund, als wir vermittelst des Dijfferentiationsprocesses 
aus der Modulfunction JQx>) die Modulformen ^a(cai, cog)? 

A((Oi, cDg) berstellten. Aber jetzt ist uns J{co) nur eine erste unter 
einer unendlicben Folge von Modulfunctionen, die den unendliob vielen 
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Untergruppen aus Modulsubstitutionen entsprechen. Da wird sicb nun 
zeigeU; dass wir von ihnen alien aus vermoge des Differentiations- 
processes zu liomogenen Functionen von ay^y cog gelangen konnen, die 
zu den Untergruppen aus liomogenen Substitutionen gerade so ge- 
horen, vrie die Modulfunctionen zu den nicbtbomogenen Untergruppen. 
Dock definieren wir diese bomogenen Functionen von (o^y w^y die wir nun 
allgemein „Modulformen“ nennen wollen, besser in unabbangiger Weise: 
Eine elllptisclie Modiilform soil eine eindeutige Jiomogene Function posi- 
tiver Oder negativer ganxmliliger Dimension von (o^y (o^ sein, welclie xmver- 
dndert hleihty wenn wir aiif Hire Argumente die Siibstitutionm einer TTnter- 
gruppe der liomogenen Modulgruppe anwmden, Wir sageu dann wieder, 
die Modidform geliore zu dieser TJntergruppe. 

Wenn wir spaterbin, namentlicb im vierten Abscbnitt, in erster 
Linie mit den Modulformen operieren, so ist dies jedenfalls der um- 
fassendere Ansatz, indem sicb von ibm aus der Eiickgang zu den 
Modulfunctionen in der einfacbsten Weise gestaltet. In der That 
werden zwei Modulformen gleieber Dimension, die zu einer und der- 
selben Untergruppe geboren, in ibrem Quotienten eine Modulfunction 
liefern, die zur beziiglicben nicbtbomogenen Untergruppe gebort. So 
batten wir ja sehon fiir die Gesamtgruppe als Modulformen der 
gleicben, namlicb der ( — 12)^®^, Dimension g^^ und A erkannt, und 
die Modulfunction J als deren Quotienten dargestellt. Zuvorderst 
freilicb (im dritten Abscbnitt) werden wir an erster Stelle Modul- 
functionen construieren und von ihnen erst binterber zu den Modul- 
formen aufsteigen. Eine solcbe Art zu operieren wird den im zweiten 
und dritten Abscbnitte zur Geltung kommenden geometrischen Me- 
tboden durcbaus entsprechen. 

Wir baben hiermit alle wicbtigen Begriffe unserer spateren tJber- 
legungen zur Definition gebracbt, soweit dies iiberliaupt auf Grund 
der voraufgebenden Kapitel gescbeben konnte. Das nachstfolgende 
Kapitel bringt, wie scbon in Aussicbt gestellt, vorab solcbe Entwick- 
lungen aus der Theorie der doppeltperiodischen Functionen, die uns 
spater Zur Hand sein musseu. Wir werden dann, in den folgenden Ab- 
scbnitten, daran gehen, die beiden formulierten Grundprobleme nach 
einander aufzulosen. 



Ftlnftes KapiteL 

Analytische Darstellangen fiir doppeltperiodisclie Functionen and 

Modulformeu* 

Nachdem in den voraufgehenden Eapiteln die grnndlegenden Eigen- 
schaften der Functionen ^ 2 ) s. w. zur Ableitung kamen, 

wird man nun auch wtinsclien, analytische Darstellungen fur dieselben 
zu besitzen, gultig in dem Bereiche, fur welche diese Functionen liber- 
liaupt definiert sind. Solclie gewinnen wir auf die einfacHste Weise 
aus den analytisclien Darstellungen doppeltperiodischer Functionen^ auf 
welclie wir olinedies bier zuriickbommen wollten. Der wiederholte Ge- 
brauch dieser Functionen im Laufe der beiden letzten Abschnitte des 
vorliegenden Werkes lasst es zur bequemen Riickbeziehung wiinschens- 
wert erscheinen, dass wir eine Reibe von Formeln fiber doppelt- 
periodiscbe Functionen bier zusammenstellen. Sie werden dann aucb 
binreicben, um die versproebenen Darstellungen fiir u. s. w. zu 

gewinnen. 

Von jeder systematischen Entwicklung miissen wir fast durch- 
gehends abseben; es muss in diesem Betracbt genfigen, jeweils auf die 
bezfiglichen Entwicklungen in den scbon in der Einleitung p. 1 ge- 
nannten Sehriften von Schwarz und Halpben hinzuweisen. Wir 
citieren dieselben kurz als S. und H, unter Angabe der SeitenzahL 

§ 1. Abweichungeu in. der Bezeiclinxuigsweise. 

ITm einen bequemen Gebrauch der soeben genannten Scbriften 
zu ermogliehen, macben wir vorab auf einige wenige Abweiehungen 
unserer eigenen Bezeicbnungsweise von derjenigen aufmerksam, welche 
von Weierstrass in der Tbeorie der elliptiscben Functionen gebraucht 
wurde* Ein erster Unterscbied liegt bei der Bezeicbnung der Perioden 
vor. 1st u das Integral erster Gattung, so gewinnt Weierstrass die 
beiden von ibm durcb co und bezeicbneten Grossen^ indem du auf 
zwei verschiedene Weisen von einem Verzweigungspunkt zu einem 
anderen integriert wird, eine durchaus aucb in der filteren Theorfe 

Klein-Fricke, Hod.tiU\uiotionexi. 10 
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libliclie Massnahme. Inzwisclien entstelien auf dem Wege nur erst 
wie wir oben im zweiten Kapitel gelernt haben. Der 
eingebendere Vergleieh zeigt dabei des naberen, dass die Beziebung 
zwiscben den beiderlei Bezeicbnungsweisen diese ist 

(1) = 2g)% C02=^2c3. 

Eine gaiiz entspreebende Abweicbung findet bei der Bezeicbnung 
der Perioden des Integrals zweifcer Gattung statt. Wir baben bier 
die Beziebung 

( 2 ) = 

wo bereits im vorigen Kapitel (p. 116 u. f.) gebraucbte Be- 

zeicbnung, rjy aber die Benennung der Perioden des Integrals zweiter 
Gattung nacb Weierstrass ist. 

Ftir den Qiiotimten der Teriodm bat sicb in den alteren 

Arbeiten uber Modulfunctionen die Hermite'scbe Bezeicbnung 


eingeburgert. Wir balten bier an derselben urn so lieber fest, als sie 
der bezuglichen Bezeicbnung der Ikosaeder-Irratioiialitat genau nach- 
gebildet ist. In Weierstrass^ Tbeorie ist 


co' 

CO 


so dass unser a? uud das Weierstrass’scbe r geradezu die namlicbe 
Grosse bezeicbnen. 

Weiterbin spielt die Exponentialgrosse 
(4) r = 

als EntwicMimgsgrosse eine wicbtige Rolle. Audi sie findet sicb bei 
Weierstrass nicbt in dieser Form; vielmebr ist dort geschrieben: 


welcbe Grosse man sonst im Anschluss an Jacobi mit g bezeichnet. 

Man bat also einfacb 

(5) r — h^ = 

so dass neben der Bezeicbnung Jacobi's und Weierstrass' bier nocb eine 
dritte eingefubrt wird. Aber man wird alsbald erkennen, dass die 
analytiscben Darstellungen gerade derjenigen Grossen, welcbe Weier- 
strass gegeniiber Jacobi in die Tbeorie eingefubrt bat, durcbaus in 
ganssen Potenzen von r gescbeben. Es liegt also von vornberein gar 
keine Notigung vor, fiir die in Rede stebenden Entwicklungen statt 
des r etwa dessen Quadratwurzel einzufubren. Im Gegenteil wird man 
spater seben,, dass in gewissem Sinne fur einen Teil von Weierstrass' 
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Theorie der Gebrauch der Bntwicklungsgrbsse r der allein consequente 
ist, gerade wie alsdaon fur Jacobi's Tbeorie die Verwendung der 
Grosse ^ als den Verbaltnissen am meisten angepasst erscbeint. 

Abgesehen von den biermit nambaft gemachten Punkten konnteii 
wir an alien Bezeicbnungsweisen und Voraussetzungen der Scbwarz'schen 
Scbrift festbalten. 


§ 2. Die Fimctionen nnd Doppeltperiodisclie Functionen. 

Das Weierstrass'scbe Normalintegral erster Gattung (I, § 15) 

wollen wir auf der zweiblattrigen Riemann’scbeii Plaebe des Kap. 2 
dadurcli des naberen fixieren, dass wir als untere Greuze «/ = oo ansetzen : 


( 1 ) 


u 


dy 




O-JJ — 9^ 


Bei Abanderung des Weges zwiscben oo und einer bestimmten oberen 
Greuze y kann dieser Integralwert zufolge der Entwicklungen des Kap. 2 
um jedes ganzzablige Mnltiplum der Perioden efcwa 
modificiert werden. 

Die algebraiscben Punctionen der zweiblattrigen Plaebe sind 
rational in y und y4:y^ — g^y — d. i. in der Perm darstellbar: * 


( 2 ) -^( 2 /, — 9i^j — ffs) , 

und es entspringt nun die Tbeorie der doppeltperiodiscben Punctionen 
aus der Aufgabe, die gedaebten Punctionen (2) in ibrer Abbangigkeit 
von u zu untersueben. Sollen wir diese Aufgabe im Riemann'seben 
Sinne interpretieren , so bedeutet sie, dass wir fur das Studium der 
Punctionen (2) an Stelle der zweiblattrigen y- Plaebe die complexe 
t^-Ebene zu Grunde legen, und es ist alsdann zu allererst festzu- 
stellen, in welcber. Weise sicb jene Plaebe vermoge (1) conform auf 
die «^-Ebene abbildet. 

Um solcbes zu untersueben, bat man die Plaebe durcb zwei Quer- 
sebnitte, die wir etwa langs der Periodenwege unserer Ausgangszweige 

02 ausgefiibrt denken, in eine einfacb zusammenbangende zu zer- 
legen, welcbe sicb alsdann auf einen gleicbfalls einfacb zusammen- 
bangenden uberall im Endlicben gelegenen Bereicb der t«-Ebene iiber- 
tragt. Durcb zweekmassige Wahl fiir die „Gestalt^^ der Quersebnitte 
kann man erreichen, dass dieser JBereich das Innere eines geradlinigm 
JParallelogramms ist, dessen Ecken lei Uq, Uq + % + <^1 + 

gelegen sind"^). 


*) Man findet diese Abbildung in ausfiibrlicher Weise entwickelt in Thom a e, 
AMss einer Theorie der compkxen T'wnctionen und der Thetafmcbiomn einer Fer- 

10 * 
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Das Integral u ist als Function des Ortes in der unzersclinittenen 
Riemann'sclien Fllielie unendlicli vieldeutig und jeder ,,Zweig^^ u dieser 
Function ist in einem ersten w, wie wir schon bemerkten, in der Form: 
(3) U' — 26 -j- + ^2 £02 

darstellbar. Wir gewinnen den Satz: Die imendlich vielen Zweige 
von u (y , — g^y ^ 3 ) Mlden die Pdemann^sclie Flclche auf unend- 

Ucli viele congrimife Farallelogramnte ab, tvelclie in ihrer Gesamtlmt 

die u-Eiene liiclcenlos tend 
vollstdndig hedecken. Wir 
wollen diese Parallelo- 
grammteilung der «^-Ebene 
noch so verschieben, dass Wq 
insbesondere der Nullpunkt 
u = 0 wird (cf. Fig. 37). 
Auch dann konnen wir 
nocb sagen: Jedes eimelne 
dieser Parallelogramme, die 
wir fortan Periodenparalle- 
logramme nennen, ist weeh- 
selweise eindeutig auf die 
Piemann^ sclie Fldclie he- 
xogen. Von je zwei gegen- 
liberliegenden Seiten des 
einzelnen Parallelogr amms 
muss man indessen dabei immer nur eine als demselben zugehorig 
betraebten^). 

Aus der einfachen Bedeckung der w-Ebene mit Periodenparallelo- 
grammen entspringt jetzt durch einen schon in Kap. 3 geiibten Schluss der 
Satz, dass die Functionen ( 2 ), in Abhangigkeit von u gedeutet, m ein- 
deutigen Functionen dieses Argumentes werden. Sie bleiben unverandert, 
falls man u um ein beliebiges ganzzahliges Yielfaches von und 
vermehrt; eben darum nennt man die in Eede stehenden GrSssen 
dop^eli^eriodiscTie Functionen von u, Im einzelnen Periodenparallelo- 
gramm nimmt eine doppeltperiodische Function jeden complexen Wert 
eine ghiche Anmhl von Mcden an^ weil (2) dies auf der Piemann^ schen 

dnderliehen (Halle 1873) pag. 104 11 . f. oder auch in KCnigsberger, Vorleswngm 
iiher die Theorie der elUptiscJien Functionen (Sechzehnte Vorles.) (Leipzig 1874). 

*) Man iiberlege sich, wie gioh bier die Ebenenteilungen der s- Functionen 
zweiter Art einordnen (p. 106, 107). tJberhaupt ist es eine sebr niitzlicbe Ubung, 
die bier in Rede stebende conforme Abbildung mit den in Kap. 3 discutierten in 
Vergleicb zn zieben. 
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Fldche timt 1st diese AnzaHl so sprecben wir von einer do^eli- 
periodischen Function Grades. 

Eine doppeltperiodische Function ersten Grades giebt es nicbt; 
eine solche vom zweiten Grade ist z. B. eine solche vom dritten 
endlich — g^y — , welcbe beiden Functionen wir in Abhangig- 

keit von u so sebreiben: 

(4) y = 

yiif — g^y — ga = g>' {ii) . 

Zwiseben p und besteben dann die Relationen 

^ ^ ^ - g^ioiu) — g^. 

Zufolge (2) ist jede doj^peltperiodische Function rational in §){u) und p'(u). 


§ 3. Analjrtisclie Darstellnngen fur die Punetionen 00 - 


Man besitzt fdr die doppeltperiodischen Functionen p{u)y 
eine Reibe analytiscber Darstellungen, die bier mitzuteilen sind. Wir 
beginnen mit den Entwicklungen nacb ansteigenden Potenzen von 


(1) 


(«) = + aff-e ^ + 2iv|TP “" + ••' 




T + a^w + 






2^.52 


’ + 1 


•5.7.11 




deren Coefficienten durcbgebends gawe rationale Functionen von 
und g^ sind. Aus (1) scbliessen wir unter Benutzung der Satze des § 2, 
dassp(tt)fur u=0 und also uberhaupt in alien Punkten^^=?9^i£Ul+ mg cog, 
die wir die Gitterpunkte der Parallelogrammteilung nennen wollen, in 
zweiter Ordnung algebraiscb unendlicb wird. An denselben Stellen wird 
p'{u) von dritter Ordnung algebraiscb unendlicb. Die Unstetigkeitspunkte 
von p{u) und p ' sind biermit erscbopft. Der Convergenzkreis von 
(1) hat u = 0 zum Mittelpunkte und reicht bis an den nachsten Un- 
stetigkeitspunkt gerade heran. Merken wir uns insbesondere noch, 
dcbss p{u) eine gerade ^ p'(u) eine ungerade Function von u ist, 

Nocb deutlicber treten die Eigenscbaften von p(u) und p'{u) an 
deren Partialbrucbentwicklungen*^) zu Tage: 


( 2 ) 


^ { (% — Oi ^ Wj)* 

p'(u)= — 2 ^ 


(Wi03i+ w^eoa) 




*) VgL S. p. 10 und 11, H. p. 93. 
".) Vgl. S. p. 10 und 11, H. p. 378. 
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Die Summen sind liier auszudehnen fiber alle Oombinationen zweier 
ganzen Zahlen nur dass in der ersten Summe die Combination 

s=3 fn 2 — 0 auszulassen ist, was durch den oberen Index am Summen- 
zeichen angedeutet sein soil. Diese Eeihen convergieren fur jeden end- 
licben Wert u unbedingt^), wobei wir freilicb fur einen Gitterpunkt 
jeweils von einem dortselbst unendlicb werdenden Gliede der einzelnen 
Entwicklung (2) abseben miissen. Wir folgern weiter aus (2), dass p 
tind p' liomogene Functionen ( — 2)*“ ies. ( — 3)*®^ Dimension der drei 
Argumente u, co^, sind, was man selbstverstandlicb ebenso gut aucb 
aus der urspriinglicben Definition unserer Functionen batte ablesen 
konnen. Sebreiben wir, um die Abbangigkeit aucb vou co^, cog bervor- 
zubeben, ausfiibrlicb 

p{u 1 coi, cjg), p'(tt \ Oi, ©a), 

so konnen docb diese Grossen wegen {1) nur insoweit von den Perioden 
abbangen, als sie durcb die Modulformen g^, bereits vollig bestimmt 
sind, Sie werden also insofern das Verbalten dieser Modulformen teilen, 
als auch sie unverdndert hleiben, falls man aiif die Ferioden erne homogene 
Modidsiibstitution ausiibt, Wir baben also unter cc, y, d irgend vier 
ganze Zablen der Determinants 1 verstanden: 

(3) [ ctcDi + yoji 4- 3(Os) = p(u | a^) 

und entsprecliend fur p'. tJbrigens folgen diese Formeln aucli aus (2). 
Letzten Bndes filhren wir noch die trigonometrischen Eeihen**) an: 


(4) 


K") — 5+©’-::r 
p'w— 4;)- 


Sjt® xtt nir ^ 2m7cu 

. cos 


TtU I, 


. TtU 

cotg 


16 OT® ^7 . 2 VI TtU 

“ H 3 " • sm 


in welcben Ausdrucken die Perioden nicbt mebr symmetriscb ent- 
balten sind. 


*) kTan vgl. dariiber Eisenstein’s bereits p. 24 genannte Abhandluug, die 
iur die Einfiihrung der doppeltperiodischen Functionen vermittelst der Partial- 
bruchentwicklungen fundamental ist. Dortselbst finden sich in der That bereits 
die GrrSssen p, P\ ffsi ^21 Weierstrass’schen Theorie durcb ihre 

doppelt unendliohen Reiben definiert vor. Formel (5) p, 285 in Eisenstein’s 
Matbematiscben Abhandlungen ist geradezu identisch mit der algebraiscben Re- 
lation (5) § 2 des Textes. 

Vgl. H. p. 426. 
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§ 4. Boppelt tmendlielie Beihen fiir und 

Durcli elementare Reclinung gelingt es, die soeben mitgeteilte 
Entwicklung (2) Yon in eine Eeihe nach ansteigenden Potenzen 

Ton u umzusetzen*^)* Dieselbe beisst: 

.jhi) = 4r 4 - 2k 4 : Ts + 3 m® r cr + ■ • ■ 

+ (n + i)m»2 H — • 

Der Vergleicb der Coeffieienten von und mit den entsprechenden 
in (1) § 3 ergiebt jetzt fiir die Modtdfoi'men g^ die naclifolgenden 
do^jgdt iinendlichen Reilien: 

rjx 60 ^ 2 ) 0«i©i + ’ 

^ * 1 1 

Ho “2) = ^ (MljOJi + «!sOj)“ ’ 

in welchen die Summenzeichen dieselbe Bedeutung baben, wie in (2) § 3* 
Nacb Eisenstein’s TJntersucbungen convergieren diese Entwicklungen 
unbedingt fur alle diejenigen Werte der Perioden Og? deren Quo- 
tient m nicbt reell ist. Sie convergieren also insbesondere fur solclie 
m^y m^y welcbe einen dem Innern der positiven Halbebene angeborenden 
Quotienten co geben, und allein fbr diesen Bereicb ist es uns ja um 
Darstellungen der Modulfornien g^y g^ zu tbun. 

Einige der Haupteigenscbaffcen von g^ und g^ treten in (1) un- 
mittelbar in Evidenz, so z. B. dass sie bomogen in der ( — 4)*®“ bez. 
( — Dimension in m^y cog sind, ferner dass sie gegeniiber alien 

bomogenen Modulsubstitutionen invariant sind^ denn in der That be- 
wirkt die Ausiibung einer solcben nur eine Dmanderung in der Reiben- 
folge der Glieder in (1). 

Bei der Leicbtigkeit, mit weleher die Eeihen (1) und abnlicb ge- 
bildete Entwicklungen ibren Charakter als Modulformen oifenbaren, 
lag es nabe, von ibnen aus den Eingang in die Betracbtung von 
und g^ zu sucben, indem man diese Grossen geradezu durcb (1) 
definierte. Es ist damit der Ansatz zu einer von der Tbeorie der 
doppeltperiodiscben Punctionen unabbangigen Entwicklung der Modul- 
formen gegeben, der in der That durcb Hrn. Hurwitz zur Durcb- 
bilduDg gelangt ist^*). Es wird an genannter Stelle auf dieser Grand- 

*) Vgl. H. p. 366. 

**) Man sehe Hurwitz, GrundHagen eimr independentm Theorie d&r elUptischm 
Modulfunctionen und Theorie der MvMiplicatorgleichwngen ereter Stufe, Math. Aim, 
Bd. 18 p. 528 (1881). 
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lage zuvorderst eine Theorie derjenigeii Modulformen entwickelt, die 
zur Gesamtgruppe der Modulsubstitntionen gehoren. Aber aucb die 
directe Bildnng von Modulformen fiir Untergruppen aus Modulsub- 
stitntionen erscheint moglich, woriiber eine Andeutung in Hurwitz^ 
Arbeit p. 560 gegeben ist* **) ). Wir miissen nns bier mit dieser An- 
deutung begniigen; aucb die spateren Entwicklungen fiibren uns leider 
nicbt zur Wiederaufiiabme dieses Gedankens zuriick. 


§ 6. Einfacli tinendliebe Reiben fiir xuad die Perioden 

Andere Darstellungen von g^ und g^ gewinnt man von (4) § 3 
aus, wobei zugleicb Entwicklungen fur die Perioden entspringen. 

Entwickeln wir das in der citierten Darstellung von p{u) auftretende 

in eine Eeibe nacb Potenzen von w, so baben wir 




^ 7tU 


COi 


fur p(u) die Darstellung: 

K.) - ^ i ©■ + (gr »> + ©” “‘ + - 


27n7cu 


Hier bilde man aucb nocb die zweite und vierte Ableitung und setze 

in den drei so entspringenden Pormeln u — 0, Wir baben dann: 

- . ^ 00 „ 
mr^ 


?/; 




m==l 


m^r 


7n = l 




m=si 


Die namlicben Nullwerte berecbne man jetzt andrerseits von den Dar- 
stellungen (1) § 3 aus, wo sie bez. die Werte 0, ^ bekommem 

Durcb Identiscbsetzen der beiderseits gefundenen Werte kommen zu- 
nacbst fur und g^ die neu&n EnUvicTclMngen*'^) 


*) Nocb in allgemeinerer Weise ist diese „Methode der directen Bildungs- 
weise“ von Hrn. Poincar^ in Anwendimg gebracbt worden, der sie dann liber- 
baupt znm Fundament seiner Bebandlnng der Functionen mit linearen Trans- 
formationen in sicb macbte. Man sebe die zablreicben seit 1881 erscbienenen 
Abbandlnngen Poincare's in den Gomptes Bendus, den Matb. Ann. Bd. 19 nnd 
den Acta matbematica. 

**) Of. H. p. 446. Die tJberleitnng der Formeln (1) § 4 in die obigen Dar- 
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Ferner findet sich durch. Vergeich der beiden Werte fiir ^ 

eine Darstellung der Periode % des Integrals zweiter Gattung, aus 
welcher man hemacli nnter Gebraucli der Legendre'scben Relation eine 
ebensolclie fiir % erlangt. Man kommt dabei anf: 





Der Convergenzbezirk aller dieser Entwickl ungen (1), (2) ist der 
Einkeitskreis der r-Ebene. Tbatsacblieh wird aber fiir jedes der 
positiven Halbebene angekorige o der absolute Betrag von r = 
kleiner als 1, wahrend dieser Betrag fiir reelles m gleick 1 ist. Fiir 
den uns allein interessierenden Bereick der positiven ce ? -Halbebene sind 
somit die Entwicklungen (1), (2) unmittelbar brauckbar. In der negativeii 
£ 0 - Halbebene convergieren die Reikenentwickl ungen (1), (2) nicht mekr. 

Der unendlick feme Punkt der imaginaren o-Axe giebt r = 0 
und entsprickt also dem Nullpunkt der r-Ebene. Dabei giebt (1) als 
Grenzwert von 



was in der That mit (2) p. 127 in Ubereinstimmung ist 


§ 6. Productdarstellnng der IDiscriminante A. Die Modnlgleiclxiing 

in expliciter Form, 

Mit Hilfe der Relationen (2) pag. 122 konnen wir von den eben 
mitgeteilten Darstellungen der zu einer sekr wicktigen Product- 

darstellung fiir die Discriminante A gelangen. Formeln (2) des vorigen 
Paragrapken gestatten die Schreibweise: 

2i7CG) + 24^ log (1 — L 

w»=l 1 


6i d log A d ( 

yt dooi \ 


^ d log A d 

n dco^ dco^ 


I log CDg + 23ria) -f- 24 ^Jlog (1 


stellungen von Pg* kat Hr. Hurwitz in seiner soeben genannten Arbeit obne 
Zukilfenahme doppeltperiodisoker Functionen £;eleistet. 
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Integrieren wir beide Gleicbuugen und combinieren sie bebufs Be- 
stimmung der IntegrationsconstanteD, so kommt: 

v: 

log A = const. + log + 2:12 0 ) + log (I — . 

m = l 

Unter c einen numerisclien ^Factor verstanden, haben wir sonacli: 

m=l 

Die Bestimmung des Factors c gescbieht durcli Riickgang anf (6) 
pag. 129; welche Formel fiir r = 0 in erster Annaherung • r als 

Wert von A ergiebt. Es ist demnacli e — und man gewinnt 

als Frodnctdarstellung der Discriminante^): 

(1) A(oi, m,) = JY (1 - 

m=l 

Dieses Product giebt den Wert von A fulr jeden im Innern der 
positiven o)-Halbebene gelegenen Punkt a?. Dass A ftlr jeden ratio- 
nalen Punkt der reellen o-Axe d. i. in den Spitzen der Moduldreiecke 
versckwindet; tritt in (1) ebeiiso unmittelbar in Evidenz, wie dass im 
Innern der positiven Halbebene ein Nullpunkt von A nicht mehr ge- 
legen sein kann. 

Aus den gewonnenen Darstellungen von ^ 2 ? ffsy ^ ergiebt sich 
nun auck endlick die explicite Darsfelhmg der Modnlgleichung , namlicli 
in der Form: 



*) Zur Entwicklung von (1) vgl. man namentlich noch Hurwitz in Math. 
Ann. Bd. 18 p. 551, 552. Die fundamentale Function 72(co) in Dedokind’s Arbeiton 
iiber elliptische Modulfunctionen (vgl. ausser der schon genannten Abhandlung in 
Crelle’s Journ. Bd. 83 noch die JErlauterungen zu Biemann^s Fragmenten ilher die 
Grenzfdlle der elliptischen Modulfunctionen in Riemann’s Werken p. 438) ist idcntisch 
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§ 7. Die yimetion <sfii | 

Xachdem clurch die Torangelienden Mitteilungen die Entwici- 
lungen des yierten Eapitels erganzt warden, kommen die nun folgen- 
den Satze iiber die 6- und Funetionen erst unten im yierten Abseknitt 
zur Verwendung. Dock sckliessen wir sie bereits kier an, um nickt 
spaterkin nock einmal zu eineni Excurse genotigt zu sein. 

TVir bilden uns zuvorderst das Integral*) 

ffs 


( 1 ) 2(u) =J . ifi + 

das sick durck die Substitution 

y^00 = 2/? du = 


2*-* .5-7 




dy 


y4.y^ ^ g^y ^ 

sogleick als Integral Bweiter Gattimg zu erkennen giebt (cf. p. 33). 
Man kat demgemass die Formeln 

(2) Z{%i + (Di) = Z(?0 — + (Ug) = Z{%i) — 7].^, 

sowie den Satz, dass Z{u) in den Gitterpunkten unend- 

lick wird wie 

1 




Integrieren wir nockmals 


( 3 ) 


J Z(^u)dic 


log ti + 




2^ • 3 • 5 


23 


-4- - 

.3.5-7 “ 


und geken dann zu 


(4) <y(M I = 


U‘ 


^2 


2 ^ 3-5 


— 


^4 


23 . 3 . 5-7 


tr 


so kaben wir eine Function erlangt, die in den GiUerjpunJeten e'infach 
'oerscliwindet imd im ubrigen in der gansen endliclien u-Ehene endlicli und 
von Null verscliieden ist. 

Die solckergestalt erkaltene Weierstrass’seke (^-Function erweist 
sick fur die ganze Theorie der doppeltperiodiscken Funetionen als 
fundamental. Ikre wesentlicksten Eigensekaften sind die folgenden. 
Sie ist eine tmgerade Function Hires ersten Argumentes: 

(5) — li) = — <5t00? 

sie ist in ikren drei Argumenten u, cog homogen in erster 
mensioni 

(6) 0(yu 1 = v0(u ] o?i, cog), 


*) Man beackte, dass bier, wie sogleick in (3), durck die angekimgte Reiken- 
eutwicklung die lutegrationscoustante jedesmal mitbestimmt ist. 
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sie zeigt gegeniiber Modulsubstitutionen das Verbalten einer mr Ge~ 
samtgru})pe geJiorenclen Modidform: 

(7) 0(ii 1 a(D^ + yG)i + dc3o) = | co^), 

sie nimmt endlicb bei Vermebrung Ton ti um Perioden eine Exponential- 
grosse als Factor an, indem man in der That von (2) aus leiclit die 
Pormeln gewinnt: 


(8) iS(u C 3 ^) = — e ^ • 6(u ) , 6(ii + fijo) = — e ^ • &(ii) ^ 

von denen man unter Anwendung der Legendre’schen Relation zu der 
allgemeineren aufsteigt* **) ): 

(9) + %C5i + = 

, , s / , C »>1 + >>^2 a > 2 \ 


(- 1) 




§ 8. ProductdarsteUiing der ^-Function. 

An analytiscben Darstellungen der (^-Function baben wir soeben 
bereits in (4) § 7 die Reibe nacb positiven Potenzen von ti kennen 
gelernt. Dieselbe convergiert fiir alle endlicben Werte von sofern der 
Quotient co der Perioden eine nicbt-reelle Grosse ist. Eine fundamen- 
tale Darstellung in Gestalt eines doppelt-unendlicben Productes sebe 
man in S. p. 5 Pormel (1) nacb. Wir ‘uberspringen dieselbe, da sie 
weiterbin nicbt zur Verwendung kommt. Dagegen ist fiir uns die 
folgende Productdarstellung*^*) wicbtig: 




iajL 


I I Sin ^moj — TT • sin ' 


sin* m (0 7t 


Unter Gebraucb der Bezeicbnungen 


nimmt diese Entwicklung aucb nocb die anderen Formen an: 


00^ 


• -4 e\ vn, 2 5 ^ W , Q 

1 — 2r cos (- T 


CO2 


(1 — r™)" 


(3) 


G)g Z — • 


~tl 


n lziflL. 

1 JiiL 


1 1 — 1 — T‘ 


*) Man vgl. hierzu durchweg S. p. 6 u. f., H. Eap. 6. 

**) Cf. S. p. 8, H. p. 400. 
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§ 9. Darstellung doppeltperiodischer Funetioiien durcli 0(u), 


Bine wichtige Verwendung findet die <?- Function bei der Darstellung 
doppeltperiodischer Functionen Grades*). Sei g){u} eine solche, 
deren 7i Nullpunkte in einem ersten Periodenparallelogramme bei = 

gelegen sind, wahrend die Unstetigkeitspunkte in dem 
namlichen Parallelogramni n —h^y • • • &„ sind. Es gilt alsdann 
zufolge des Abel’schen Theorems**) zwischen diesen Werten von u die 
Relation 

n 

(1) ^ {h — ai) = nil coi + , 

wo zwei bestimmte ganze Zahlen sind. Um jetzt eine Darstellung 

von g>(«fc) durch die d-Function zu leisten, bilde man den Quotienten 

a{u — fli) a{u — a®) * * * ^a) 

G{u — a(u — h)‘-'G(u-~I>^y 

Derselbe stellt eine eindeutige Function von dar^ welche die Null- 
und Unstetigkeitspunkte genau mit q>(u) gemein hat. Bei Vermelirung 
des u um Perioden verhalt sich der Quotient gerade so, wie die Ex- 
ponentialgrosse 

(mi 

^ > 


wie aus (8) § 7 folgt, Aber diese Exponentialgrosse wird in der 
ganzen endlichen w-Ebene nirgends Null oder unendlich, DesliaTb stellt 
ims die Verbi^idxmg 


g— ?%>/,) Z 4 . 


G{a — %) — a^) • • ’ G(ii — 

g{u — by) • • • G[u — by) 


eine doppeltpe^iodiscJie Function mit den Null- und ZPnstetigJceifsstellen 
von (p(ti) vor. Nach bekannten Satzen kann dieselbe von g)(u) nur 
mehr um einen von u unabhangigen Factor abweichen, so dass wir fiir 
g)(xc) die Darstellung gewinnen: 


( 2 ) 


g}(n) == G 




— flt^) 


Beispiele fiir diese allgemeine Formel sind die Darstellungen**'*') 
von g>(u) und Verschwindet p(u) fiir tc — Uy so hat man 

— ^(u — a)-Giu + d) 

pi^uj ij^{a)-G\u) » 


p'(u)= — 




*) Cf. S. p. 15, H. p. 209 u. f. **) Man sehe z. B, H. p. 216. 

***) Cf. H. p. 196. 
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wie man auch auf Grund der namlichen Sclilussweise leiclit 

6{u — v) 6{u -f- v) 


( 4 ) 

nachweist***). 


(pill) — p{v) = — 




§ 10. Die Functionen (zt | 

.Besonders folgenreich wird far uns die Betrachfcung desjenigen 
Falles der Formel (2) § 9, dass alie n Nullpunkte von (p(ti) in einen 
einzigen \i — a and gleichfalls alle n Unstetigkeitspunkte in einen 
It = 1) concidieren. Wir setzen dann insbesondere nocli voraus, dass 
u = l der Nnllpimkt der w-Ebene sei, so dass zufolge (1) § 9 

(1) « = 

^ ^ n 

wird^ mit ganmi Zalilen /x, Wir konnen bier A und ^ auf die Werte 
^ 2j • • • (n — 1) eingescbrankt denken. Da iiberdies noch 

die Combination A = ft = 0 (p(ti) zu einer von ic nnabbangigen Con- 
stanten macht und also nicbt weiter in Betracbt kommt, so bleiben 
noch — 1) brauchbare Combinationen A, ft iiber. Ihnen entsprechen 
ebenso viele Functionen, die wir 

= (7, •>.)«. / 

schreiben. 

Hier ist es nun sehr wichtig^ dass auoli die Wurzel axis einer 
beliehig&ii dieser Grossen noch erne eindeidige Fxmction von xi ist: 

„ Ju- 

(2) ” ^ 

Diese Function wird im Parallelogramme nur einmal Null und einmal 
unendlich, aber sie andert sich bei Vermebrung von u um Perioden, 
allgemein gesagt^ um eine multiplicative n*® EinheitswurzeL Fs fmdet 
sich ndmlich ohne Muhe auf Grund von (9) § 7: 

2i7t , 


( 3 ) 


+ «*8®8) = e ” 


- imijii — 




Die Constante welche fiir jede unserer (n ^ — 1) Functionen 


in besonderer Weise gewahlt werden kann, bleibt hier vbllig ausser 
Betracht. Immerhin wollen wir dock schon beilaufig mitteilen, dass 
sie in einem spateren Abschnitt in eigentumlicher Weise bestimmt 
wird, Sie ist nur von u unabhangig, kann aber ganz wohl noch eine 
Function der Perioden sein^. Um spaterhin ein moglichst einfaches 


*) Aus (3) folgert man leicht = p ^ p . 
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Verbal ten unserer Functionen gegeniiber den Modulsubstitutionen za 
erzwingen, wird sicb die Einfiibrung der folgenden Grosse als zweck- 
massig erweisen^**; : 


(•*) “2) == « 




Es ist clann insbesondere (yo.nr^) = 0 ( 11 ) und man hat: 

(o) t; CO, . CO„) ==-'*, -7 V— • 

^ ^ /.,u\ I IP c(2l \ CO^GJa) 


Ohne irgend auf die Bedeutung dieser Wahl fiir bier einzugehen, 
wollen wir docb die durch (4) definierten Grossen im besonderen 
Falle 01 — 2 noch naber verfolgen, uin auf die Weise den Ubergang 
zu den Jacobi'scben Functionen zu finden. 


§ 11. Ubergang zu den 'S’-Ftmetionen. 

Fiir 01 = 2 baben wir unter Einschluss von 
ganzen vier Functionen fur welcbe wir aus (2) § 8 die naeb- 

stebenden Productdarstellungen gewinnen*^*'**'): 

23 




/ \ COo 2a}n • yxU m = 1 

ahf) = — . e * • sin 

^ ' n a>2 

ao , 

iT(>- 

«..(••) -a- 




27(1 -r»)- 


ms=l 
2 m — 1 

2 3r^^ , 2 ,... 

2r cos 


■) 


( 1 ) 


r ® JJ(l — »•“)" 


. / \ ^3 ^2072 53? W m=sl 

Om\U)= • e • COS 

n cOg 


27(1 -r-r 


>22 


00^ , 

n( 


0^^ (u) = — . 3- . e 

1/2 25r 


7» = 1 

27n — l 

-in 2 ^ 25rM 2m — A 

1 •+ 2r cos b r ) 

<»2 / 


»-«27(i-»^)“ 


>/i»i 


*) la dieser Form hat Klein die ™ ersten Abschnitt der Abhandlung: 

X}ber die ellij^UBclien Normalcurven der Ordnung imd mgehorige Modulfvmetionen 

der Stufe (Abb. der Kgl. Sachs. Ges, d. W. Bd. 13 Nr. 4, 1885) gegehen. 
**") Die von Weiers trass aufgestellten Functionen siad 
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Die hier auftretenden Producte lassen jetzt eine elegante Reihenent- 
wicklung zu, wenn wir auf eine von Jacobi*^) aufgestellte identiscbe 
Gleichung zuriickgeben: 

CO 7n^ 

cc 1-4- T ^ z ^0 

ll\l + r Ju+r " 0-')= 

17(1 - ’•’") 

m—1 

In der That setzen sich die bei auftretenden Producte auf 

Grund dieser Gleichung direct in Reihen um und aus diesen leiten wir dann 
fur die beiden anderen Producte entsprechende Reihen ab. Die dergestalt 
gii Tage tretenden Heilien sind nun direct die JacohtscJien %'~Functionen: 




= cos— + 2r cos 


Min 


L iL 

8 


~ (it V> \ ^ Q . JI. w C|0-< 

— r) — 2r sm 2r sin 

1 \£0«» ' / CDg OO 2 


COq 

25 

+ 2r^ sin 

25 


2 (jun , 
2r cos k • 


Q. \ ci 8 7CU , 8 Znu , ^ 8 

'O’ol — .r) = 2r cos -4-2r cos \-2r cos 

1 ^ 

'9's , rj = 1 + 2r cos 2r cos 


6 mi 

COq 


4:11 n , r, 2 Quit , 
h 2r cos h • 

rn. ' rn. • 


Indem man die in diesen Reihen auftretenden trigonometrischen 
Punctioneu durch ihre bezuglichen Ausdrxicke in der Exponentialgrosse 
ersetzt, nehmen diese Reihenentwicklungen die andere vielfacli zur 
Verwendung kommende Gestalt an: 

/2w . 

ont-j-m I 1 iTti 

/ 




m = — CO 




( 3 ) 




Wi5= 00 






m = 00 




fnu 

fi>2 


H 


c, (u) 


00 

m=a — 00 
gpi («) 


2 w 

m^ojTti •+-m - — - Tti 

coa 


W == 


(“) 


wenn wir allgemein mit den Wert von — 0 verstehen. Man vgl. 

iibrigens S. p. 36 nnd H. p. 188. 

*) Man sehe „Fundamenta nova tbeoriae functionum ellipticarum*^ (Konigs- 
berg, 1829) Artikel 64. 
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Indem wir hier die auf den linken Seiten der letzten Formeln 
fiir die Reihen eingefalirte Bezeiclinungsweise benutzen, kommt unter 
Gebraucli der p. 154 fiir die Discriminante aufgestellten 

Productentwicklung aus (1) folgende Beziehiing swisclien JacdbVs ^-JFunc- 
tionen iind den zu n = 2 geliorenden 


»;a«“ 



Die 'd’-Functionen sind entgegen den nullter Dimension 

ill tij coj; Gjg; sie enthalten aucb. die Perioden nicbt melir wie diese 
symnaetriscli, verhalten sich. vielmehr besonders einfach gegen o? 2 ; in- 
dem sie entweder geradezu um periodiscli sind oder bei Vermebrung 
Ton u um CO . 2 niir das Zeieben wecbseln. Im einzelnen ist das Ver- 
balten der bei Vermehrung von u um und co^ durcb das Formel- 
system zum Ausdruck gebracbt^): 



*) Of, S, p, 44, 45 und H. p. 264, 
Klein-Frioke, Modulfonctionen. 


11 
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Die grosse Bedeutung der# -Functionen ist in der ausserordentlichen 
Eleganz ihrer EeihenentwicHungen (2) begriindet, welche eben dieser 
ihrer Einfacbbeit wegen kunftigliin bei den verschiedensten Gelegen- 
beiten zu braucben sind. Solcbes wird insbesondere im vierten Ab- 
schnitte der Fall sein. 



Zweiter Absclinitt. 


Behandlung des grnppentlieoretisclien Grundproblems. 

Erstes Kapitel. 

Von den linearen Snbstitntionen einer Varialbelen 
nnd ihrer geometrischen Dentung. 

Im vierten Eapitel des voraufgehenden Abscbnitts batten wir die 
beiden Probleme angekundigt, deren Bebandlung die nun folgenden 
Abscbnitte gewidmet sein sollen. Unter diesen beiden Problemen ver- 
langt das zweite, functionentheoretiscbe die voraufgehende Erledigung 
des ersten, gruppentheoretiscben. Beginnen wir also mit diesem und 
versuchen, die Untergrupimi der Modulgm^ie aufmfinden zmd m zmter- 
szichen, 

DieModulsubstitutionen waren specielle Beispiele linear-gebrocbener 
Substitutionen einer Variabelen. Wir haben scbon oben geseben, dass 
alle solcbe Substitutionen geometriscb zu den als KreisverwandtscJiafben 
bezeiebneten conformen Abbildungen binfubren. Eiir die kiinftigen 
Zwecke ist indes mit dieser Angabe die Lebre von der geometriscben 
Bedeutung der linear-gebrocbenen Substitutionen nocb nicbt binreicbend 
durchgebildet, und wir geben daber vorerst daran, in diesem Betracbt 
die notige Erganzung zu scbaffen. Unsere Betracbtung wird leicbt ver- 
standlicber Weise zu den Entwicklungen im dritten Kapitel des vorigen 
Abscbnitts mannigfacbe Beziebungspunkte darbieten. 

§ 1. Arteinteilung der linearen Snbstitntionen einer Veranderlicben. 

Indem wir unter ^ eine complexe Variabele versteben, sei uns in 

r az A- 1} 

eine allgemeine lineare Substitution vorgelegt. Wir werden dabei fortan 
z und z' (und dadurcb werden unsere neuen Betracbtungen ibr Cbarakte- 

11 * 
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ristisclies erhalten) stets in dersdben complexen Ehene deuten. Diese 
Ebeue ist dann veriiioge (1) eiB-eindeutig auf sicb selbst bezogen. Es 
lassen sieh dabei m'ei Lagen tob g ausfiBdig macbeB, -fur welcbe der 
zugeordnete Puakt g' ebeB wieder Biit g zusaaiBienfallt; setzt BiaB 
B'amlieb in (1) z = g, so kommt far die quadratisclie GleiebuBg: 

+ id — a)g — & == 0 , 

dereB beide WurzelB die geoiemteB beideB Werte vob ergebcB. 
JyeBBeB "wii* diese sicb selbst eutsprecbeBdeu Puakte Eixpunkte^ so 
folgt der Satz: Die Substitution (1) besitgt gicei FixpimUe, niimlich: 

a — d + y(,a — rf)'-* + 46c 

( 2 ) ^ 1 , 

Jetzt sonderB wir die SubstitutioBeB (1) iB givoi JLttoi, deren 
erste die SubstitutioneB niit getrmnt lieg&ndm FixpimUen, dereB zweite 
diejeBigen mit gusamniGufallenden FixpunMen umfasst. Eine Substitu- 
tioB der zweiteB Art, durcb die BediaguBg 

(a — dy “1“ 4&C = 0 

cliarakterisiert, soli aucli erne paraholische Substitution hoissen. 

Die SubstitutioneB der ersten Art d. i. diejenigen niit getrenut 
liegenden Pispunkten verteilen wir nocb auf Unterarten. Es ist 

eine lineare Function von g, die fur g = g^ verscbwindet uud 

s' "2 

unendlich wird. Demgemass muss sich Substitution (1) 
auf die Form bringeu lassen: 



und man berechnet in der That sehr leicht fiir den hier auftretenden 
Factor h die Form: 

j ia d — |/(o — dy + 4&e)" 

* -l(ad — be)' 

Sei jetzt der absolute Betrag von Te mit x bezeichnet, so schreiben 
•wir Te = x- und sondern unsere Substitutionen mit getrennt liegen- 
den Fixpimkten noeh weiter in folgende drei Unterarten: 

I. In eine erste Unterart fassen -wir die Substitutionen mit O' — 0 
zusammen und benenneB sie als "hyporbol/isclic Substitutionen. Bei ibiion 
ist sonach h = x eine reelle positive Zahl: 



TI. Die zweite Unterart bestehe aus den Substitutionen mit x = I, 
fur welehe demnach h eine complexe Zahl vom absoluten Betrage 1 ist: 



und ihrer geometris(;lien Deutung. 
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Substitutionen dieser Form nennen wir weiterhin elliptische^)* 

IIL Encllicb sollen Substitutionen, fiir welcbe zugleich und 

^ Yon Xull verscbieden ist, loxodrcyinisclie beissen. Es ist ersiclitlicli, 
class sich jede loxodromisebe Substitution durcli Combination einer 
gewisseu byperboliscben mit einer gewissen elliptiselien Substitution 
erzielen lasst*"^"^'). 

§ 2. G-eometrisclie Deutung der Substitutionen mit getrennt liegenden 
Pixpunkten fur besondere Lage der letzteren. 

Indem wir bier Torerst die Substitutionen mit getrennt liegenden . 
Fixpunkten des naberen verfolgen, wollen wir eine geometriscbe Deu- 
tung derselben benutzen, welcbe den verscbiedenen Cbarakter der drei 
soeben nambaft gemacbten Dnterarten sebr anscbaulicb macbt. Den 
einzelnen Punkt dem yermoge (3) § 1 der Punkt / entspricbt, 
denken wir zu dem Zwecke auf einer in der complexen Ebene conti- 
nxderliclh xerlaufenden Balm in iibergefubrt. Den so von ^ nacb 
wandernden Punkt nennen wir und zwar wollen wir seine Bahn 
durcb die Gleicbung festlegen: 



in welcber iq als reelle Zabl von 0 bis 1 wacbsen soli. Die ganze 
.^-Ebene wird bei der durcb (1) geregelten Uberfubrung des einzelnen 
Punktes ^ in allgemein zu reden, eine continuierlicbe Formanderung 
erleiden, bei der ibre einzelnen Teile unter Verscbiebung von ibrer 
Stelle sieb entweder zusammenzieben oder debnen. Immerbin wollen 

'^) Die Namen „elliptiscbe“, j,parabolische‘S „liyperbo]ische“ Substitutionen sind 
von Klein in der p.l42 genannten Arbeit iiber elliptische Functioneu und Grleicbungen 
funften Grades, Math. Ann. Bd. 14(1878), eingefnhrt, Es sind das ubrigens Benennungen, 
die einer verbreiteten Ausdrucksweiae der Geometrie nachgebildet sind. So z. B. 
spricht Steiner von elliptischen, parabolischen oder hyperboliscben Involutionen 
auf^ einer Geraden, je nachdem die beiden Doppelpunkte der Involution conjugiert 
imaginar, zusammenfallend oder drittens reell getrennt liegend sind. Des femeren 
benennt man den einzelnen Punkt einer krummen Fl§,che als einen elliptischen, 
parabolischen oder hyperbolischen, je nachdem die beiden in ihm an die Flacho 
zu legenden Haupttangenten imaginEr, zusammenfallend oder reell getrennt 
sind. U. s. w. 

**•*) Der Name „loxodromische Substitution**, dessen Bedeutung sogleich (§ 3) mit- 
geteilt wird, ist von Klein in der Abhandlung yjNme Beitriige zur BiemanfifscJien 
Functionentheoric^^ Math. Ann. Bd. 21 (1882) benutzt. Die loxodromischen Substitu- 
tionen kommen iibrigens nur noch in den nachsten Paragrapben beilaufigin Betraoht; 
sp'aterhin treten sie bei den von uns anzustellenden Untersuchungen nichtmehr auf. 
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"wir docli sageiij die Ebene 1j6W€Q6 sicli in sicli selbst^ niid das Gauze 
imserer durcli (1) festgelegten Bewegung soil uns ein Bild fur die Eigen- 
art der gerade vorliegenden Substitution (3) § 1 seiu. 

Urn nun die „Bewegiingen^- der Ebene, wie sie der getroffenen Ver- 
abredung zufolge unseren drei Unterarten von Substitutionen zutommen, 
in einfaebster Weise zu charakterisieren, gelien wir vorerst durch die 
Substitution i = zur kreisverwandten Ebene. Indem wir so- 

Z ^2 

gleicb wieder den oberen Index in der Bezeichnung der coniplexen Varia- 
belen fortlassen, heisst das nicbts anderes, als dass wir zuvorderst die Sub- 
stitutionen 0 ' = Jc0 mit den speciell gelegenen Fixpunkten 0 = 0 und 0 = 00 
betracbten sollen. An Stelle der Gleicbung (1) tritt alsdann die andere 
( 2 ) ? = 

wobei die einzelnen Bestandteile dieser Gleicbung ibre obige Be- 
deutung bewabrt baben. 

Mogen wir nun in (2) sogleicb eine hyperbolisclie Substitution vor uns 
baben, so ist h eine reelle positive Zabl, die wir wie oben jc nennen. Man 
siebt, dass unter dieser Voraussetzung der einzelne Punkt g sich auf der 
Geraden bewegt, die durcb den Nullpunkt der Ebene und den be- 
zuglicben Punkt 0 bestimmt ist. Auf dieser Geraden wandert g vom 
Punkte 0 aus entweder gegen den Nullpunkt bin oder von ibm fort, 
je naebdem ic<,l oder > 1 ist. Das Geradenblischel der 0 -Ebene durch 
den Nullptmli derselben wollen wir in diesem Sinne als das System der 
Dahncurven fiir die vorliegende Bewegung be 0 eiehnen, 

Wir geben nun nocb der besonderen Vorstellung Raum, dass iq 
in gleicbmassiger Zunabme von 0 bis 1 wacbst. Alsdann wird der 
einzelne Punkt g sich mit einer Gescbwindigkeit auf seiner Babncurve 
bewegen, die durch den absoluten Betrag von 

§1 = Mog K 

gemessen wird imd sich sonach mit dem Abstandc des Btmhtes t 
NuUpunlcte 0 = 0 als proportional eriveist Nun ist also die Goschwindig- 
keit, mit der die wandernden Punkte die einzelne Stelle der Ebene 
passieren, fiir diese Stelle eine gleichbleibende ; wir baben eine gleicli- 
formige Bewegung der ^-Ebene in sich vor uns, die in dem Momente 
angebalten wird, in welcbem der von 0 auslaufende Punkt g die End- 
lage % = 0 ' erreicbt. 

Neben dem System der Babncurven filhren wir jetzt nocb ein 
zweites System von Curven ein, die einzeln tlberall orthogonal zu den 
Babncurven verlaufen sollen. Dieses System, das wir als das System 
der Niveaulinien unserer Bewegung benennen wollen, besteht im vor- 
liegenden Falle ofifenbar am den concenirischen Kreisen der 0 -Ebene 



nnd ihrer geometrischen Deutung. 


167 


%im = 0 als Mtiteliywikt Xacli dem, was wir soeben iiber die Ge- 
scbwindigkeit der wandernden Piinkte g sagten, werden diese Xiveau- 
linien ersicbtKcb beim Fortgang der Beweguug in einander ubergehen, 
indem sie sick alle verengern oder erweitern, je nacbdem < 1 oder > 1 
ist. In der dnrcb Fig. 38 gegebenen Zeicbnung ist (fur den besonderen 

Fall ^ = -^) Anordnung so getroffen, dass die einzelne Niveaulinie 



/ \ 


Kg. 38. 

durcb Ausiibung der Substitution, welcbe wir bier betrachten, gerade in 
die nachstfolgende iibergefubrt wird. Es werden dann die Intervalle 
zwiscben den Niveaulinien fur die ganze ^-Ebene ein Mass der an der 
einzelnen Stelle stattfindenden Geschwindigkeit der wandernden Punkte 
abgeben^ und es mussen die Radien der in die Figur aufzunehmenden 
Kreise gegen den Nullpunkt bin wie die Glieder einer convergenten 
geometriscben Reibe abnebmen, so dass bei Annaberung an den Null- 
punkt, die Kreise immer naber an einander rucken und solcbergestalt 
zu unendlicb vielen den Nullpunkt umringen. 

Geben wir zur elliptisclien Substitution ==6^^- 0 , so bedeutet die- 
selbe in einfacbster Weise eine DreJmng der 0 -Ebene um iJiren NiillpunM 
diiTch dmi Winliel Die beiden Ourvensysteme der Pig. 38 baben ibre 
Rolle gerade gewecbselt. Die concenfrisch&ii Kreise iim 0 = 0 sind die 
Bahncurvm geworden, das zu diesen ortJiogonale Geradenhuschel durch 
giebt die NiveatilinieTi, welclie bei der Bewegung in einander ubergehen, 
Endlicb folgt fur eine loxodromiscke Substitution aus (2) durcb 
Dilferentiation nacb 

d% == • (log % + %'i) . 
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Das Element dt der Babncurve wird also gegen die RicMung des 
Strahles von ^' = 0 nach ^ = g urn denjenigen Wintel ® gedreEt er- 
scheinen, den wir unter positiv gereciineter Quadratwurzel aus 


cos & 


log* 


y log^ X -f- 


sill S = 


- 9 - 


yiog- X + 


bereclinen. Die einzelne Babncnrve ist hiernacli dadurch definiert, 
dass sie das Buschel der Geraden dureli den Nullpunkt g -= 0 nnter 
eineni constanten TVinkel & schneidet, der ersicktlich. weder 0 noch 

ein anderes Muliiplnm von ~ ist. Die DaJmciirven einer loxodromisclien 
Suhstitution stellen sojiach ein System congruenter loganthmiscJier Sjpiralen 



JPig. 39. 


8 Tt 

dar, wie sie in Fig.. 39 fur den Specialfall oc = is 

mit Pfeilen versebenen Ourven zur Anschauung gebracbt werden*). Zum 
System der Bahncurven Yerlauft ein zweites System von logaritlimiscben 
Spiralen orthogonal, Diese leMerm liefern un$ die Niveaulmien der vor* 
Uegenden Ebenenbewegung^ und es sind insonderheit in Pig. 39 die Niveau- 

**') Man vgl. iiber logarithmische Spiralen, sowie insbesondere iiber die bier 
in Betracbt koromende Pigur Holzratiller, JEjinfuhrung in die Theorie der iso-- 
gonalen Verwandtschaften u. s. w. (Leipzig 1882) naraentlich § 93 und Fig, 58. 


und ilirer 'jeometrischeu Deatung. 
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linien wieder in solcliem Abstande von einander aufgenommen^ dass die 
einzelne iinter ihnen bei Ausfubrung der Substitution gerade in die 
benachbarte ubergelit. 


§ 3. Projection der erlialtenen Pignren auf die Kiigeloberfl’actie^). 


In den Erorteningen des vorigen Paragrapben, die an Formel (2) 
p. 166 ankntipften^ lag der eine Fixpunkt der Substitution ini unendlieli 
femen Punkte der iSf-Ebene, was den Nacbteil bat, dass die Bewegung der 
^-Ebene in seiner Umgebung der directen Anscbauung unzuganglicb bleibt. 
Zur Erglinzung werden wir eine stereograpbiscbe Projection der ^f-Ebene 
auf die Kugeloberflacbe vornehmen, ein Hilfsmittel, das wir aucb fiir 
die Folge zu wiederboltem Gebraucbe in Bereitsebaft balten mussen. 
Wir lassen die Kugel im Nullpunkte die ;^-Ebene beriibren, Alsdann 
kommen die beiden Pixpunkte der Substitution auf der Kugeloberflacbe 
in diametrale Lage, und wir wollen sie als die beiden Foie der Kugel 
bezeicbnen. Das Geradenbiiscbel durcb den Nullpunkt der Ebene 
gebt in das zu diesen Polen geborende System der 3Ieridian'kreise iiber, 
wabrend die concentriscbbn Kreise der Ebene um ^ == 0 die Parallel- 
Icreise der Kugel ergeben. Wir wablen ferner den Durebmesser der Kugel 
gleicb Eins. Cbarakterisieren wir dann den einzelnen Parallelkreis 
durcb den Winkel 9 ), den seine Kugelradien mit deni Radius zum 
Pole 0 — 0 bilden, so entfallt ein Punkt ^ der Ebene mit der Ent- 
fernung | g [ von deren Nullpunkte auf den Parallelkreis vom Winkel 

g) = 2 arctg | £ I . 

Seben wir uns nunmebr die ,,Bewegungen^^ der Kugel in sicb an^ 
wie sie den drei Unterarten von Substitutionen entsprecben. Uberaus 
einfacb erledigt sicb die elUptiscJie Substitution 0 ' ^ • 0 des vorigen 

Paragrapben; sie hat die elementare JBedeiitung einer Drehung der Kugel 
durch den Winhel %' imi Hire die heiden Foie verhindende Axe, Andrer- 
seits entspricbt der oben betracbteten Jiyperbolischen Substitution eine 
solclie Bewegung der Kugel in sicb, bei der die ein0elnen PtmJcte iiber 
die Meridians liinwandern, Samtlicbe Punkte, die einmal einem Parallel- 
kreise angeboren, werden dabei im Fortgang der Bewegung stets wieder 
einen Parallelkreis bilden. Als Mass der Gescbwindigkeit baben wir dabei 


dcp 

dri 


2 log 





so dass dieselbe am ,,A.quator" der Kugel am grossten wird und gegeii 
die beiden Pole bin in gleicher Weise bis 0 abnimmt. Wollen wir demnach 


*) Cf. „Ikos.“ p. 29. 
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z. B. Fig. 38 auf die EugeloberMche projicieren^ so -werden sicli 
gegen den Pol ^ = oc hin die Kreise ebenso haufen mussen^ wie wir 
dies oben fiir die Umgebung von ^ = 0 gescbildert baben. Fiir die 
beiderlei jetzt besprochenen Arten von Substitutionen erkennt man, 
dass die Eollen, die im Einzelfalle den beiden Polen der Kugel zu- 
gewiesen sind, mit einander gleiebwertig sind*), so dass in der Tbat 
nun dem Fixpunkte ^ = oo die Besonderheit genommen ist, die ibm 
in der ^-„Ebene^^ anbaftete, 

Man debnt diese Bemerkungen sofort aucb auf die loxodromiseben 
Substitutionen aus, bei denen wir nicbt mebr ausflibrlicb verweilen. 
Bemerken wir nur noeb, dass die einzelne Bahncurve in eine Linie 
der Eugeloberfiacbe ubergeht, welcbe die Meridiane allentbalben unter 
dem constanten Winkel 0 scbneidet. Eine so definierte Linie, die 
sicb dann gleicbmassig um beide Pole unendlicb oft windet, beisst 
eben eine Loxodrome. Diese Linien gaben also zur Benennung der 
beziiglicben Substitutionen Anlass**). 

§ 4. Bahncurven und Niveanlinien bei allgemeiner Lage der 

Pixpimkte. 

Es ist nun sebr leicbt die Betrachtung der letzten Paragrapben 
aucb fur den Fall zweier beliebig im Endlicben liegenden Fixpunkte 

^2 durcbzufuliren. Man wird entweder die im vorigen Paragrapben 
bescbriebene Kugeloberflache mit ibren Babncurven und Niveaulinien 
derart stereograpbiscb auf die Ebene bezieben, dass die beiden Pole 
gerade nacb und ^.2 projiciert werden, oder man kann nocb einfacber 
an die in § 2 gescbilderten ebenen Figuren ankniipfen und von dort 
aus auf Grund der Eigensebaft der Kreisverwandtscbaft sofort zur 
allgemeinen Lage der Fixpunkte iibergeben. 

Die Babncurven der hyperbolisclien Substitution, welcbe auf der 
Kugel durcb die Meridiane gebildet wurden, sind dabei ersicbtlicb in 

'*■) Nur dass die „Ilichtung“ der Beweguug beim eineu immer gerade die eut- 
gegeugesetzte ist, als beim anderen. 

*■*) Nocb erw'abuen wir, dass durch Centralprojection der Kugel auf einen langs 
des Aquators beruhrenden Cylinder die 5?- Ebene auf dieser Cylinderfblcbe in einer 
Gestalt wiedergefunden ist, fiir welcbe alle in den beiden letzten Paragrapben 
betrachteten Substitutionen den Charakter elementarer Verscbiebungen des Cylinders 
in sich erbalten. Den elliptiscben Substitutionen entsprechen Drebungen des 
Cylinders um seine Axe, den byperboliscben aber Verscbiebungen desselben in 
Bicbtung der Axe, wahrend die loxodromiseben nacb wie vor aus jenen zusammen- 
zusetzen sind, so dass ibnen die Sebraubenbewegungen des Cylinders in sicb ent- 
spreeben. 
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clem Biiscliel cler durcli z\ und ^dnchircltlaufenden Kreise gegebeu. 
Ein zweites Bilsehel von Kreisen, zum eben gemeinten allenthalben 
orthogonal yerlaufend, entspringt aus- den Parallelkreisen der Eugel 
und giebt uns die Xiveaitlmien der byperboliscben Substitution mit 
den Fixpunkten 40 ist dies zur Anscbauung gebraclit, 



und man mag sick wieder vorstellen, dass durcb einmalige Ausubung 
der zu Grunde liegenden byperboliscben Substitution die einzelne in der 
Figur gezeicbnete Niveaulinie in die nacbstfolgende ubergefiihrt wird. 
Der Abstand der Niveaulinien von einander ist alsdann ein Mass fiir die 
Gescbwindigkeit an der betreffenden Stelle, und es mlissten sich die 
Niveaulinien der Figur, wenn man ein Gesamtbild der Bewegung baben 
wollte, in der nacbsten Umgebung der Fixpunkte dicbter 

an einander drangen. 

Fur die elUptischen Substitutionen mit den Fixpunkten 0 ^^ , 0^ baben 
die beiden Kreissysteme der Fig. 40 ibre Rollen gerade wieder ge- 
wecbselt- Nun sind die durcb 0^^^ 0 .^ bindurcblaufenden Kreise zu 
Niveaulinien geworden, und es miissten die in die Figur aufzunehmen- 
den Linien dieser Art bei gewisser Reibenfolge sicb in 0 ^ und % 
immer unter dem Winkel ^ treJOfen, wenn wir die Zeicbnung wieder 
so einricbten wollten, dass die einzelne Niveaulinie durcb einmalige 
Anwendung der gemeinten elliptischen Substitution in die bei der 
festgesetzten Reibenfolge nacbstfolgende tibergeht. 

Endlicb iibertragen sicb die beiden in Fig. 39 gegebenen, gegen 
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einancler ortliogonalen Spiral ensy stem e einer loxodrouisclien Substitution 
in zwei gleichfalls gcgen einander ortliogonale Sgstenie von Dopjpelspiralen^\ 
deren einzelne sieh um jeden der beideu Fixpunkte ^2 u^iendlicli oft 



Pig 41. 


windet. Das System der Bahncurven ist in Fig, 41 wieder durch 
Pfeile ausgezeiclinet; welcbe die Ricbtung der Bewegung anzeigeu 
sollen. Die einzelne dieser Bahncurven schneidet die Kreise durch 
und 02 allenthalben unter dem gleichen Wintel 


§ 5. Brledigung der parabolischen Substitutionen. 

Wir haben nun letzten Endes noch von den Substitutionen mil 
zusanimenfallenden Fixpuukten zu handeln; die wir oben als para- 
holische Substitutionen bezeichneten. Sei 

^ ^ ^ cz d 

eine solche^ so erfllllen die vier Coefficienten die Bedingimg 

(a — dy + 4.1}C^0, 

iiud man erhalt als Stelle der ^-Ebene, in welcher die beiden Fix- 
punkte coincidieren: 


Gehen wir durch Ausfiihrung der Transformation c — zur 

^ — ^0 

■*) Man vgl. bier liberall HolzmGllcr’s sebon unter Scitc 168 genanntes 
Buch^ .uamentlich ftir die Doppelspiralen § 19 dosselben. 
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kreisverwandten is-’Ehene, so muss sick Substitution (1) in eine solche 
paraboliscbe Substitution fur z transformieren, deren beide Fixpunkte 
bei je = oo coincidieren. Eine Substitution dieser Art muss^ wie ein 
Blick auf die in § 1 allgemein fur die Fixpunkte aufgestellte 

quadratiscbe Gleicbung lebrt, die Bedingungen 0 = 0, a = d erfullen, 
und also haben wir es bier insbesondere mit den Substitutionen 
(2) z' = 0 -j- A 

zu tbun. Geben wir zur Variabelen 0 zuriick, so entspringt der Satz, 
dass sich die 2^amholisclie Siibstitutmi (1) auf folgende Form hringen Idsst: 


(3) 

Eine geometrisclie Dentung bringen wir zuvbrderst fur die Sub- 
stitution (2) in Vorseblag. ' Die Bezeichnungen J und 7] in der alten 
Bedeutung gebraucbend, wollen wir der die Substitution (2) reprasen- 
tierenden Ebenenbewegung die Gleicbung 




zu Grunde legen. Dadurcb ist nicbts anderes, als eine FaraUelver- 
scJiiebimg Fbene in sich dargestellt, bei welcher der einzelne Punkt 0 
auf gerader Linie zum zugeordneten Punkte 0' hinwandert. Durcb die 
Ricbtung dieser Bewegung ist ein System 'paralleler Get'aden der ^-Ebene 
festgelegt, %hnd dieses giebt mis ei^sichtlich die Bahncurven fur die vor- 
liegende Substitution. JDas zu den Balmc%irven ortJiogonale System paralleler 
Geraden stelU die Niveaulinien dar, die wir dquidistant nebmen mussen, 
falls die einzelne unter ibnen durcb einmalige Anwendung der Sub- 
stitution in die nacbstfolgende ^bergehen soil. 

Fiir den allgemeineren Fall einer paraboliscben Substitution mit 
endlicb gelegenem Pixpunkt Zq legen wir der reprasentierenden Ebenen- 
bewegung entsprechend die Gleicbung zu Grunde: 






Der tJbergang von dem soeben beschriebenen Specialfalle zur jetzt 
vorliegenden Gestalt der Bahncurven und Niveaulinien gescbiebt dann 
in einfacbster Weise auf Grand der Satze uber die Kreisverwandt- 


scbaft. Das einzelne System paralleler Geraden erscbeint in der 
;^“Ebene als ei/n System durch Zq Mndurchlaufender Kreise, die einander 
alle in diesem PunJcte Zq beruhren. Ein solcbes System von Kreisen 
wird also zuvorderst das System unserer Bahncurven sein, und wir 
konnen aucb sofort die Orientierung dieses Kreissystems in der ^-Ebene 
angeben, indem wir darauf Bezug nehmen, dass wir unter den Bahncurven 
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eine geradliuige besitzeii; die demgemass als gemeinsame Tangente aller 
iibrigenfungiert. Auf dieserBahncurve istnamlicli der Punkt 0=00 gelegen 

nnd eben desbalb aucb der Punkt 0 = , welcber jenem vermoge (1) 
zugewiesen ist; die gemeinsame Tangente aller unserer Babncurven 
ist sonaeh die Gerade durcb 0 q — ^ und 0 — . Ein anderes 

eben solches Kreissystem durcli 0^ giebt die Niveaulinien unserer para- 
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bolischen Substitution ab. Es entsteht aus dem System der Bahnlinien ein- 
facli durcli Dreliung der ; 2 ;-Ebeae um;^^ durch den Winkel wie solcbes 
des naberen Pig. 42 andeutet. 

Auf Grund von Fig, 42 stellt sich eine parabolische Substitution 
als Grenzfall sowobl der byperbolischen wie der elliptiscben dar, so 
dass wir jene gerade 0 u als Vhergangsfall 0wisc7ien diesen heiden Arten von 
Suistitutionen ansehen Jconnen. In der Tbat^ lasst man in der Pig. 40 
die beiden Fixpunkte bis zur Coincidenz sich einander annabern, so 
kommt Pig. 42 zum Vorschein, gleicbgiiltig, welches der beiden Kreis- 
systeme in Pig. 40 die Babncurven, welches die Niveaulinien lieferte. 

Es lasst sich sogar allgemein eine parabolische Substitution als 
Grenzfall einer loxodromischen ansehen, falls sich die Fixpunkte der 
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letzteren bis zur Coincidenz einander genabert haben. Der XJbergang ist 
freilicK von Fig. 41 aus nicht so evident, wie vonPig.40 aus; dock konnen 
vrir bier an die Stelle der geometriscben Yergleicbung eine analjtiscbe 
Entwicbiung setzen, welcbe gar nicht auf die besondere TJnterart der 
Substitution Bezug nimmt, von der wir beim Grenzubergang ausgeben 
mogen. Wir werden in (3) § 1 die besonderen Werte 
% = eintragen, und miissen alsdann nur Sorge tragen, dass 

der Factor Tc mit verscbwindendem sicb der Einbeit nabert. Das 
erreicben wir durcb den Wert Z; = 1 — A - d^^^ wo A eine Constante 
ist- Substitution (3) § 1 bat dann die Form 

1 _ ={l—A- dso) (l ^-) 

S ^ V 8 Zq/ 

Oder nacb kurzer Recbnung, fiir limes d^Q = 0: 



womit in der That Pormel (3) wiedergewonnen ist. 

§ 6. Tiber die bei den s-Fnnetionen erster imd z waiter Art 
anftretenden Snbstitationen. 

Die voraufgebenden Entwicklungen sollen jetzt eine erste Ver- 
wendung erfabren, welcbe sicb auf die im dritten Kapitel des ersten 
Abscbnitts untersucbten s- Function en beziebt. In der Dreiecksteilung, 
welcbe fiir die einzelne 5 -Function aus dem Symmetriegesetz entsprang, 
waren immer die Dreiecke der einzelnen Art (d. i. entweder. die 
scbraffierten Dreiecke oder die freien) mit einander direct kreisver- 
wandt und gingen dementsprechend in einander uber durcb gewisse 
linear-gebrocbene Substitutionen von s. Da konnen wir nun die Frage 
aufwerfen, wie diese fiir die einzelne s-Punction anftretenden Sub- 
stitutionen sicb in das Schema einordnen, welches wir fiir linear- 
gebrocbene Substitutionen tiberhaupt in den voraufgebenden Para- 
grapben gewonnen baben. Wir betracbten in diesem Sinne zuvorderst 
die 5-Functionen erster und zweiter Art, fiir welcbe die beziiglicben 
Dreiecksteilungen oben vollzablig mitgeteilt warden. 

Wenn wir die Dreiecksteilungen fiir die s-Functionen erster Art 
in geeigneter Weise auf die Kugeloberflache projicierten, so ent- 
sprangen gerade die viererlei verscbiedenen den regularen Korpern ent- 
sprecbenden Kugelteilungen (man vgl. die Fig. 13, 15, p. 72, 76 u. s. w.). 
Die Operationen, welcbe die einzelne Kugelteilung mit sicb zur Deckung 
bracbten, waren ausnabmslos Drehungen der Kugel um gewisse Dwrch- 
messer. Wir gewinnen somit den Satz: Die bei dm s-Fimctionen master 
Art anftretenden Substitutionen sind durchweg elliptische. 
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Analytiscli bestatigt man dies sofort. In ;;Ikos/‘ p. 34 giebt 
Forme] (14) den allgemeinsten Ausdruck fur eine Substitution, die 
eine „Drebung der Kugel urn ihren Mittelpunkt^^ bedeutet und die also 
alle bier in Frage kommenden Substitutionen umfasst. Die gemeinte 
Formel ist: 

{d + ic)z — Q) — ia) 

-{'(d — tc)^ 

wobei a, c, cl reelle der Bedingung 

+ ^,2 _[_ ^2 ^ _ 1 

geniigende Zablen sind. Hier berecbne man nun nacb Vorscbrift von 
§ 1 die dort mit Tz bezeicbnete Grosse. Man findet fiir dieselbe: 

Ic == {2d? — 1 ) — * . 2dy'l^T\ 

welches in der That eine complexe Zahl vom absoluten Betrage 1 ist. 

Bei den 5 -Fuuctionen zweiter Art legen wir die in Fig. 32 (p. 107) 
gegebenen geradlinigen Dreiecksteilungen zu Grunde. Dann werden die 
direct kreisverwandten Dreiecke der einzelnen Teilung mit einander 
congruent, und die bezuglichen Bewegungen der Ebene in sich ge- 
winnen den elementaren Charakter congruenter Verschiebungen der- 
selben in sich. Aber unter dieser Form traten die Ebenenbewegungen 
oben nur an zwei Stellen auf, namlich bei den ellijpUschen Substitutionen^ 
deren einer FixpunM nach dem unmdlich fernen FnnJcte der Ebene fdllt, 
und bei den parabolisclien Substitutionen wieder mit festbleibendem unend^ 
lich fef^men Fmikte. Wir batten dabei entweder Drehungen der Ebene 
um den einen im Endlichen gelegenen Fixpunkt der elliptischen Sub- 
stitution, Oder Parallelverschiebungen. Beide Arten von Substitutionen 
kommen bei den s-Functionen meiter Art tJiatsdcMich vor, wie ein Blick 
auf Fig. 32 sofort lehren wird. Die Ecken der Dreiecke geben dabei 
die im Endlichen gelegenen Fixpunkte der elliptischen Substitutionen ab. 

Analytisch sind die hier in Rede stehenden Substitutionen in der 
allgemeinen Form enthalten 

ViTt 

0 ^ = e ^ ^ + A, 

wo V eine ganze Zahl, A irgend eine Constante bedeuten soil. Ist 
diese Zahl v durch 12 teilbar, so haben wir eine parabolische Sub- 
stitution, anderenfalls eine elliptische, deren im Endlichen gelegener 
A 

Fixpunkt % = " ^ ist. Es ware ein Leichtes , fiir die drei Flille 

1 

von s-Functionen zweiter Art nun auch noch explicitc die eintreten- 
den Werte von v und A zu bestimmen. 
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§ 7. Die bei der s-Ftmetion .s*( I , y: Jj auftretenden 
Arten von Snbstitutionen. 

Discntieren wir im Sinne des vorigen Paragraplien nun aucli die 
Dreiecksteiiungen der s-Fuuctionen dritter Art. Als Prototyp fur die- 
jenigen Falle, bei denen die Kreisbogendreieeke lauter von 0 ver- 
schiedene TVinkel liaben, betracliten wir wieder s(~l-y J 5 und 

bringen sonach die in Fig. 33 fp. 109) angedeutete Teilung zur Verwen- 
dung. Den Ortliogonalkreis dieser Teilung, dessen Inneres vollstandig 
von unendlicb vielen Dreieeken erfiillt ist, denken wir der Einfaehheit 
balber als Einlieitskreis der 5-Ebene fixiert und wollen iiberdies nocb 
die Dreieeksteilung nach dem Symmetriegesetz am Ortliogonalkreis e 
invertieren. Das ausserbalb desselben entspringende Spiegelbild ent- 
stebt dann einfach dadnrcb, dass wir die Kreise, welche in der inneren 
Teilung die Dreiecke von einander sondern, ausserbalb des Ortbogonal- 
kreises voll auszieben. 

Nacb diesen Verabredungen iiberzeugen wir uns zunacbst durch 
zweckmassigen Gebraucb der in den voraufgebenden Paragrapben dar- 
gestellten Figuren von der Richtigkeit des nacbfolgenden Satzes: 
Wird durch irgend eine gerade vorliegmde Substitution ein Kreis in sich 
selbst transformiert, so ist er entweder Bahnciirve dieser Substitution oder 
im besonderen Falle auch Niveaidinie derselbefn, wenn ndmlich letztere 
elliptisch von der Periode ^tvei ist In diesem besonderen Falle wird 
namlicb das Innere des gedacbten Kreises durcb Anwendung der Sub- 
stitution gerade in den ausserbalb desselben gelegenen Teil der com- 
plexen Ebene transformiert. Jedenfalls ist es also unmoglicb, dass 
ein Kreis durcb eine loxodromiscbe Substitution in sicb transformiert 
wird. Es entspringt daraus das Resultat; Die bei der eimelnens- Function 
dritter Art auftretenden Substitutionen honnen nicht loxodromisch sein; 
denn immer wird ja der Ortbogonalkreis in sicb ubergefubrt. Zudem ist 
derselbe stets Bahncurve, weil ein Punkt im Innern des Orthogonal- 
kreises durcb irgend eine der in Betracbt kommenden Substitutionen 
stets wieder in einen im Innern dieses Kreises gelegenen Punkt liber- 
gefltbrt wird. 

Geben wir nun insbesondere zu Fig. 33 zuriick, so ist zur einzelnen 
Ecke Sq der inneren Teilung als entsprecbender Eckpunkt der ausseren 
der zu bezuglicb des Ortbogonalkreises syrametriscbe Punkt zu- 

geordnet. Je0weisolchePunJcte Sq, ^ geben offenbaremPaar von FixpunTcte^t 
^0 

*) Unler Sq ist immer der conjugiert complexe Wert von verstanden. 

Klein- !FricTse, Modulfanctioncm. 12 
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fur eine oder mehrere elli])tische SxibstituUonen db, tvelcJie iinsere Teihmg 
mlt sicit selbst mr Beckung hringen. Die Form dieser Substitutionen ist 
alljg^emein 

^ 'imTti 



mit ganzen ZaWen n, nnd es ist insonderbeit 2,3,1 je naeb 
der Art der Ecke 5o, welclie gerade vorliegt. Die durcb die beideii 
Fixpunkte der Substitution liindurcbziehenden Kreise der Teilung ge- 
lioren zu den Niveaulinien der vorliegenden Substitution, wabrend 
als Babncurve nur der Ortbogonalkreis allein in der Pigur sicbt- 
bar ist, 

Mit den uuendlicb vielen Ecken der Teilung giebt es solcher- 
gestalt unendlicb viele elliptiscbe Substitutionen, welche jene in sicb 
bberfubren. Aber wir beacbten docb, dass die Ecken dem Ortbogonal- 
kreise immer naber und naber kommen, so dass aucb die Entfernung je 
zweier einander entsprechenden Ecken der inneren und ausseren Teilung 
immer kleiner ausfallt. Wir werden sagen: Unsere weiter und ^oeiter 
sich einstellenden elUptischm Substitutionen nehmen immer melir den Glia- 
rahter der parabolisclien an, Freilich erreicben sie ibn nie ganz5 ja, 
man kann sogar zeigen, dass paraboUsclie Substitutionen im vorliegefnden 
Falle iiberhaupt niclit auftreten. An gegenwartiger Stelle freilich sind 
wir gezwungen diesen Beweis zu iiberspringen, doch wird sicb spater- 
bin Gelegenbeit finden, eine Andeutung dariiber einzufiigen. 

Letzten Endes zeigen sicb nun aber aucb nocb lugperbolische Sub- 
stitutionen, welche unsere Dreiecksteilung mit sicb zur Deckung bringen, 
in ganz ausserordentlicber Mannigfaltigkeit. Hieriiber an gegenwartiger 
Stelle eine erscbopfende Darstellung zu liefern, bleibt ganzlicb aus- 
gescblossen; mag es vielmebr geniigen, wenn wir eine ganz specielle 
Class e in Betracht kommender byperboliscber Substitutionen verfolgen, 
diejenigen namlieb, fur welche die Fig. 33 ausser dem Orthogonalbreise 
nocb je eine weitere Babncurve aufweist. Greifen wir irgend einen 
Kreis auf, der die innere Teilung durcbziebt. Derselbe erscbeint aus 
Seiten der Kreisbogendreiecke zusammengesetzt, und immer die erste 
und siebente Seite geboren zu scbraffierten Dreiecken, welche in ahn- 
licber Weise atti berausgegriffenen Kreise gelegen sind. Die Substitution 
aber, welche das eine von solcben zwei Dreiecken in das andere, an siebenter 
Stelle folgende uberfubrt, besitzt ersichtlich den ausgewablten Kreis zur 
Babncurve und dessen beide Schnittpunkte mit dem Orthogonalkreise 
zu Fixpunkten. Thr CharaJcter als hyperbolische Substitution ist sonach 
evident, Ist nun gleicb die Anzabl der hyperbolisclien Substitutionen, 
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deren Existenz solcherart sofort aus der Figur erkannt wird, unbegrenzt 
gross uiLd bedecken deren Fixpunkte den Orthogonalkreis aucb. iiberall 
dicht, so darf man dennocb keineswegs glauben, dass mit ibnen die 
Gresamtbeit der bier in Betracbt kommenden byperboliscben Substitu- 
tionen erscbopffc ist. Inzwiscben wiirde es wobl nicbt gelingen, die 
Gesamtbeit dieser Substitutionen mit den bier zur Verfiigung stebenden 
Mitteln in iibersicbtlicber Weise darzustellen. Wir kommen sonacb bier 
bei den 5-Functionen dritter Art durcb den blossen Anblick der Dreiecks- 
teilung nur erst zu einer ganz vorlanbgen Kenntnis der zagenorigen 
byperboliscben Substitutionen. 

§ 8. Die Arten der Modnlsubstitutionen, ans der Modulteilung 

entnommen. 

Geben wir nun endlieb auf die ^ Modnlsubstitutionen zurdck und 
bestimmen durcb Gebraucb der Figuren 35 oder 36 (p. 112, 113), so- 
weit dies obne Miibe gelingen will, welcbe Arten unter diesen Substi- 
tutionen vertreten sind. 

Da ist zuvorderst, wenn wir uns etwa an Figur 35 balten, das Auf- 
treten unendlicb vieler elliptisclier Substitutionen evident. Nebmen wir 
irgend einen Eckpunkt der Teilung, an den mei scbraffierte Dreiecke 
beranreicben, so giebt dieser im Verein mit seinem bezuglicb des Ortbo- 
gonalkreises symmetriscb gelegenen Punkte ersicbtlicb dasFaar vonFix- 
punlitm fur eine elliptische Suhstitufion a&, welcbe die Modulteilung in sicb 
transformiert. Bei einmaliger Anwendung dieser Substitution permu- 
tieren sicb die beiden an cOq beranreicbenden scbraffierten Dreiecke. 
Wenden wir sie nocb ein zweites Mai an, so wird dadurcb jedes unserer 
beiden Dreiecke wieder an seine urspriinglicbe Stelle verlegt. Sonacb 
muss die in Rede stebende elliptiscbe Substitution mit sicb selbst com- 
biniert die identiscbe Substitution geben, und wir benennen sie in 
diesena Sinne als eine SubstiUition von der Feriode &wei. 

Nebmen wir ferner einen Eckpunkt der Teilung, in welcbem drei 
scbraffierte Dreiecke zusammenlaufen, so giebt dieser mit seinem ausser- 
balb des Ortbogonalkreises gelegenen symmetriscben Punkte das Paar 
von Fixpunkten fur eine ellijptische Substitution, die sich aus der Figur 
sogleich als eine solche von der Feriode drei m erTzennen giebt. Ausser 
den damit namhaft gemacbten elliptiscben Substitutionen giebt es 
unter den Modulsubstitutionen nicbt nocb weitere derartige; denn 
immer wiirde eine elliptiscbe Substitution einen der beiden* Fixpunkte 
im Inneren des Ortbogonalkreises besitzen, wo er ersicbtlicb einen Eck- 
punkt der Teilung bilden miisste. 

Neu gegeniiber dem vorigen Paragraphen ist bier, dass sicb unter 

12 * 
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den Modulsubstitutionen aucli iiaraholisclte in unendlicher Zalil vor- 
findeH. Moge man in der That in Fig. 35 den Eekpnnkt eines be- 
liebigen schraffierten Dreiecks sich wahlen, mit dem dasselbe an den 
Orthogonalkreis heranreicht. Von diesem Punkte strahlt ein ganzer 
Facher von unendlieh vielen abwechselnd schraffierten und freien 
Dreieeken in das Innere des Orthogonalkreises herein. Da giebt es 
eine Modulsubstitution, welche jedes schraffierte oder freie Dreieek 
des gedachten Faehers in das nach der einen Seite hin zunachst auf 
dasselbe folgende Dreieek derselben Art iiberfuhrt. Die gemeinsame 
Spitze aller Dreiecke dieses Faehers bleibt dabei fest, nnd die von ihr 
entspringenden Kreise der Modulteilung werden in einander iiber- 
ofefuhrt. Die so bezeichneten, einander beriihrenden Kreise sind er- 
sichtlich Niveaulinien der in Rede stehenden Substitution; imd diese 
ist solcliergestalt als eine pardbolisdhe erkannt Der Orthogonalkreis ist 
iibrigenS; wie wir wissen, uberall dicht von Spitzen der Moduldreiecke 
bedeckt. Wir konnen daher auch sagen: Die Fix;gunMe der j)ctrah0‘ 
lisclien Modulsiilstitutionen iedecken den Orthogonalkreis Uberall dicht. 

Letzten Endes wollen wir nun auch die Figuren 35; 36 dazu be- 
nutzen, um die ausserordentliche Mannigfaltigkeit der hyperbolischen 
Substitutioneu; durch welche die Modulteilung in sich iibergeht; der 
Anschauung nahe zu legen. Machen wir zuvorderst darauf aufmerksam, 
dass die Kreise der Modulfigur in swei Gattungen (serf alien, je nachdem 
sie aiis sivei oder aus vier Dreiecksseiten hestehen^). Ein Kreis K der 
ersten Gattung, um von der zweiten hier nicht weiter zu redeU; wird 
durch eine Modulsubstitution jederzeit wieder in einen ebensolchen jBT' 
transformiert. Man kann geradezu zwei solche Kreise K, K' willkiir- 
lich wlihlen und hat dann jedesmal mei Modulsubstitutionen, welche 
K in K' iiberfuhren; in der That wird ja jede 
der beiden Substitutioneu K in K' transformiereu; 
welche ein einzelnes dem Kreise K anliegendeS; 
etwa sebraffiertes Dreieek in das eine der beiden 
an K' liegenden schraffierten Dreiecke UberfQhrt. 

Insbesondere ordne man zwei derartige Kreise 
K, K' einander zu, welche die in nebenstehender 
Figur schematisch angedeutete Lage gegen ein- 
ander haben; des naheren soli das an K liegende 
in die Figur aufgenommene Dreieek in das an K' gezeichnete durch 
die beziigliche Modulsubstitution ubergehen. Zuordnungen von Kreisen 
K, K\ welch e gerade diese Lagenverhaltnisse darbieteU; lassen sich, wie 

*) Man beachte, dass in Fig. 34 (p. Ill) ausscbliesslich die Kreise der ersten 
Gattung 7A\Y Geltnng kommen. 
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ein Blick auf Fig. 35 bezeugt; nocli in der allermannigfaltigsten Weise 
auswahlen. In Fig. 43 sind zur Teranscliaulicliung der Substitution, 
welche K in yerlangter Weise in K' uberfiibrt, eine Eeihe von Kreis- 
bogen gezeicbnet, von denen insbesondere die mit Pfeilen versehenen 
Babncurven darstellen. Die xlbrigen sollen einige Zwiscbenlagen des 
Kreises K wahrend seiner Cberfubrung nach K' darstellen*); der die 
Zeicbnung nacb aussen abgrenzende, aus zwei Babncurven sich zusammen- 
setzende Kreis ist als Orthogonalkreis der Modulteiiung gedaebt. JBei 
der gegenseifigen Lage dieser Kreishogen ist evident^ dass ivir es mit einer 
hyperbolisclien Modiilsiibstitiition zu thiin haben. 

Mit der unendlicben Mannigfaltigkeit moglicber Zuordnungen be- 
zeiebneter Art von Kreispaaren K^K' ist die Zabl der byperboliscben 
Modulsubstitutionen selbst unendlicb gross, und deren Pixpunkte be- 
decken den Orthogonalkreis deinentsprecbend jedenfalls iiberall dicbt. 
Das ist aber Allies, was sieb auf dem eingescblagenen geometriscben 
Wege obne Mtibe ergiebt, Der aritbmetiscben Untersucbung bleibt 
es vorbebalten, bier nocb ausstehende Liicken zu erganzen. Da 
werden wir denn die Modulsubstitutionen in ibrer urspriinglicben Form 
als die ganzzabligen linearen Substitutionen der Determinante 1: 


aco -f- ^ 


ad — = 1 


aufgreifen und werden ibnen entsprecbend als Modulteiiung fortan nur 
nocb die in Fig. 36 angedeutete Dreiecksteilung der co-Halbebene 
betracbten. Wie werden wir nun bier den Coefficienten sogleicb an- 
seben konnen, ob wir im Einzelfall eine elliptiscbe, paraboliscbe oder 
hyperboliscbe Substitution vor uns baben? Wie werden sicb des 
weiteren die Fixpunkte der parabolischen und diejenigen der hyper- 
boliscben Substitutionen aritbmetiseh cbarakterisieren lassen, von denen 
ebensowohl die ersten die reelle co-Axe iiberall dicbt iiberdecken, wie 
die zweiten? Diese Fragen sollen im folgenden Paragrapben beantwortet 
werden. 


§ 9. Eine vorlaufige aritbmetisclie Betrachtung der Modul- 
substitutionen. 

Die Fixpunkte der beliebigen Modulsubstitution oi' = 
ergeben sich durcb Auflosung der ganzzabligen quadratiscben Gleichung 

-j- (d — d)(D — p = 0 
als an den beiden Stellen gelegen 

Wir bemerkcn, dass K und K ' im allgomeinou keineswogs zu den Niveau-^ 
linien dieser Substitution gehSren. 
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(1^ 


COj 


a — S -r V(^ ~r " ‘ 

*27 


Fiir die in § 1 mit Ic bezeicknete Grosse findet sick kier: 


( 2 ) 


Z; = 


('a + a — y(a + — -iy 


Unter Gebrauck der somit definierten Abkurzungen lasst sick die vor- 
gelegte Modulsubstitution, wie wir wissen, in die Gestalt setzen: 


cjy — tuj uj — 

Co' — CO^J CO CO3 

Bei der Gestalt (2) von Z; liangt es allein von dem Werte der Summe 
(oj -{- ^ ) ab, welcher Art die gerade betrachtete Modulsubstitution an- 
gebort. Wir werden diese Summe (cc + ™ folgenden immer > 0 

voraussetzen, was gegebenen Falls durcb gleiclizeitigen Zeiclienwecbsel 
der vier Substitutionscoefficienten a, ^ erreichbar ist. Wir unter- 

scbeiden dementsprecbend folgende vier Falle: 

L a + ^ = 0. 

Die Fixpunkte der Substitution sind die beiden conjugiert com- 
plexen Punkte: 

( 3 ) Oi, oja — , 

Jc wird gleicb — 1 und die Substitution gewinnt die Form 


Wir finden sonacli fur « + d == 0 elliptische Substitutionen von der 
Periods 0wei. Setzen wir aucb gleicb binzu, dass deren Gesamtheit 
solcbergestalt gefunden ist; denn es werden weiterbin elliptiscbe Sub- 
stitutionen dieser Periode nicht mebr auftreten. Zur Classe dieser 
Substitutionen gebort die friiber mit T bezeicbnete; denn sie batte 

die Form T{p) = • 

IL a + d 1. 

Die bierber geborigen Substitutionen baben zu Fixpunkten 
(4) co^, 03^= “ , 

wahrend sicb als Wert von 7c eutweder q oder findet; unter q immer 


1 


die complexe dritte Einbeitswurzel 
gemeine Form der Substitutionen tritt also bier 


verstanden. Als all- 


<0 

co' 


= p 


+ 1 


00 

00 


ein; und tvir erJcennen in ihnen elliptische S'^dystitutionen der Periode drei; 



line! ilirer geometrischen DeutuHg. 


183 


;:iiglelcli htlden see deren Gesamtheit Als Beispiel eiuer hierher ge- 
horigeu Substitution uennen wir L'.'gj) = * 

in. + d = 2. 

Da liaben wir zusammenfallende Pixpunkte 


and zugleicli tritt dies nur fur a d — 2 ein. Die Substifiitionen mit 
a d = 2 geben die Gesamtlieit der parabdlisclien Modulsiibstitutioneiu 
Als Fixpmilde derselben stellen sicli die sdmflielien mtionalen Punkie der 
reellen co-Axe dar, Insbesondere gehort iierher die Substitution deren 
Gestalt durch o' = co + 1 gegeben ist. Den Fixpunkt derselben o = cx) 
werden wir also den rational en reellen Werten vonco zuzureebnen haben. 
IV. « + d>2. 

Alle nun nocli iihrig hleihenden^ die jetst vorgescliriebene Bedingnng 
erfiillenden Siibstitutionen sind Jiyperbolisclie. Die Fixpunkte cdq der 
einzelnen sind getrennt liegende Punkte der reellen o-Axe uiid des 
naheren sind diese Werte Og dadurcb ebarakterisiert, dass sie die 
irrationalen Wurzeln einer gansmhligen qiiadratisclien GleicJmng sind, 
Dass dabei auch jede ganzzablige quadratische Gleicbung nicbtquadra- 
tischer Discriminante mit reellen Wurzeln eben in diesen Wurzeln die 
Fixpunkte thatsacblicb eintretender liyperboliscber Modulsubstitutionen 
giebt, wird ein Hauptsatz des dbernachsten Kapitels sein. 

Sollen wir librigeus aucb bier ein einzelnes Beispiel einer liyper- 
boliseben Substitution betraebten, so mag 


als solcbes gelten. Nach leiebter TJmrecbnung nimmt diese Substitu- 
tion die Form an: 


1 — ys 
2 



CO 


CO 


1 — 1/5 

2 

i + ys ' 

2 


§ 10. Die BegrifTe der Aquivalenz tind des Pundamentaltaereicbs 
flir eine G-mppe linearer Substitntionen. 

Nacbdem wir durch die gegebenen Entwicklungen eine Reihe 
wiebtiger Ansebauungen fiir die linear-gebrocbenen Substitutionen einer 
Variabelen gewonnen baben, sollen jetzt zwei Begriffe eingefubrt werden, 
von denen namentlich der zweite den gegenwartigen und den folgen- 
den Absebnitt unseres Buches durebaus beberrsebt. 

Es XQoge irgend eine Substitution 0 ' = ¥( 0 ) gegeben sein, gleicb- 
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viel M-elcher Art. Geld irgcnd ein Miebiger Ttmlt der coniiglexen 
Elene diirch ehmalige odcr 'ofter %ciederliolte Amvendiing dieser Siibstitu- 
tion V in z,; liber, so icollen tcir diesen PiinJct niit z^ beziiglich der 
Siibstitidion Y aqnivdlent nennen. Bezeiclinen wir also, wie schon frutev, 
durcli T" die durcli M-malige Wiederholung von V entspringende Sub- 
stitution, so -werden zuvorderst mit einem willkiirlicb gewahlten Punkte 
“ alle Punkte 


. rn 






bezuglich F aquivalent sein. Versteben wir aber dann wieder unter V~ 
die zu V inverse Substitution, so werdeu bezuglich F mit jenem 
Punkte aucb die Punkte 


. (- 1 ) . 




"0 




aquivalent sein; denu in der That soli die Aquivalenz zweier Punkte 
durchaus ein gegenseitiges Bntsprechen fur dieselben festlegen, so dass 
also, wenn^u = y{.z^~^^) mit aquivalent ist, eben deshalb schon z^~''^ 
umgekehrt mit z^ aquivalent gilt. Ausser den nun namhaft ge- 
machten Punkten z^, z^~'^ deren Anzahl je nach 

der Eigenart von F endlich oder unendlich gross ist, giebt es aber 
nicht noch neue bezfiglich F mit aquivalente Punkte in der com- 
plexen Ebene. 

Alle hier zur Verwendimg gekommeneu Substituiioneu 

0^ = 0, +1, +2 --O 

bilden nun gerade die Opera tionen einer cyelisclien Grtippe^ deren Er- 
zeugende V ist*). Wir werden also sagen: Bezuglicb V sind irgend 
zwei Punkte der complexen Ebene dann und nur dann aquivalent, 
wenn der eine in den anderen durch eine Substitution dieser cycliscben 
Gruppe ubergefiihrt wird. Demgemass werden wir uns von vornherein 
der Sacblage besser anbequemen, wenn toir mei solche JPimhte ^^herngllch 
dieser cyclischen Gntppe dquivalent^^ 7tennen tmd also den Aqtuvalenx- 
hegriff nicht an die eimelne SubstikiMon V, vielniehr sogleich an die mis 
ihr XU erxeiigende cyclische Gruppe Tcnilpfen, 

Hier konnen wir nun in der Verallgemeinerung noch einen wich- 
tigen Schritt thun. Moge namlich uberhaupt eine Gruppe von linearen 
Substitutionen gegeben sein, so wollen wir ganz davon absehen, ob 
diese Gruppe cyclisch ist, oder wie sonst ihre Structur beschaffen sein 
mag. Immer wollen wir doch zwei JPunlde z, z' der complexen JSbene 
einander bezuglich dieser Gruppe aquivalent nennen^ wenn z durch irgend 
eine Substitution der Gruppe in z' ubergefuhrt wird. So nennen wir im 

^') Wir erinnern daran, dass mit der einzelnen Substitution V aucb doren 
iuyerse ala gegeben gedacht wird. 
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folgenden Kapitel bezuglich der Modnlgruppe zwei Punkte co aquiralent, 
wenn der eine in den anderen durch eine ilodulsubstitution iiber- 
gefiibrt wird. 

Neben den so gewonnenen Aquivalenzbegriff stellen wir nun einen 
zweiten BegrifF, den wir sogleicb fiir irgend eine vorgegebene Gruppe 
linearer Substitutionen aussprecben, nnangeseben die besondere Structur, 
welcbe dieseibe baben mag. TTir denken in der complexen ;S^-Ebene 
einen Bereieli abgegrenzt, welcher durch folgende Forderung jener 
Gruppe zugeordnet ist: Fiir jeden Fmiki der compleocen s-Ehme soil 
der Eereich einen iind mir einen PnnM dls dqidvalent 'beziiglich der 
Gruppe aufiveisen, Kann man in der That einen solchen Bereich in 
der ^-Ebene ansfindig machen, so wollen wir ihn ein&ii Fundamental- 
bereich der vorgdegten Gruppe nennen. Damit haben wir nun den iiberaus 
wichtigen Begriff gewonnen, den wir baldigst genauer umgrenzen und 
durchbilden werden^ um ihn dann spaterhin zu einer langen Keihe von 
Anwendungen zu verwerten, 

Der Begriff des Pundamentalbereichs einer Gruppe linearer Sub- 
stitutionen ist bei der geometrischen Untersnchung specieller ana- 
lytischer Functionen seit lange hervorgetreten. In der That haben 
wir derartige Fundamentalbereiche vor nns, wenn wir in der Theorie 
der doppeltperiodischen Functionen die Ebene in lauter congruente 
Parallelogramme zerlegen. Fassen wir bei den Dreiecksnetzen der 
Schwarz’sehen 5 -Function ein schraffiertes mit einem benaehbarten 
freien Dreieck zusammen, so haben wir einen Fundamentalbereich der 
zugehorigen Gruppe linearer Substitutionen, wie wir dies unten noch 
weiter ausfuhren, etc. 

In anderer Form herrscht der Begriff des Pundamentalbereichs 
seit lange in der Zahlentheorie, wp wir z. B. an die Lehre von den 
binaren qnadratischen Formen von negativer Determinante erinnern. 
Man handelt von der Aquivalenz und Reduction derselben, und da 
warden wir nun im iibernachsten Kapitel zu zeigen haben, dass dies 
gar iiichts anderes ist, als Betrachtung der Aquivalenz bezuglich der 
Modnlgruppe und Einfuhrung eines Pundamentalbereichs dieser Gruppe. 
In der That ist denn auch der geometrische Begriff des Fundamental- 
bereichs der Modnlgruppe wesentlich von dort aus gewonnen. Bs ist 
Dedekind gewesen, welcher in seiner grundlegenden Arbeit*) im 
83 ste 3 i Bande des Crelle’schen Journals die Lehre von der Reduction 
der qnadratischen Formen in ein geometrisches Gewand kleidete und 
auf die Weise den Begriff dessen schuf, was wir demnachst den 

Sclvreiben an Herrn JBorchardt iiher die Theorie der elUptischen Moduh 
functionen, Cr. J. Bd. 83 (1877). 
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Fundamentalbereicli der Modulgruppe nennen werden. Zu der vollen 
Allgemein]ieit, in der wir den Begriff des Fundamentalbereiclis im 
folgenden gebraucben, wurde derselbe sodann von Klein iu seinen 
ersten Arbeiten uber elliptisclie Modulfunctionen entwickelt*). 

Die grosse Wicbtigkeit, welehe der genannte Begriff fiir alles 
Folgende besitzt, veranlassi nns sckon an dieser ersten Stelle, wo wir 
Gelegenheit dazu haben, mit Ausfubriichkeit von ihm zu liandeln. Geben 
wir demnacli nun zu den cycliscben Gruppen zuruck^ welcbe sicb aus 
einer Substitution V erzeugen lassen, und versucben fur diesen ein- 
facksten Fall iiber die Gestalt des zugeborigen Fundamentalbereiclis 
feste Anschauungen auszubilden, welcbe uns bernacb in den complicier- 
teren Fallen zu statten kommen sollen. 

§ 11. Gestalt des Fundamentalbereiclis einer eyclischen Gruppe im 
liyperbolisclien und parabolisoben Falle. 

Wenn wir jetzt versucben, einen Fundamentalbereicb ftir die 
cycliscbe Gruppe zu construieren, welcbe sicb aus einer vorliegenden 
Substitution 0' — V(d) erzeugen lasst, so werden uns dabei die Figuren, 
welcbe wir im ersten Teil dieses Kapitels zur Deutung der einzelnen 
Substitution V entwarfen, von bedeutendem Vorteil sein. MSge zu- 
vorderst F byperboliscb sein, dann ist die cycliscbe Gruppe der Sub- 
titutionen F'' von unendlicb bober Ordnung. Sei F durcli Fig. 40 
(p. 171) gedeutet, so dacbten wir uns docb die Niveaulinien dieser Figur 
in solchen Intervallen angebracbt, dass jeglicbe durch einmalige An- 
wendung der Substitution V in die nacbstfolgende iibergefiibrt wird. 
Da wablen wir uns nun zwei solcber gestalt auf einander folgende 
Niveaulinien willkurlicb aus und betracbten den ringformigen Bereich, 
den beide einscbliessen (man vgl. Fig. 44, in der iibrigens der Abstand 
der Niveaulinien von einander der Deutlicbkeit balber etwas grosser 
als in Fig. 40 gew'ablt wurde). Wir behaupten: Der so getvomtene 
Bereicli ist ein FimclmnentaTbereich fur unsere cyclisclie Gruppe, sofcrn 
wir uns noeli entscliliessen, von den Bandpimhten dieses Derelclis nur die- 

In Vorlesungen und Abbaudlungen seit 1877. Man sebe die drei p. 142 
nnter dem Texte citierten Abbandlungen in Bd. 14 der Math. Annaleu (1878); 
femei* die Mitteilung ,,Zur Theorie der elliptiscJien Modulfunctionen^^ iu den 
Sitzungsberichten der Munchener Akademie vom December 1879 (spilter abgedruckt 
in Bd. 17 der Math. Annalen, 1880). Die Arbeiten von Poincar4, in welchen dieser 
an seinem Teile den Begriff des Fundamentalbereichs zu Grunde legt, beginnen 1881, 
An sie schliesst sich mit neuen Verallgemeiner ungen die weitere Abhandlung von 
Klein im 21®*®^ Bande der Math. Annalen (1882): yf^eue Beitrdge zur Biemann- 
scJien Functionentheoriaf^f wo zahlreiche Citate auf die sonst in Betracht koinmende 
Littoratur gegeben werden. 
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jenigen des einen Gren^lcrelses, ehva des in Figiir 44 starTzer marTcierteUy 
dem Bereiclie als zugeltorig zu heimcliien. 

Zum Beweise bringen wir die Operationen F’* der Gruppe auf 
unseren Bereicb selbst zur An- 
wendung und gedenken da- 
bei der Ebenenbewegungen, 
durch welcbe wir oben diese 
Substitutionen deuteten. Aus 
dem schraffierten Bereicbe der 
Fig. 44 entspringen dergestalt 
den Substitutionen der 

Gruppe entsprechend unendlich 
viele neue Bereicbe. Zwecks 
einer kurzen Bezeiebnung 
wollen wir den einzelnen der- 
selben nacb der Substitution 
F®, vermoge deren er aus dem 
scbraffierten Bereicbe bervor- 
gebt, selbst als ;,den Bereicb 
F'*" benennen; der scbraffierte 
Bereicb bekommt dabei den Namen 1 der identiscben Substitution. 
Es ist auf Grand der fruberen Satze liber byperboliscbe Substitu- 
tionen sofort zii seben^ wie alle diese unendlicb vielen Bereicbe 
yn (n = — oo • • • + oo) sicb in der complexen Ebene einlagern 
werden. Neben den Bereicb 1 scbliesst sicb zur einen Seite der Bereicb F 
glatt an, zur anderen aber F~^, und so lagern sicb aucb allgemein neben 
F” zu beiden Seiten F””“^ und obne nocb eine Liicke zwiscben 

einander zu lassen und obne einen Punkt der complexen Ebene ge- 
meinsam zu besitzen. Denn die Punkte auf dem gemeinsamen Grenz- 
kreise zweier benacbbarten Bereicbe F”, werden wir ja unserer 

Verabredung entsprecbend als nur dem einen, F", zugeborig betracbten 
diirfen. 

Das alles, folgt aus dem blossen Anblick der Fig. 44, wenn wir 
uns erinnern, in welcben Intervallen die Niveaulinien auf einander 
folgen sollten. Prliber wurde ausfubrlicb gescbildert, wie sicb diese 
Niveaulinien um die beiden Fixpunkte der Substitution F enger "und 
enger zusammenzieben. So werden nun die Bereicbe F% je mehr der 
Exponent n nacb der positiven oder negativen Seite bin wacbst, um 
so scbmaler werdend den einen oder anderen Fixpunkt umringen, wo 
dann um den einen wie um den anderen nocb unendlicb viele stets 
sicb glatt an einander reibende Bereicbe F” Platz finden. Letzten 
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Endes ist die eomplexe Ebene von den unendlich vielen Bereiclien 
iiberall lilckenlos, aber aucli iiberall einfach bedeckt, wobei freilich den 
Fixpunkten selbst eine besondere Rolle zukommt^ deren Charakter aus 
der gegebenen Scbilderung leiclit erkannt wird. 

Dass der Bereicb 1 wirklicb einen Fundamentalbereich fiir die 
Gruppe der Snbstitutionen F" abgiebt, ist nun evident. Mogen wir 
irgeud einen Punkt der complexen Ebene auswahlen^)^ so geliort 
derselbe einem bestimmten Eingraume F" an. Demnacb ist ^ — y~'^ 
ein mit Bq aquivalenter Punkt im Bereiche 1. Ist aber audrerseits 
ein beliebiger Punkt im Bereiche 1, so gehort, wie wir auch einen 
von 0 verschiedenen Exponenten n wahlen mogen, der Punkt dem 

Ringe und eben deshalb nicht dem Bereiche 1 an. Die Bestimmung 
iiber die Grenzpunkte des Bereiches 1 musste aber getroflfen warden, 
damit dies ohne Ausnahme gilt; denn in der That geht ja der eine 
dieser Grenzkreise durch Anwendnng von F in den anderen liber. 



Die Ausfiihrlichkeit, mit der wir nunmehr beim Falle einer hyper- 
bolischen Substitution F verweilten, gestattet uns jetzt fiir die beiden 
anderen Falle einer parabolischen oder elliptischen Substitution F am 

*) Indes soli ss^ keiner der Fixpunkte sein. Streng geuommeii besteht der 
Fundamentalbereich aus dem Bereiche 1 im Yerein mit den beiden isoliert liegon- 
den Fixpunkten; doch haben wir fiir unsere ferneren Zweoke diese Verschilrfung 
der Yorstellung nicht notig. 
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so gross ere Kiirze. Zuvurderst erledigt sich der Fall einer para- 
bolisciien Substitution V fast von selbst durcb die Bemerkung, dass 
man eiue solebe als Grenzfall einer hyper boliscben Substitution fiir 
coincidiereiide Fixpunkte betrachten kanii. Lassen wir in der That in 
Fig. 44 die Fixpunkte einander unendlich nahe kommen und zwar so, 
dass die Bahncurven und Niveaulinien der Figur gerade den fiir die 
parabolische Substitution V vorliegenden Verbal tnissen sich anpassen! 
In Fig. 45 erhalteyi tcir clann im scliraffierten Fereiche = 1 that- 
sachlicli einen FundamentaTbereieli fiir die cyclisclie Griippe der unendlich 
tielen pardbolisclien Substitutionen wie man leicht nach Analogie 
der vorhergehenden Bespreehung der hyperbolischen Substitution Y 
iiberbliekt. 

Nur aetf den einen Fall miissen wir nocli ausdriicklich eingehen, 
dass der Fixpunkt der parabolischen Substitution V unendlich fern 
liegt. Dann sind die Bahncurven und Niveau- 
linien zwei gegen einander orthogonal e Sy- 
stem e paralleler Gerader. Wieder unigrenmi 
uns jefzt irgend mei unfer den Niveaiicurvcn^ 

'con denen die eine aus der andern durch V 
enfstehtj einen FundamentaTbereieli, Derselhe be- 
sit 2 t die Gestalt eines Ebenenbandes, Von den 
Eaudpuukten dieses Bereiches gehoren, wie 
frilher, nur die der eme^i Niveaulinie (etwa 
der in der Fig. 46 stark ausgezogenen) dem- 
selben an; in der That sind ja wieder die 
Puukte der beiden Grenzlinien unseres Bereiches einander aqui valent, 
indem die eine in die andere durch Anwendung der erzeugenden Sub- 
stitution V der Gruppe ubergefuhrt wird. 

§ 12. Fortsetznng: Fall einer elliptischen Substitution V, Willkiir 
in der Gestalt des Fnndamentalbereiclis einer cyclischen Grnppe. 

Wesentlieh anders gestalten sich die Verhaltnisse fiir den Fall 
einer elliptischen Substitution V, den wir jetzt betrachten. Wir wollen 
F sogleich in der Form aufschreiben; 



Hier miissen wir eine Fallunterscheidung treffen, indem wir zu- 
vorderst voraussetzen, die Zahl d* stehe 0u jf m einem numerisch rationdl&n 

VerJidltnis 0' = 2:nj‘ Y? wo und q als ganze Zahlen ohne gemein- 
sameu Teller gedacht sind. In diesem Falle entspringt durch Wieder- 



Pig. 4G. 
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Holnng von V eine cyclisclie Gruppe der endliclien Ordnung 2; 
siclitlich aus folgenden Snbstitutionen besteht: 





TFiV iCCTd&ii V dc’ni&itspvscli&iid cils ehi 6 elliptiscfic Siihstitutiou d&f Fcviodc 2 


lezeiclmen. 

Irgend einen Kreisbogen, der die beiden Fixpunkte ^2 ^ 

verbindet, nehmen wir jetzt als erste Niveaulinie an und wenden die 
2 Substitutionen der Gruppe auf dieselbe an. Es entspringt ein System 
von 2 Niveaulinien, so gelegen, dass je zwei auf einander folgende 

in den Fispunkten sicb unter dem Winkel ^ treffen. Die ganze 
Ebene ist auf diese Weise in 2 sicbelfdrmige Bereicbe zerlegt, deren 


einzelner von zwei auf einander folgenden unserer- 2 Niveaulinien ein- 
gegrenzt ist. XTg&itd cuicy'i diQSCT Tcowicyi ww ^tuyi cds Fw^dd” 

^nefitcdhcT&icli 'iifiseTev GTupj [)6 veTw&if't&yi w%d w,ussc^ ddvwi fTeilicli 



wkder nur die JPmtJcfe der einen Qrmdinie merteilen. Fig. 47 versinn- 
lieht diese Verbaltnisse ftir den Specialfall 2 = 8. 

Zum Beweise werden wir aueb bier wieder die 2 Bereicbe, die 
wir soeben durcb die Niveaulinien abteilten, nach dem friiheren Princip 
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mit den Substitutionen der Gruppe als Namen belegen, wobei der 
Exponent n von F”, weil =1 ist, beliebig modulo q reduciert 
werden kann. Liegt jetzt ein Punkt im Bereicbe F”, so ist ihm 
= im Bereicbe 1 aquivalent. Andrerseits iiberblickt man 

sofort, dass im letzteren nicht nocb zwei aquivalente Punkte ausfindig 
gemaclit werden konnen. 

Stelit Ziveitens die Zahl ^ zu nicht in einem rationalen Verhdlt- 
nlsse, so ist keine unter den Substitutionen V”' mit n^O die identisehe 
uud man sagt alsdann, die elliptiscbe Substitution V sei aperiodiseb. 
Ein Punkt geht durcb immer erneute Anwendung von F stets in neue 
Lagen iiber, vrelche naeb und nacb die ihm zugehorige Bahneurve 
ilberall dichter und dichter iiberlagem. Es werden sonach zum einzelnen 
Punkte aquivalente stets in seiner grossten Nahe zu finden sein, und 
es miisste der Fundamentalbereich, wenn wir aucli hier von einem 
solchen sprechen wollten, eine unendiich schmale Sichel mit den beiden 
Spitzen 02 sein, wobei aber die geometrische Yorstellung eines 
„Bereiches^^ hinfallig geworden ist. JSin eigentlicher Fxmdamentalhereich 
existieH also in diesem Falle nicht IJbrigens treten Substitutionen 
dieser Art in der Folge gar nicht auf, und wir haben deshalb nicht 
no tig, noch langer bei ihnen zu verweilen. 

Indem wir es unterlassen, hier auch noch auf die loxodromischen 
Substitutionen einzugehen, mtissen wir jedoch noch darauf hinweisen, 
aus welcher Mannigfaltigkeit moglicher Gestalten wir voraufgehend 
die Fundamentalbereiche im besonderen ausgewahlt hatten. In der 
That ist der Fundamentalbereich einer Gruppe an sich noch etwas 
sehr Willkurliches. Es liegt ja im Begriffe des Fundamentalbereicbs 
nur, dass er zu jedem Punkte der Ebene einen als aquivalent aufweise. 
Haben wir ihn also im Einzelfall einmal in einer speciellen Weise 
fixiert, so konnen wir nun nach Willkur Pimkte oder Teile desselben 
abtrennen und durch aquivalente ersetzen. Immer wird dann auch 
der so entstehende neue Bereich den Forderungen eines Fundamental- 
bereichs geniigen, so gut wie der friihere. 

Im allgemeinen wird der neue Bereich, von dem wir gerade sprachen, 
aus getrennt liegenden Sthcken besteheaa, und das ist jedenfalls eine 
Complication, von der wir absehen werden. Aber auch durchaus zu- 
sammenhangend kann im einzelnen Falle der Fundamentalbereich noch 
in mannigfaltigster Weise gewahlt werden. Moge man sich die Lage 
der Bahncurven und Niveaulinien der gegebenen erzeugenden Sub- 
stitution V noch einmal vorstellen und eine irgendwie gestaltete 
Linie G zeichnen, welche nur der einen Bedingung gentigen soil, jede 
Bahneurve zu schneiden und jede nur einmaL Auf diese Linie wenden 
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wir alle Operationen der cyclischen Griippe an, wodurcli sie in 
eine ’endlielie oder unendlich grosse Zalil neiier Lagen ubergelit, 
je naclidem wir mit einer Gruppe endliclier oder unendlicli holier 
Ordnung zu tliun liaben. Immer werden wir dann durch irgend zwei 
benachbarte unter unseren Curven sofern es liberliaupt einen F unda- 
iiientalbereich unserer Gruppe giebt, einen Bereich eingrenzen, der 
alien Anforderungen eines Fundamentalbereicbs der vorgelegten Gruppe 
entspricht*). Unter alien diesen Bereich en sind die oben zunachst 
angegebenen die eiufachsten. Sie entstehen^ wenn wir die Curven 
als Niveaulinien wilhleii (wo jetzt nur noch die Auswahl der ersten 
{7(0) Willkilr anheim gestellt ist). Wir haben aucli in der Folge 
keine Veranlassung, von diesen einfachsten Gestalten der Pundamental- 
bereiche cyclischer Untergruppen abzuweichen. 

§ 13. Besondere Ansfiihrungen fur die Modulsubstitutionen. 

Die elliptischen Modulsubstitutionen. 

In der Gruppe der Modulsubstitutionen, auf welche wir jetzt noch 
besonders Bezug nehmen, waren an cyclischen Untergruppen elliptischer 
Substitutionen nach § 9 zuvorderst solche der ^zoeiten Ordnung ent- 

halten. Eine unter ihnen mbge die Substitutionen F(a)) = ^ ^ ^ ^ i^nd 

— G) enthalten, wo dann also a -f- ^ = 0 ist. Um fiir diese 
cyclische Gruppe einen bestimmten, in der Folge festzuhaltenden Funda- 
mentalbereich zu construieren, markieren wir uns vorab die beiden 
Fixpunkte von V: 

cc i 

Die im vorigen Paragraphen mit q bezeichnete Zahl ist hier gleich 2, 
und sonach werden die beiden den Fundamentalbereicli eingrenzenden 
Niveaulinien einen gamm Kreis zusammensetzen. .Wir treffen die 
Anordnung insbesondere derart, dass die Fixpunkte auf diesem Kreise 
diametral gelegen sind oder, was dasselbe ist, dass die einzelne 
unserer beiden Niveaulinien gerade einen Halbkreis darstellt. Den 
ausserhalb des so gewonnenen Kreises belegenen Teil der Ebene wahlen 
wir zum Fundamentalbereich und haben ihn in nachfolgender Fig. 48 
schraffiert. Yon den Randpunkten des Bereichs sollen nur diejenigen 
der starker gezogenen Niveaulinie diesem zugehoren. 

*) Es wiirde sogar statthaft sein, dass die einzelne Bahncurve after als 
einmal scbneidet, sofern nur diese Linie weder sich selbst noch eine der 

anderen 0 ^”^^ iiberkreuzt; die Annahme des Textes empfiehlt sich nur durch ihre 
besondere Auschaulichkeit. 
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Fig. 48. 


Aus Fig, 48 lesen wir den Satz ab: Von zivei hezilglicli der in 
Bede steJienden cyclisclien Gnqype dqidvdlenten Funlden hat einer vom 

reellen Piinlcte co = — eine JEnf- 

y 

fernung^) < Wir schliessen ins- 

besondere: JDle FixpunJde der Mer- 
her gelidrigen Siibstitutionen Iconnen 
lidclistens die Entferming 1 von der 
reellen Axe erreichen, Solcbes tritt 
fiir y = 1 ein nnd also z. B. fur 
die Substitution deren Funda- 
mentalbereicb man sicb insonderbeit 
nach Vorscbrift von Fig. 48 vor- 
stellen moge. 

Es giebt ferner cyclisclie Unter- 
gruppen der Ordnung drei aus elUptisclien Modulsubstitutionen, Sei 

F(g)) = ^ g Erzeugende einer solchen Untergruppe, so baben wir 

als Pixpunkte dieser Substitution*"^) 

2a — 1 ± iy s 

2 y 

Als erste Niveaulinie wablen wir die gerade Verhindimgslinie von Oi, co^, 
die dann infolge des bier vorliegenden Wertes q = ^ durcli V im 
ganzen nocb in ^«(;<3meitereLagen 
iibergebt, welcbe einander in den 
Pixpunkten unter den Winkeln 

2 TT 


— treffen. Diese beiden letzteren 

NiveauliniensollenunsdenPunda- 
mentalbereicb der vorliegenden 
cycliscben Gruppe eingrenzen, 
fiir welcben das Nabere aus 
Pig. 49 bervorgebt. Aus dieser 
Figur zieben wir nocb die Polge- 
rang: Unter zwei liinsichtlich 
unserer cyclischen Griippe dquivalenten Bxwikten liat stets der 

vom Punkte o = ~ oder von co == 

Y Y 


Ol, G)2 



Pig. 49. 


erne 

1 


eine Entferming < — 


Bei Angabe dieser Entfernung sehe man vorkommenden Palls von oinem 
negativen Zeicben des y ab. 

**) Hier nnd in der nachsten Folge ist immer an der oben (§ 9) beroits 
gescbebenen Pestsetznng a ^ ^ ^ festgebalten. 

Klein-Pricke, Modulftinctionen. 


13 
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Und liieraus: Die grosste Entfcrnung, welche die Fixpimlde der liierher 

1/3 

geliorigen S?fhstitiitionen von der reellen Acce erreichen Mnnen^ ist ^ • 

Solclies tritt fur y = 1 ein uud also insbesondere fiir die Sub- 
stitution Z7. 

§ 14. Portsetzung: Festsetzungen fiir die paraboliscken und 
hyperboliselien Modulsubstitutionen. 

Ist jetzt V{p) = paraholisclie Modulsubstitutiou, d. li. 

ist a + d = 2 , so eutspringt durcb Wiederbolung von V eine cjcliscbe 
Gruppe unendlieb bober Ordnung. Mogen wir erstlicb den Pall eiues 
in unendlicber Feme gelegenen Fixpunktes baben, wo dann V die 
Gestalt F(c?) = o + ^ besitzt. In diesem Falle grenmi wir den Ftinda- 
mentalbereich durch mei Gerade ein^ ivelche in den Entfermmgen + 

mir imagindren Axe parallel laufen. Die Punkte der durch co = — -^3 

A 

bindurcbziebenden Grenzlinie sollen dem Bereicbe zugerecbnet wex'den. 
Dieser Vorscbrift entsprecbend werden wir insbesondere den Funda- 
mentalbereicb fiir den Fall F(a)) == co + 1 construieren. 

Ist der dritte Coefficient y der paraboliscben Substitution nicbt 
gleicb Null, so ist der Fixpunkt derselben der rationale reelle Punkt 

(x) — — - — Dann ist es zweckni*assig die Niveaulinien zur Eingren- 

zung des Fimdamentalbereicbs so zu wahlen, dass die entspringende 
Pigur in elementarem Sinne Symmetric beziiglicb des Fixpunktes zeigt. 

Die Grenzkreise des Fundamental- 
bereicbs sollen also congruent aus- 
fallen und zu beiden Seiten des Fix- 
punktes gelegen scin, wie das in 
nebenstebender Pigur zum Ausdruck 
gebracht ist. Wir berecbnen niiibe- 
los die Bestimmungsstucke dieser 
Kreise. Ist deren Durcbmesser c?, so 
sind ihre Scbnittpunkte mit der reellen 
Axe ausser den beiden im Fixpunkt 

vereintenbei — - — + d gelegen. Aber 

von diesen zwei Punkten muss der eine durcb die Substitution in den 
anderen iibergefubrt werden. Man hat demnach die Gleicliuug: 



Fig. 50. 
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luid findet clurcli Losung derselben fur d aiisser dem selbstverstandlicli ein- 
tretenden Werte = 0 nocli denjenigen^ welclien "wir suchen, namlicli 
2 . . . _ 

d = — . HieraiiS ist die Werteverteiluns^ in Fig. 50 gewonnen. 

y O O O 

Als sofort Yerstandiielie Folgerungen zielien wir wieder: Von 
zivei lezuglicli der aus F(o) = g3 4-/3 ents^n'ingenden ajclisclien G-rupj[)e 
dquivdlenten Pnniden hat Iwchstens einer von der imagindren co-Aue 
einen Abstand < /3. Und entsprecliend aus Fig. 50: Sind zivei Punlde 


, (y ^ o) 




hezaglicli der aus der parcibolischen Substitution V((d) = ■ (y ^ 

entspringenden cgclischen Grippe dquivalent, so hat der eine von ilmen 
vom Punlde g) = ~ oder vom ancleren <o — eine Entfernung ^ * 

Sei endlicli V(co) = ^ eine bvperbolisclie Substitution, so 

markiere man zunachst die beiden reelleu irrational en Fispunkte £ 0 ^, co^ 
derselben. Alsdann ■viable man zu Grenzeii des Fundamentalbereicbs die- 
jenigenbeidenmiteinandercongruent , , 

ausfallendenNiveaulinien, dereneine ,j |ii:4jjjij I i|| | iim , 

dureb V in die andere -iibergefuhrt .jilli''''; ;li': i!| i | 'h 

wird. Da baben wir derm eine i,!j j 

Werte verteilung, wie sie in Fig. 51 Ji’ijijjr / > j I 

angegeben ist. Um diese zu veri- -Ijl-! ^ 1 

ficiereu, bezeiebnen wir die Sebnitt- • | jl ^ ^ f \> K/ \ A \' 

jmnkte der ersten der beiden Niveau- ij | I 'Villniliri * 

linien mit der reellen Axe dureb ‘ ‘!1|||| jj j L j,|| j | I 

und X 2 , und zwar liege zwischen • j ' . . , j; i| 1 

den Fixpunkten der Substitution. ' 

Es werden dann die Sebnittpunkte 

der reellen Axe und der anderen Grenze des Fundamentalbereicbs 
bei F(%) und V{x-^ gelegen sein. Nun verfolge man allgemein die 
Entfernung F(cl>) — co zwiseben zwei einander vermoge unsei'er Sub- 
stitution zugeordneten reellen Punkten co, was mit Hilfe der Fig. 40 
(p. 171) obne Miibe gesebiebt. Man siebt leicbt, dass 

/■(“) = '^(®) — « = — «> 




vom Zeichen abgeseben fiir x^ ein Minimum, fiir X 2 dagegen ein 

/7 P 

Maximum wird. Losen wir aber = 0 nach (o auf, so erhalten wir 

ddi ^ 

. . — <5 + 1 


0 nach c? auf, so erhalten wir 


woclureb unsere Kreise die Radien 


erhalten. Damit bestatigt man 
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in der That sofort die in Fig. 51 angegebene Werteverteilung Ton m. 
ilerken ■wir nns letzten Fudes 'wieder den Satz ant Von gwoi Funliteyt, dio 
lesuglicli der aus der lujperlolisclien Substitution V entspringenden cgcUschen 

Gruppe dquivalent sind, liegt stets einer enftoeder mm Punkte cj = y Oder 

ca = in einer JEntferming ^ — • 

y y 

Blicken wir nockmals auf die fiir die vier Arten der Modulsub- 


stitutionen nun gemachten Bestimmungen zuruck, so zeigt sick ins- 
besondere noch, dass der gerade zuletzt ausgesprocbene Satz uber die 
Lage aquivalenter Punkte in dieser Form ganz allgemein fur alle 
Modulsubstitutionen gilt. In der That gebt er ja in die vorgenannten 
partikularen Satze iiber, wenn wir den dort vorliegenden Fallen ent- 
sprechend — d bez. durcb a, « — 1; a — 2 ersetzen. Dieser Umstand 
ist wesentlich darin begriindet, dass wir alle beziiglichen Fundamental- 
bereicbe durcb Kreise vom Radius y abgegrenzt haben. Man wolle 


diese Bemerkungen fiir spater festbalteu. 

Einen Teil desjenigen Problems, dessen Bebandlung Aufgabe dieses 
ganzen Abschnitts ist, baben wir nun bereits gelost. Wir baben 
eine Reibe grundlegender Resultate iiber die in der Modulgruppe ent- 
baltenen cyclisclien TJntergnippm gewonnen. Freilicb bediirfen diese 
cycliseben Untergruppen weiterbin durcbaus noch der erganzenden 
XJntersucbung. Aber dieselbe bendtigt entwickeltere Uilfsmittel 5 wir 
wollen diese TJntersuebung im folgenden Kapitel erst vorbereiten und 
dann im ubernacbsten Ka^iitel erledigen. Vorab baben wir nocb eine 
Erganzung zu geben, welcbe an die fr iiber en Satze iiber indirect© 
Kreisverwandtscbaft ankniipft. 


§ 15. Von den Substitntionen der Ver'anderliohen welcli© 
indirecte Kreisverwandtscbaften bedeuten*^). 

Im dritten Kapitel des vorigen Abschnitts (p. 89) baben wir neben 
die directe aucb nocb die indirecte Kreisverwandtscbaft zweier Ebenen 
oder einer Ebene mit sicb selbst gestellt. Die Eigenart dieser letzteren 
Verwandtscbaft war die, dass zwar aucb bei ibr Kreisen stets wieder 
Kreise zugeordnet waren und die Winkel der einen Ebene mit den 
ibnen entsprechenden der verwandten an Gross© iibereinstimmten: Aber 
darin bestand das Besondere, dass beim tJbergang von einem Winkel 
zu seinem entsprechenden die Schenkel desselben umgelegt wurdcn. 
Eine besondere indirect© Kreisverwandtscbaft der complexen ^ -Ebene 

*) Die in den drei folgenden Paragrapben mitgeteilten Entwicklungon sind 
zuerst vom Hei*ausgeber durcbgefiilirL worden. 
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batten wir damals durch die Spiegelmig derselben an ibrer reellen Axe 
bergestellt und bringen diese Spiegelung uun analytiscb durcb die 
Transformation von & in 


zum Ausdruck, wobei z der zu z conjugiert complexe Wert ist. Dieser 
besondere Fall, mit der allgemeinsten directeii Kreisverwandtscbaft 
combiniert, gab die allgemeinste indirecte Kreisverwandtscbaft. Letz- 
tere finclen wir also dargestellt durcb: 


(1) 


wenn z' 


az + h 
cz + d 


F(^) = 


OLZ — {“ & 

cz + 


eine beliebige der voraufgehend besprocbenen Sub- 


stitutionen ist**^). Diese Substitutionen (1) wollen wir biufort als 
O^erationm Oder Siibstitutionen ziceiter Art bezeicbnen und stellen ibnen 
die bislang allein betrachteten linearen Substitutionen als solcbe von 
der ersten Art gegeniiber. 

Eine Operation zweiter Art F, mit sicb selbst combiniert^ ergiebt 
eine solcbe von erster Art: 


( 2 ) 


73 = 7. 


Hierbei unterscbeiden wir die Falle, ob die so zu Tage tretende Sub- 
stitution Y die identiscbe oder eine byperbolisobe oder paraboliscbe 
u. s. w. ist und griinden darauf eine Einteilung der Substitutionen zweiter 
Art in Unterarten. Beginnen wir sogleicb damit, diejenigeu Substitu- 
tionen V naher zu untersucben, welche F^ = 1 geben und also als 
Siibstitutionen von der ’Periods zivei zu bezeicbnen sind. 

Die zu (1) inverse Substitution ist 

( 3 ) y~\3) = 

wobei zu a u. s. w. conjugiert complex sein soil. F ist dann imd 
nur dann von der Periode zwei, wenn mit F identisch ist, Ver- 
sucben wir also die Ooefficienten in (1) und (3) proportional zu setzen: 

d ' — - rc cit y b 7cb y c ■' " ■ tc c , — — ^ — tc d 
und discutieren die solchergestalt erbaltenen vier Gleicbungen. 

Ist wenigstens einer der beiden Ooefficienten by c von 0 verscbieden, 
so bonnen wir ibn aucb als reell voraus setzen, was notigen Palls durcb 
die offenbar nocb freistebende Bebaftung der vier Ooefficienten in (1) 
mit einem geeigneten gemeinsamen Factor erreicht wird. Dann aber ist 
ersicbtlicb der soeben eingefiibrte Proportionalitatsfactor % = \y und in- 


*) Cf. „Ikos.“ p. 30 Formel (2). 
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clem wir uocli die Coeflicienten in ihre reelleu und imaginary Bestaiiclteile 
a = ci-^ trennen, kommt als Gestalt von V: 


( 4 ) 


(«I + ^ 


welcJie Substihtlion ^weifcr Art tliatsclcldich die Periode met iesiM. 

Verclwinden andrerseits zngleicli h nnd c, so erkenut man sofort 
als liinreicheiicle und notwendige Bedingung fiir die Identitat von (1) 
und (3) die^ dass ^ eine Zabl vom absoluten Betrage 1 ist. Die 

Operationeii dieser Art subsumieren sicb aber offenbar imter die Sub- 
stitutionen der Form (4), und wir gewinnen dergestalt den Satz: Die 
Operationcn m^elier Art wn der Periode mel iverden diircli die Sidj- 
stitidionen der Gestalt (4) gerade ersclibi)fend dargestellt. 

Um die Pixpunkte der Substitution (4); woferu sie solcbe hat^ 
zu bereebnen, setzen wir in (4) V{^) — ^ — ce iy und erlialten 

(5) + y^) — 2a^x — 2a2y — = 0 , 

eine Gleichuug, aus welcber sieli die imaginaren Bestaiidteile identiscli 
fortgebobeii haben. In (5) liaben wir nun die Gleichung eines Kreises 
der complexen <si-Ebene vor uns, der reell oder unendlicli klein oder 
scbliesslich imaginar ist, je nachdem 

+ hci ^ 0 

ist. Links steht bier die Determinante der Substitution (4), negativ 
genommen. Da der Wert 0 fur dieselbe ausgesclilossen ist, so httben 
ioir eine efi^meute Teilnng der hier in Bede stehenden O^ieratloneu in ffzvei 
Unterarten, je nacMem der Kreis (5), tvelcher die vermoge V sich selbst 
cntsprecJienden Punlcte lieferty reell oder imaginar isty d. b. mit andereii 
Worten, je nachdem die Determinante der Substitution (4) negativ oder 
•j^ositiv ist Die Operationen der ersten dieser beiden Unterarten sind 
diejenigen, welcbe wir im vorigen Abscbnitt als S]oiegelungen bezeicli- 
neten. Wir wollen jetzt diese Benennung uberhaupt auf die Substitu- 
tionen zweiter Art der Periode zwei ausdebnen und nennen dem- 
entsprecbend den der einzelnen derartigen Substitution zugobbrigen 
Kreis (5), gleicbgiiltig ob er reel! oder imaginar ist, ihren Symmetrle- 
oder Spiegelkreis, 

Sei nunmebr die Substitution (1) von einer bohcren als der zweiton 
Periode, so bilden wir uns vor allem die Substitution erster Art 

(6) =s 

(cft -j- dc^z *4“ ^b 4" did 

und bezeicbnon die bier auftretenden Coeflicienten abgekurzt bcz. durcli 
a^y Vj c y d\ Die Determinante derselben ist 
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ad' — h'a = ad — hc}(a d — ht) 

und also clue reeVe posltice ZahL Desgleiclien liat die Summe des 
ersten und vierten Coefficienten 

a' + d' = aa + d7l -f- he + he 

ersiclitlicli einen redltn ZalilTvert. Diese beiden Angaben gentigen, 
um zu erkennen, dass (6) niemals eiue Jo:f‘odromiscliO SiibstiUdlon seln 
Icann. In der That ist die in § 1 (p. 164) mit Jc bezeichnete Zahl, filr 
die Substitution bereehnet: 

7 (a' + cV — y>a' -j- cl' r — ^(a d' — h' c')\" 

4.{a'd' — V c) ’ 

SO dass fur die hier eintretenden Werte von a ^ h', c, d' der Zahhvert 
von Ic entweder reell und positiv oder complex vom absoluten Be- 
trage 1 ist, womit unsere gerade geschehene Behauptimg dargethau 
ist. Wenn wir also F als hyperbolische Substitution zweiter Art 
bezeichnen, falls F^ eine ebensolche Substitution erster Art ist, und 
so fort, so haben wir als Unterarfen der Oj^eraiionen ^tveiter Art nut 
noch die 1iijperl:)olische, paraboUsclie imd eUiptische zu nennen. Die Sub- 
stitution F gehbrt in die erste, zweite oder dritte dieser Unterarten, 
je nachdem die erste, zweite oder dritte der Bedingungen 

(7) {a a + dd + Sc + hc)'^ ^ 4:{ad — be) {a d — be) 

zutrifft. 

Indem wir jetzt nach den Fixpunkten einer Substitution V frageu, 
beachten wir, dass jeder derselben auch fur die Substitution erster 
Art F^ Fixpunkt sein rniisste. Sonach kann F hochstens zwei Pix- 
punkte besitzen, die noch dazu fur eine parabolische Substitution F 
in einen coincidieren miissten. Um dies genauer zu untersuchen, be- 
zeichnen wir die Fixpunkte von F^ mit 0 ^ und 0 ^. Unter Anwendung 
von F werden diese beiden Punkte entweder permutiert oder jeder 
filr sich bleibt an seiner Stellej in der That wolle man beachteu, dass 
mit 0 ^ auch 0 \ = V(0^) infolge von 

== n^i ) = 

Fixpunkt der Substitution erster Art F^ ist, JEine j^iarabolisclie Sub- 
stitution V hat sonach stets einen FixpunJet, wahrend weiterhin die Sach- 
lage die ist, dass unter Anwendung von V die beiden Fixjpunkte 0 -^^ 0 ^ von 
F^ em 0 eln an ihrer Stelle hleibe^i, falls V hyperbolisch is% dassdagegen 0 ^, 0 ^ 
durch V permutiert werden^ falls diese Substitution elliptisch ist Beim Be- 
weise dieser Behauptung ist es statthaft, die beiden Fixpunkte 0 ^ , 0 ^ von 
F^ in einer beliebig gewahlten speciellen Lage anzunehmen. Benutzeii 
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wir also, wie schon ofter, = ^2 = 00 . Eine Substitution V, 

welcbe diese beiden Punkte einzeln an ibrer Stelle lasst, hat notweudig 
die Form / = aJ; andrerseits hat eine Substitution V, die jene Punkte 
permutiert, die Form . Da ist nun wirklich die erste unter 

diesen beiden Operationen hyperbolisch, die zweite dliptisch, wie man 
durch Berechnung der beziiglichen Substitutionen sofort bestatigt. 

§16. Erweiterung einer cyolisehen Gruppe nieht-loxodromisclier 
Operationen erster Art durch zugehbrige Spiegelungen." 

Sei V zunachst irgend eine hyperbolische oder elliptische Sub- 
stitution, V aber eine Spiegelung. Aus ihnen bilden wir uns die Sub- 
stitution erster Art: _ __ 

( 1 ) v' = v^^rv 

und sagen, sie entstehe aus V durch Transformation^) verinbge der 
Spiegelung F. Sind ^ 1 , % die Fixpimkte von F, so sind Y{zf) und 
F(^ 2 ) diejenigen von F', wie man sofort zeigt. Verlangen wir also, 
dass F und F' die namlichen Fixpunkte besitzen, so muss Operation F 
die Punkte , 2^ entweder einzeln in sich transformieren oder permutieren. 
Beschranken wir uns hier der Einfachheit wegen auf Spiegelungen F 
mit reellem Symmetriekreis, so ziehen wir nun zweckmassig Fig. 40 
(p. 171) mit ihren beiden Kreissystemen heran, durch welche wir seinerzeit 
die Substitution V geonaetrisch deuteten. Wir gewinnen so ohne weiteres 
den Satz: SoUen V' V die namlichen Tixpimlcte hesiUen^ so ist dam 
nur die eine Bedingung erforderlich^ dass der Symmctriehreis van V 
Bahncnrve oder Niveaulinie der Substitution V ist, 

Wollen wir des naheren untersuchen, zu welcher Substitution V' 
wir dergestalt gefiihrt werden, so diirfen wir uns fiir die explicite 
Eechnung ersichtlich wieder der Fixpunkte — 0, 00 bedienen und 

konnen iiberdies unter den Bahncurven, sowie unter den Niveaulinien 
speciell gewahlte als Symmetriekreise der in Anwendung zu bringenden 
Spiegelungen zu Grunde legen. Schreiben wir also erstlicli F(^) — 
unter F eine hyperbolische Substitution verstehend, und bringen die 
Spiegelung an einer zugehbrigen Bahncnrve V(0) = 0 zur Anwendung. 
Da zeigt sich sofort, dass F““^FF= F ist. Bringen wir indes die 
Spiegelung an einer beziiglichen jNiveaulinie ¥(/) — --- zur Verwen- 

dung, so zeigt sich ebenso leicht die Richtigkeit der Gleichung 


) Cf. „Ikos.« p. 6, 7. 
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Indem wir dieselbe Betrachtung sofort aucli fur eine elliptiscbe Sub- 
stitution V durchfiihren, ergiebt sicli das Eesultat: Durch Spiegelimg 
an einer JBahncurve iclrd eine eUiptisclie Oder liyi^diolisclie Suhstitu- 
tion V siets in sicli transforyniert: 

(2) F; 

durch Sjnegelung Vy a)i einer Kiveaulinie iclrd Itingegen V in Hire 
inverse Siibstifutmi 

(3) FJ^FFv=F“^ 
trayisformiert 

In vollig gleicher Foryyi gilt dieser Sats aiicli filr die paraholisclmi 
Suhstitutioyieyi. Setzen wir namlicb V(/) = ^ h, unter h eine reelle 
Zahl verstanden, so ist Fb(.^) = s Spiegelung an einer Babncurve^ 
Fiv(^) = — ^ aber eine solcbe an einer Niveaulinie. Da bestatigt 
man nun sofort, dass auch unter der jetzigen Bedeutung von F, F^, Vy 
die Gleicbungen (2) und (3) gelten. 

Die Formeln (2), (3) geben nun den Ansatzpunkt zu einer weiteren 
sebr wichtigen Folgerung. Wenn wir neben der nicbt-loxodromisclien 
Substitution F aucb nocb. die Spiegelung F an einer ihrer Bahncurven 
Oder Niveaulinien als Erzeugende einer Gruppe ansetzen, so wird diese 
Gruppe sicber die Substitutionen 

(4) V-, F-F, (^^ = 0, ±1, ±2, ...) 

besitzen. Da ist es nun die Polge der Gleichung (2) bez. (3), dass 
biermit aucb alle Operationen der gemeinfcen Gruppe angegeben sind; 
denn auf Grund dieser Gleicbungen lasst sicb jede aus F und F er- 
zeugbare Operation entweder auf die Form oder F”F bringen, je 
nacbdem dabei die Spiegelung F eine gerade oder ungerade Anzabl 
von Malen Anwendung fand. Die gewonnene Gruppe enthalt die 
cycliscbe Gruppe der Substitutionen F” als Untergruppe; dabei nehmen 
wir nur eine schon in den Vorlesungen iiber das Ikosaeder*) gebraucbte 
Ausdrucksweise wieder auf, wenn wir sagen, jene Gruj^e entstehe ans 
dieser ihrer cyclischeyi Untergruppe durch Erweiterung vermoge einer m- 
geliorigen Spiegelung F. Zwecks einer kurzen Benennung werden wir 
aucb wobl von einer erweiterten cyclischen Gruppe sprechen, obne da- 
mit bebaupten zu wollen, dass diese selbst eine cycbscbe Gruppe sei. 

Die Eigenart einer solcben erweiterten Gruppe ist nun sebr ver- 
scbieden, je nacbdem die zur Erweiterung verwendete Spiegelung an 


Of. „Ikos.“ p. 23, 24. 
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einer Bahueurve ocler eiuer XiTGawlinie cler Substitution V gesuliab. 
Betrauhten \rir zuvbrdersi den ersteu Fall, bei dem also Gleiebung (2; 
zur Yerwendung kommt, so entbalt die erweiterte Gruppe ausser der 
scbon uarabaft gemachten cyciiscben Untergruppe der Substitutionen 
F” vor allem aucb iioch diejeuige uuifiissendste eveliscbe Untergruppe, 
wek-lie aus der Operation zweiter Art VV sieh erzeugeu lasst. Diese 
U{)eration T’T' ergiebt mit sich selbst eombiniert 
(fA (rf/ = F% 

wie aus '2) sofort entspringt, uud Go stininit sonucli FF bi Ajiisehutig 
Jer Vnkrart mti F- nnd also auch mit F iiherein. Auf Grund 
von (5) bind dann die Ojieratioueu der aus T F eiitspriiigenden cy- 
discben Gruppe insgesamt dureb 

'F, (m = 0, + 1, ± 2 • ■ •) 

dargestellt. 

Diese Bemerkuugen getrinnen noeli an Bedeutung, wenn wir be- 
tveisen, dass tcb- auf diesem Wege iWerJiaujjt zu alien ctjdischm Gmjypen 
gelangen Icumien, die sich aus Operationm ziceiter Art mit einer Teriode 
> 2 hersfellen lassen. In der That lasst sich jede solche Operation durch 
Comhination einer nicht-loxodromischen Substitution V mit der Spiegelimg 
V an einer zu V gehbrigen Bahnmrce in der Gestalt VV darstellcn. 
Wir werden diesen Satz leicbt dureb explicits Recbnnng vexificieren, 
bei der wir die Fixpunbte der in Beti’acbt tommenden Substitutionen 
bei z = 0 und ^ = oo bez. bei 5 = oo allein annebnien, letzteres im 
Falle wir mit paraboliseben Substitutionen zu tbun baben. Fiir unsere 
drei Unterarten von Substitutionen kommen namlicb bei dieser speciellen 
Lage der Fixpunkte die Formen; 

Si — 

g' — xe^‘-0, s' = e''^‘z + ixf)e^ , 

die wir sogleicb in zweekmassiger Gestalt berriebteten. Die einzelne 

dieser Substitutionen kann nun als Combination FF dargestellt werden, 

wenn bez. F und F die Bedeutungen baben: 

V(z)‘=xs, ris) = e^G, 

r(z)^e^‘-s, V(s) = f, 

9 i 9" i 

Y(0) = ^ " . 

Hier ist ater in der That in alien drei Fallen V Spiegelung an einer 
Bahneurve von V, TJbrigens zeigt sich ancli aufs leichteste, dass die 
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cbuelnc Ox^o'cdlon zivelier A?'f anclf nar auf tine Wcl^c In der (jeMcinten 
Gedalt VV darsftUhar IsL 

1st auf der anderen Seite F Spiegelimg an einer Xiveaulinie 
von F; so hat die erweiterte Grujipe eine vresentlich andere Structur. 
Da man aus - 3) Leiclit V J " == V ' iiii* jeden gaiizzahligen Ex- 
jionenteu n ableitet, so ist Jede der jefzt In liede sichenden eriveitertcn 
GrifXpe aufjeltdrcnde Sulstltailon ztcelfer Art V'" V elne SplegeTungj derm 
Syninieirlelcrels crslcldllcli Xlt'eaidhile von T'" ist Die erweiterte Gruppe 
hat somit abstract genommen den Typus einer Bledergriijjxc. Bemerkeu 
wir letzten Endes noch; dass sieh imsere Gruppe durcli gewisse Paare ihr 
angehoriger Spiegelungen erzeugen liisst; das leisteu z. B. die beiden 
Spiegelungen F nnd V' — VV. 

§17. Eiandamentalbereielie fiir die zuletzt betraeliteten erweiterten 

Gruppen. 

In Ubertragung imserer obeu eingefiihrten Begritie nennen wir 
zwei Punkte der ^-Ebene beziiglieh einer erweiterten Gruppe be- 
sprochener Art einander aquivalent, wenn der eine in den anderen 
durch eine Operation erster Art F" oder eine solche der zweiten Art 
yny Gruppe iibergeht. Eiu Pundamentalbereich der erweiterten 
Gruppe wird ein solcher Bereich sein, der fiir jeden beliebigen Punkfc 
der Ebene einen nnd nur eiiien als aquivalent beziiglieh der erweiter- 
ten Gruppe aufweist. Die ausfiihrliche EntwicMung der Fundamental- 
bereiche fiihren wir hier nur bei der zweiten eben zuletzt besproehenen 
Classe erweiterter Gruppen durch, bei denen F Spiegelung an einer 
Niveaulinie von F war; diese Gruppen allein sind fiir spatere Ver- 
wendung von Wiehtigkeit*’^*), Auch hier mag die eingehendere Behand- 
lung des hyperbolischen Falles geniigen. 

tJbrigens lassen sich die erweiterten Gruppen der ersten Classe leicht erledigen. 
Man ziehe, wie es auch im Texte geschieht, die friiher angegehenen Gestalten des 
Pundamentalbereichs fiir die im Einzelfall in Betracht komniende cyclische Gruppe 
der Substitutionen F” heran. Durch die als Symmetriekreis von V fungierende 
Bahneurve von Y wird dieser Bereich in zwei beziiglieh dieser Bahneurve sym- 
metrische Teile zerlegt, von denen man einen zum Fundamentalbereieh der er> 
weiterten Gruppe auswahlen kaun. Die Gestalt desselben und die Zugehorigkeit 
der Randpunkte zu diesem wird man mit Hilfe der friiheren Figuren 44 (p. 187) etc. 
leicht feststellen. Durch einmalige Anwendung der Substitution V entspringt aus 
dem so gewonnenen Bereich ein neuer, demselben benachbarfcer. Mit ihm vereint 
giebt er leicht ersichtlich einen Fundamentalbereieh fiir diejenige cyclische Gruppe, 
welche sich aus der Operation FF erzeugen lasst, eine Operation, die sich, wie 
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Setzen wir, die oft gebraiiclite specielle Lage der Fispunkte wiecler 
beuutzend, n'r) = und also TX-) = ^ mit positiven reellen ZaMen 

y/, deren erste nocli dazu TOii 1 verscliieden sein muss, so ge- 
}iQren der erweiterten Gruppe insbesondere die Operationen zweiter 

Art == an, deren Sjmmetriekreise durcb 

( 1 ) = (w = — oo h 

gegeben sind. Wir bezeicbnen den einzelnen uuter ihnen im An- 
schluss an die ihm zugehorige Zahl n durcb Kn- Bs ist aufs leich- 
teste bestatigt, dass durch einmalige Anwendung der Substitution V 
der Ereis in A; 4. 2 tibergefuhrt wiv'd. Constatieren wir also, 
dass irgend zwei Kreise Kn und einen Fundamentalbereicli fur 

die ursprtingliche cyclische Gruppe der Substitutionen eingrenzen. 
Wir wollen diesen Bereich kurz B nennen. 

Der Bereich B wird alsdann durch den Ereis in zwei ring- 

furmige Bereiche zerlegt, die einander lesllglich dieses Kreises sym- 
niefyiscJi shid] denn in der That sind die beiden auf bez. E^_j -2 
liegenden Punkte j/^', einander beziigiicb Kn^i sym- 

metrisch. Einen dieser beiden den Bereich £ zusammensetzenden Einge 
nennen wir B and lesiken dann in ilmi einen Fimda^nenfalbereich fiir 
timere enveiterte Onip^e. 

In der That hat jeder Punkt 0 der Ebene einen aquivalenten 0^ 
im Bereiche B. Liegt 0 ^ aber nicht schon selbst im Bereiche JB, so 
gilt dies sicher von dem mit ihm aquivalenten Punkte 0q = • 

Andrerseits kann B keine zwei beziiglich der erweiterten Gruppe aqui- 
valente Punkte aufweisen. Jedenfalls konnte namlich der eine von 
zwei solchen nicht durch eine der Gruppe angehorende Operation erster 
Art in den anderen iibergehen, da B ganzlicli innerhalb des Punda- 
malbereichs B der ursprunglichen Gruppe gelegen ist. Durch eine 
Operation zweiter Art der Gruppe konnen aber solche zwei Punkte 
auch nicht in einander iibergehen, weil sonst der Symmetriekreis 
dieser Operation zwischen beiden Punkten hindnrchzieben musste, was 
doch bei der Lage der Kreise (1) ausgeschlossen ist. Sonach haben 

wir nochmals erinneru, als die allgemeinste der zweiten Art ansehen lasst, Wir 
uberlassen jedoch weitere diesbezdgliclie Ausfflhrungen dem Leser. Dass ubrigens 
der Fundamentalbereich fur die aua einer einzelnen Spiegelung mit reellem 
Symmetriekreis zu erzeugende cyclische Gruppe zweiter Ordnung entweder aus dem 
Imierea des beziiglichen Symmetriekreises oder aus dem ausserhalb desselben ver- 
laufenden Teile der Ebene besteht, diirffee sofort evident sein. 
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wir in B wirklicli einen Fundamentalbereich fur die erweiterte Gruppe. 
Wir setzen nocli erganzend liinzu, dass liier die Bmidpunlife aiis- 
nahmslos als dem BereicLe ziigeltorig zu hetracliien sind, 

Wir nennen jetzt B nacli der identisclieu Substitution 1 und be- 
iiennen entsprecbendj gerade wie das oben in § 11 aucb geschab, den 
ans B durcli die einzelne Operation der erweiterten Gruppe entspringen- 
den Bereicb naeh dieser Operation. Der Gesamtbeit der Substitutionen 
der erweiterten Gruppe entsprecben solchergestalt unendlicb viele ring- 
formige Bereicbe, welche sicli allenfliaTben glatt an emander legen tind in 
Hirer Gesamtlieit die z-Ebene 'coTlstdndig und einfach bedecken. In der 
That folgern wir ja aus der Begriffsbestimmung des Pundamental- 
bereicbs, dass ein beliebig berausgegriffener Punkt z in einem, aber 
aucb nur in einem dieser den Substitutionen der Gruppe zugeordneten 
ringformigen Bereicbe gelegen ist"^). 

Unsere unendlicb vielen ringformigen Bereicbe sind nun, wie eine 
miibelose Eecbnung zeigt, gerade diejenigen, in welcbe die ;S-Ebene 
durcb die Kreise (1) zerlegt wird. Daber treten fiir die Gestaltung 
der Ringe und fiir ihre Haufung gegen die Pixpunkte bin die bereits 
von friiber ber bekannten Verbal tnisse ein, Wir baben in Fig. 52 



Fig. 52. 

versucbt, dieselben durcb eine Zeicbnung zu erlautern. In dieser 
sind beide Fixpunkte als im Endlichen gelegen angenommen und tiber- 
dies die Oonstanten so gewablt, dass unter den Kreisen (1) aucb 

Wofern er nicht gerade auf dem Grenzkreise zweier Toenacbbarten Bereicbe 
gelegen ist. 
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die f/craJe Xi’reaniinie vorkomuit. Je zwei benaclibarte Riiige sind 
daiin durcii eine tier Gruppe aiigehorende Operdtioii zweiter Art in- 
direct kreisverwandt auf eiuaiider bezogen. Wir liaben daher unsere 
fruliere ilassnaiime der wecliseinden Schraffierang wieder zur Aus^ 
ribnng gebraclit. 

Wir niUssen hier endlicli nocli von der T^ illktir in der Gestalt 
fles Fundamentalbereiclis L bandeln. Abgeseben davoD; class wir £ur 
denselben einen beliebigen unter den Ringen in Fig. 52 auswablen konnen, 
^st derseVje offenhar gestaUJicli volUg hesfwmt^)^ indem er von zwei anf 
einander folgenden Kreisen (1) begrenzt erscheint, welche letztere mit 
der erweiterten Gruppe fest gegeben sind. "Wir baben bier also einen 
sebr bemerkenswerten Untersebied gegeniiber den Fundamentalbereicben 
fur die cyelischen Gruppen aus Operationen erster Art allein; in der 
That konnten ja diese Bereicbe noch in der mannigfaltigsten Weise 
gestaltet werden**^). W’ollen wir von der erweiterten Gruppe aus zur 

urspriinglicben cycliscben 
Gruppe der Substitutionen 
F" als zu einer Unter- 
gruppe jener zuriickkebreii; 
so ist ja bereits durch 
unsere obige Entwicklung 
der einzuscblagende Weg 
vorgezeichnet. Wir iverdm 
offeniar 0ivei neben einander 
liegende Hinge der Fig. 52 
m elneni grosseren Hinge m 
vereinen liaben j welclier nns 
den gesuchten Fnndamental- 
bereiclh auf diesem Wege gieht 
Wir erwabnen diesen an 
gegenwartiger Stelle selbst- 
verstandlicben Satz nur desbalb, weil wir ibn spaterbin zu verall- 
gemeinern haben werden. 

Fur den elliptiscben uud parabolischen Fall nebnien die liber- 

*) Yoransgesetzt ist ubrigens, dass der Pundamentalbereicli S zusammen- 
baogend sein, d. h. nicht in geirennt liegende Stucke zerfallen soli. 

Die Bestimnatheit der Gestalt von B hat ubrigens ibren Grund in dem 
Umstande, dass sicb die erweiterte Gruppe aus Spiegelungen erzeugen lasstj in 
der That haben wir als solcbe erzeugende Spiegelungen am Schlusse des Yorigen 

Paragraphen die beiden V uud V V erkannt. Es ist iru Texte nicht Batuxi , auf 
diese Verhaltuisse noch nliher einzageben. 



r^g. 53 . 
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legungeii einen vollig analogen Weg, wobei daon aucb die entsiiringen- 
den Resultate den eben erhaltenen durcbans entsprechen. Es scliieu 
deshalb niclit erforderlieh, bier nocb einmal in die Einzelheiten der 
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Erorterang einznfuhren. Mag es genligen, dass wir die eintretenden 
Verbaltnisse nocb durcb zwei Figuren (Fig. 53, 54) illustrieren, die 
obne weiteres verstandlicb sein werden. Der elliptiscbe Pall setzt 
dabei, wie aueb oben, das Verbaltuis der beziiglicben Zabl zu 2 tc 
als ein numeriscb rationales voraus. 

Nacb der somit abgescblossenen allgemeinen Betracbtung der 
Operationen zweiter Art konnten wir jetzt insbesondere zu den Modnl- 
substitutionen zuruckgehen nnd neben den oben nntersueliten nnn aucb 
Modulsubstitutionen zweiter Art in Betracbt zieben. Das sind jedocb 
Erorternngen, die wir besser fur das folgende Kapitel vorbebalten. 



Zweites Kapitel. 

Ton der Modulgrnppe uud der ilir entspreclieiiden Teilnng 
der cj-Halbebene. 

Im zehnten Paragraphen des vorigen Kapitels Laben wir die Be- 
griffe der Aquivalenz und des Pundamentalbereicbs allgemeiii fur 
Gruppen linearer Substitutionen festgelegt. Dieselben wurden dann ins- 
besondere verfolgt fur die cyeliscben Gruppen, sowie for gewisse aus 
ibnen dureb Erweiterung vermoge einer zugebbrigen Spiegelung ent- 
springende Gruppen. Im nun beginnenden neuen Kapitel wollen wir 
jene beiden oft genannten Begriffe auf die Modulgruppe anwenden. 
Wir werden dabei Gelegenbeit baben, in ausfubrlicbster Weise auf 
die Modulteilung der co-Halbebene zuriickzugeben, die uns nun scbon 
bei verscbiedenen Gelegenbeiten entgegen trat. Das gegenwartige Kapitel 
soil dazu dienen, die Anscbauung jener eigentiimlicben Dreiecksfigur, 
sowie ibrer Beziebung zur Modulgruppe in soldier Weise zu beleben, 
wie es die spatere Verwendung derselben zur Behandlung unseres 
gruppentbeoretiscben Grundproblems als wllnsdienswert erscbeinen lasst, 

§ 1. Vorlaufige Angaben fiber den Fundamentalbereieli der 

Modulgruppe. 

Wir nannten scbon oben zwei Punkte (d\ g> der complex en 
co-Ebene einander l)emglicli der Modulgruppe dqiiivale^tt , ivenn der eine 
aus dem anderen durch irgmtd eine Modulsuhslihition: 

, am 4- B 
^ ~ ym +1 

hervorgelit Punktepaare dieser Art werden im folgenden immer wieder 
zu betracbten sein; wollen wir daber bei Angabe ibrer Aquivalenz 
den Zusatz „beziiglicb der Modulgruppe" sparen, so oft er als selbst- 
verstandlicb gelten kann. 

TJnter den cyeliscben Gruppen giebt es, wie wir bei Gelegenbeit saben, 
solcbe, fiir welcbe Fundamentalbereicbe nicbt existieren. Es sind diejenigen 
cyeliscben Gruppen, welcbe aus sogenannten aperiodiseben elliptiscben 
Substitutionen erzeugt wurden. Um so mebr miissen wir bei einer nicbt- 
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eyclisclien Gruppe linearer Substitutionen, welche uns durcli iiire Sub- 
stitutionen gegeben ist, die Frage iiacb der Existenz eines zugeliorigen 
Fundamentalbereicbs zunacbst als eine oifene betrachten. Aber gerade 
wie bei der Melirzabl der CTclisclieii Gruppen wollen wir ancb hier 
bei der Modal grnppe diese Frage dadarcli zur Erledigung bringen, 
dass wir einen zugeborigeii Fundament aibereicb tbatsacblicb angeben. 

Bei diesein Unternehmen macben wir von dem selbstver stand- 
lichen Grundsatz Gebrauch^ dass Punkte, die beztiglich einer eyelischen 
Untergrappe der Modulgruppe Equivalent sind, eben deswegen auch 
beziiglich der Modulgruppe selbst aquivalent sind. Wir schliessen so- 
fort: Ein Fundamentalhereich der Modtdgriqype Idsst slch jedesmal vdllicj 
innerlialb des Fundamentalbereichs irgmid einer der 3Iodidgruppe ange- 
hUrlgen eyclisclien Entergruppe anordnen, 

Wahlen wir hierbei zuerst die aus der Operation S{p) = co i 2 u 
erzeugende eyclisehe Untergruppe parabolischer Sabstitutionen. Deren 
Fundamentalhereich war "^3 als ein Bbenenband fixiert^ das von zwei zur 

imaginaren Axe in der Entfernung + 4 " derselben parallelen 

Geraden begrenzt wurde. Die Punkte der linken Grenzlinie dieses Be- 
reiches sollten demselben zugerechnet werden. 

Als eine zweite eyclisehe Untergruppe nehmen wir die aus 

T{g}) = — entspringende, deren Fundamentalhereich der ausserhalb 

des Einheitskreises belegene Teil der co -Bbene war’*'*). Dabei sollten 
diejenigen Grenzpunkte demselben zugerechnet werdeu; welche den 
zwischen -}- i und — i Tiber — 1 verlaufenden Halbkreis bilden. 

Den Fundamentalhereich der Modulgruppe konnten wir demnacli 
einerseits so geformt annehmen^ dass er ganzlich zwischen den beiden 

zur imaginaren Axe in den Entfernungen + ~ parallelen Geraden 

gelegen ist, andrerseits aber auch so, dass er sich ganz ausserhalb 
des Einheitskreises der ra-Ebene befindet. Die Frage, die wir hier 
weiter aufwerfen, ist aber die: Eonnen wir den gesuchten Bereich 
nicht so gestalten, dass er die beiden angegebenen Lageneigenttimlich- 
keiten zu gleicher Zeit besitzt? Bringen wir die beiderlei beschriebenen 
zu 8 und T gehorenden Fundamentalbereiche zur tJberlagerung, was in 
Fig. 55 (p. 210) geschieht, so bedecken sie gemeinsam einen Bereich der 
o-Ebene, der aus zwei getrennten zur reellen Axe symmetrisehen 
Stiicken besteht, wie sie in der Pigur durch Schraffierung hervor- 
gehoben wurden. Wird sich also innerhalb des so eingegrenzten, aus 


*) Cf. § 14 des vorigen Kapitels (p. 194). **) Man sehe die Fig. 48 (p. 193), 

Xlein'Pricko, Modulfuactioncn. 14 
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Von der Modnigruppe 


zwei ^etreimt liegenden Btiicken besteliPiideii Bereiches ciu Funda- 
mentaibereicli der Modulgruppe eingrenzen lassen? 

Thatsdcldkl aler liahen ivir m dem in Fkj^ 55 schraffierten Be- 
reiche selhst hereiis einen Ftindamentalbereicli 
der ilodidgriijype gefunden, wie wir in dem 
folgenden Paragrapben zum Nacbweis bringen. 
Bemerken Tvir nur vorab erst, dass uns die 
Gestalt des gewonnenen Bereiches keineswegs 
fremd ist. Der in der positiven Halbebene 
belegene Teil desselben wird durcli die ima- 
ginare Axe in zwei symmetrische Halften zer- 
legt, deren linke gerade das Ausgangsdreieek 
der Pig. 36 (p. 113) darstellt. Der obereTeil des in 
Fig. 56 gezeichneten Bereiches stellt also den 
Complex eines schraffierten und eines ihm 
benachbarten freien Dreiecks der Modulteilung 
dar nnd bildet gerade selbst wieder ein Kreis- 
bogendreieck, jedoch mit den Winkeln 


Der untere Teil des Bereiches Fig. 55 ist ein- 
fach das Spiegelbild des oberen an der reellen 
CO -Axe. 

Wollten wir schon jetzt in ausfiihrlieher Weise die Modulteilung 
zum erneuten Gebrauch heranziehen, so wiirden wir in der That mit 
Hilfe einer kurzen Schlusskette in Fig. 55 einen Pundamentalbereich 
der Modulgruppe erkennen. Es wiirde ein solches Verfahren sogar 
besonders gut unserer allgemeinen Absicht entsprechen, die geo- 
metrische Anschauung und die gruppentheoretische Begriffsbildung in 
fortwahrender lebendiger Beziehung zu halten. Inzwischen wollen wir 
den Beweis unseres Satzes vorerst auf directem, zahlentheoretischen 
Wege fUhren, weil wir uns einerseits derart besser an das Toraufgehende 
Kapitel anschliessen und andererseits so weitere spater doch nicht 
zu umgehende Satze gewinnen werden. Unsere tjberlegung zerfallt 
in zwei Teile, einen negativen, in welchem wir zeigen, dass der 
Bereich Pig. 55 keine zwei aquivalente Punkte enthalt, und einen 
positiven, wo zu beweisen ist, dass wirklicli jeder Punkt der to -Bbene 
einen aquivalenten im Bereiche besitzt*^). 



r 

oc 

Fig 55 


*) Fur den hier zun^chst einzusehlagenden Gedankengang kann naan als 
Originalarbeiten erstlich den oft genannten Dedekind’ schen Brief an Borchardt 
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§ 2. Hatiere Betraclitung des Fundamentalbereiehs. Kegativer Teil 
des erforderliehen Wacliweises. 


Wir zeigen zuniicbst, class in dem oft genannten Bereicli Fig. 55 
keine zwei bez!5glicli der llodulgruppe aquivalente Punkte existieren 
konnen^ was dureh Ruckgang anf die in den §§ 13 und 14 des vorigen 
Kapitels entwickelten Satze ohne Miilie geschieht. Waren etwa ent- 
gegen nnserer Bekaiiptung cd' und g> zwei im Bereiclie geiegene aqui- 
valente Punkte, so kann bei der Art, wie wir den Bereicli gewonnen 
haben, diese Aquivalenz sicker weder durcb eine Operation 

S'\a>) «= G> + /J, 


nock auck durck T(o) = — vermittelt sein. Zwar gekt die linke 

gerade Grenze des Bereickes durck Anwendung der Substitution S in 
die reckte fiber, aber yon beiden sollte ja auck nur die eine dem Be- 
reicke zugekoren. Desgleicken sind auf den beiden kreisbogenformigen 
Grenzstficken des Bereickes die Punkte immer zu Paaren aquivalent, 
indem sie durck die Operation T in einander fibergeifukrt werden. 
Aber von diesen beiden Grenzstficken sollten ja auck immer nur die 
starker gezeickneten Halften dem Bereicke zugekbrige Punkte liefern. 
Notwendig mfisste also die Xquivalenz der beiden supponierten 

Punkte (d\ co unseres. Bereickes durck eine Substitution co' = 

’ ya>-f-o 

vermittelt werden, die ein y ^ 0 kat und von T versekieden ist. Dann 
aber nekmen wir den frfiker (p. 196) erkaltenen Satz zu Hilfe: Unter 
den beiden kinsicktlick einer solcken Substitution aquivalenten Punkten 


co', CD liegt wenigstens der eine vom reellen Punkte — oder vom 
— • ^ 1 

anderen in einer Entfernung y dabez als positiv gedackt. 

Nun ziehe man die Lage unseres Bereickes in der m-Ebene keran. 
Liegen wirklick c^' und o beide in demselben, so batten wir dem ge- 
nannten Satze zufolge, wie man siekt, notwendig y = 1, wakrend zu- 
gleick eine der Zaklen a oder d versckwinden mfisste. Wir seken uns 
dergestalt auf die Substitutionen besckrankt: 


CD 


ccco 1 


CD 


— 1 
ca “f" ^ 


Aber die Substitutionen der ersten Form sind die inversen zu den in 


in Crelle’s Journal Bd. 83 vergleicken, dann aber auck namentlick Hurwitz’ Ab- 
handlung ,,GrundJagen einer independenten Tlieorie der eUiptisehen Mo&ulfimc- 
tionen u, s, Math. Annalen Bd. 18 (1881), p. 628. 
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iler zweiten Form enthaltenen. Da nun inverse Substitutionen der 
namlichen eyclischen Untergruppe angehoren, so kbnnen wir die 

weitere Betraehtung auf m' = besehranken. Den Fundamental- 

raum dieser Substitution bez. der aus ihr entspringenden cycliscben 
Gruppe batten wir friiber durcb zwei Ereise niit dem Radius 1 um 
oy — Q and €0 = o: eingegrenzt; jedesmal sollten dabei die Punkte des um 
ay=0 gelegtenKreisesdem so gestaltetenFundamentalbereicbezugehoren. 
Man brauebt sich diese geometrischen V erbaltnisse nur klar vorzustellen^ 
um zu erkennen, dass der Bereicb Fig. 55 bei beliebigem Werte von cc 

ganzlich innerbalb des fur die Substitution a> = — angegebenen 

Fundamentalbereicbes geiegen ist. Damit ist aber die Unmoglicbkeit 
unserer Annabme, dass die aquivalenten Punkte co', cd beide im oft 
genannten Bereiche liegen, zur Evidenz gebracbt. 

Den geometriscben Inbalt unserer bisberigen tJberlegung konnen 
wir in Kurze nocb folgendermassen zusammenfassen. Wir denken nns 
fur alle in der Modulgruppe entbaltenen cjcliscben Dntergruppen die 
Fundamentalbereicbe zu gleicber Zeit in der a?-Ebene entworfen^ und 
zwar gerade in den Gestalten, die wir im vorigen Kapitel fur die- 
selben auswablten. Da zeigt sicb, dass ein Bereicb (namlicb der in 
Fig* 55 schraffierte) ausnahmslos dllen jenen einzelnen Fundamental- 
bereicben geuieinsam ist. Dass dieser dann keine zwci beziiglicb der 
Modulgruppe aquivalente Punkte besitzt^ ist sogleicb deutlicb. Dass 
er aber aucb fur jedm beliebigen Punkt co einen aquivalenten aufweist, 
miissen wir nun nocb ausfiibrlicber zeigen. 

§ 3. Fortsetzung: Positiver Teil des Kacli-weises. Willkur in der 
Gestalt des Pundamentalbereielis. 

Um den nocb erforderlicben Nacbweis zu fiibreu, miissen wir fur 
die Punkte der o-Ebene eine dreifaohe Lage unterscbeiden. Die reelle 
co-Axe ist Babncurve fiir jede Modulsubstitution. Ein Punkt der posi- 
tiven Halbebene ist desbalb stets nur wieder mit einem ebensolcben 
aquivalent^ desgleichen ein Punkt der reellen Axe stets wieder mit einem 
reellen und endlicb ein Punkt der negativen Halbebene nur wieder mit 
einem Punkte dieser letzteren. Fur einen im Innern der einzelnen Halb- 
ebene gelegenen Punkt miissen wir demnacb einen aquivalenten in dem- 
jenigen Dreiecksraum nacbweisen, welchen Fig. 55 fur eben diese Halb- 
ebene liefert. Hier gestatten aber beide Halbebenen durcbaus die nam- 
licbe Bebandlungsweise, und es wird genfigen, wenn wir dieselbe fur 
eine^ etwa die positive durcbfuhren. Die Punkte der reellen Axe 
betrachten wir bemacb fiir sich. 



und dcr ibr entsprechendeu Teiltuig Jm* co ”Halbuben*j. 


213 


Indem wir nun rein arithmetiscli verfaliren wolleu, istellen wir 
Liiiri zuvorderst die Bedingung datiir aut^ dass ein Punkt + ^2/^ 

dem Dreiecksraum Fig. 55 der positiven Halbebene angehort. Bs ist 
ersichtlicii diese: 

(1) + 

mit dem Zusatz jedocli, dass beim Zntreffen des letztgeschriebeBen 
Gleichheitszeicbens an Stelle der ersten Ungleieliung 

( 2 ) 

tritt. Wenn wir indes fur irgend einen Punkt der positiyen Halb- 
ebene CD = :v -f- iy, (y > 0) einen aquivalenten ca' im Dreiecksraum 
nachweisen wollen, so geniigt es, die Bedingungen fl) allein zu be- 

riicksiclitigen; denn ware etwa zufallig 0 dev' ~ 1? 

so batten wir doeb in m" = — ^ ~ — a?' + iy' einen mit co' aqui- 
valenten Punkt, der den Bedingungen (1), (2) vollig entsprache. 

An den willkiirlieb gewablten Punkt & x iy , der nur der 
einen Bedingung geniigen soli, eine von Null versehiedene positive 
Ordinate y und ubrigens endliehe x, y zu besitzen, reiben wir nun, 
wofern er niebt selbst sebon den Bedingungen (1) entspriebt, durcb 
abwecbselnde Anwendung zweier gewissen Operationen eine endlicbe 
Kette mit cd aquivalenter Punkte cd^, cog? deren letzter den Be- 
dingungen (1) entspreeben wird. Erstlicb namlicb geben wir zum 
aquivalenten Punkte 

(m) = o 

und konnen dabei die ganze positive oder negative Zabl nur in 
einer Weise so bestimmen, dass der reelle Bestandteil von 

©1=3?! + iy^ 

der Ungleicbung 

(3) Y ^ < Y 

geniigt. Ist zugleicb ^ 1, so geniigen wir mit dem nun ge- 

fundenen Punkte cd^l bereits den Anforderungen (1). Wo niebt, wenden 
wir auf cd^ die Operation T an, die zum neuen mit cd aquivalenten Punkte 

i _ f ^ Vi 

c., ^ + yi" 

binfdbrt. Da to und cd^ dieselbe Ordinate y = y^ baben und zugleicb 
Xi^ + 2/i^ < 1 ist, so wird die Ordinate y^ von cd^ = iTg + iy^ grosser 

sdn ah diegmige von co. Ndimen wir msbesondere y == ^ Y ? 

sogar^ mfolge (3) mindestms doppM so gross wie sem. 



Els i-'t mog*lich, dass coj = oc^ “j" ^*^2 Bedingiiugeii (1) 

ireuiigt, uiid wir siiid daiin am Ziele. 1st das aber niclit der Fall, so 
wiederholeii wir dieselben beiden Operationen, die wir gerade auf das 
aiifangliche co — x -j- iy anwandten. Wir scbreiten zuvorderst zu 
Og =s= S^-(g)2) — ^2 

fort und wahien dabei die ganze Zabl derarfc^ dass cc^ in Og == 

der Ungleichimg ^ geniigt. Dann baben wir in co^ ent- 

weder den gesuchten, den Bedingungen ( 1 ) geniigenden Punbt ge- 
fiinden oder bringen aufs neue die Operation T zur Anwendwag, indem 

wir zum nenen aquivalenten Punkte 024 = — — Yorgehen. 

Jetzt bebaupten wir, dass durch solcJie abwecliselnde Anwendiingm der 
Operationen S xind T tmd mar nach einer eyidlichen Amahl von ScJiriUmt a%if 
alleFdlle ein FtinJd <Dn erreicJif tvird, der thatsdcMich die Bedingungen ( 1 ) 
erfilllt Geben wir namlicb Ton einem Punkte nnserer Reihe durcb 
die Operation T zum folgenden, so gelangen wir, wie oben auseinander- 
gesetzt, zu einem Punkte mit grosserer Ordinate und zwar ist die 
Ordinate gegen die vorbergebende wenigstens verdoppelt, falls letztere 

< ii war. Sicher werden wir also nacb einer endlicben Reibe von 

■- 2 

Schritten zu einem Punkte o* == a:* + iy^ gelangen, der, wenn er 
nielit ( 1 ) selbst erfullt, docli den Bedingungen 

(4) — Y ^ < T’ y’‘ ^ T’ ^ ^ 

geniigt. Dann aber wird, wie wir nun zeigen wollen, sicber den 

Porderungen (1) geniigen, 

Der Wert ca^-i-s ist namlicb gegeben durcb 

, . — + , .. Vk 

V re + v re ^ 

wo die ganze Zabl a so bestimmt zu denken ist, dass 

— Y ^ ^*+2 < Y ^ 

ist Daneben leitet man aus ( 4 ) leicbt 

(1 — axkf + a^yk^ ^ + yk^ 

ab, wie auch die ganze Zabl a beissen mag, und diese Ungleicbung 
setzt sicb nacb kiirzester Recbnung in 

+ «cv+2^/)r , f yk r‘^ . 


d. i. in 
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UUJ. FitN/d erfilllt also tlmtsdclilich die Bediwjungm (1). 

Die Puckte tier positiven oj - Halbebene und also aucli die der 
negativen Halbebeiie sind daniit erledigt. Wenden wir uns jetzt zu deii 
Puiikten der reellen Axe. Dabei haben wir eine grundsatzliehe Son- 
derung zwischen den rationalen und irrationalen reellen Punkteu ta 
zu treffen. 

Sei CD = — ein beliebiger unter den ersteren, so denken wir den 
y 

Brucb — auf seine kleinste Benennung gebracht und konnen dami 

nach elementaren Satzeu der Zahleniheorie leickt eine Modulsubstitution 

0 j' --- ^ ausfindiff macben. welcbe als ersten und dritten Coef- 

yco + d ° 

ficienten gerade Zabler und Nenner jenes Brucbes bat. Vermoge 
der gewablten Modulsubstitution erweist sicb jetzt 0=00 mit cd = — 

Equivalent. Aber der erstere dieser Punkte, den wir im Anschluss an 
Pig. 55 nocb besser als cd = ioo bezeiebnen^ gebort deni Dreiecks- 
raum dieser Figur an, indem in der Tbat co == ioo die eine Ecke des- 
selben abgiebt, was man in unmittelbar einleucbtender Weise nacb 
stereograpbiscber Projection der oj-Ebene auf eine Kugeloberflacbe iiber- 
blickfc. Wir baben als Resultat, welcbes wir bier erreicben wollten: 
Ein r seller rationaler PimTd co ist mit dem Fmikte cd «= «’oo unseres 
Dreiecksraumes (Pig. 55 , p. 210 ) dquivalent Es folgt bieraus nebenbei, 
dass alle rationalen reellen Punkte unter einander Equivalent sind. 

Ist CD jetzt femer ein reeller irrationaler Punkt, so ist, welcbe 
Modulsubstitution aucb vorliegen mag, ^ stets wieder ein end- 

licber irrationaler reeller Punkt. Aber von Punkten der reellen Axe 
gebort nur cd = 00 dem Bereicbe Pig. 55 an, und diesen Punkt miissen 
wir, wie gerade gefunden wurde, den reellen rationalen zurecbnen. 
Irgend einen irrationalen reellen Punkt besitzt also der oft genannte 
Bereicb nicbt. Bei dieser Sacblage wurde es weitergebende Betracb- 
tungen wesentlicb neuen Cbarakters erfordern, wenn wir unseren 
Fundamentalbereicb dermassen ausstatten wollten, dass er aucb fiir 
jeden irrationalen reellen Punkt einen aquivalenten Punkt aufweist. 
Wir entscbliessen uns demnach, an vorliegender Stelle von den irratio- 
nalen reellen Punkten xiberbaupt abzuseben, warden iibrigens aucb in 
der Folge zumeist genotigt sein, von einer tiefer dringenden XJnter- 
sucbung dieser Punkte Abstand zu nebmen. 

Wir gewinnen solcbergestalfc unter Verscbarfung unserer bisberigen 
Ausdrucksweise folgendes Resultat;, Per heschriSem von Kreisiogen 
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Gcrafkn hnji'tnztt Dreleclcbimun mlt ilen Ecl^ea co — q, — q^, + ^oo 
ist Fundamcnialhercicli der Modalffnqype fur die positive a-Halhebene 
anter EiHi>cJdi'SS der redlen railonalen Eiinlde co. Einen mtsprecliendcn 
Sats sprklit man sofort fiir die negative Halbebene und den ihr an- 
gelidrigen Ereiecksraum der Fig, 55 aus. 

Hinznsetzen miissen wir hier librigens, dass die Gestalt des Funda- 
inentalbereicHs der ilodulgruppe von vornlierein in ahnlichem Grade 
unbestimmt ist, vrie wir dies oben bei den Pundamentalbereichen fur 
die aus Operationen erster Art gebildeten cyclischen Gruppen er- 
kannten. Beach ten wir etwa nur den Fundamentalbereich fiir die 
positive Halbebene, so benutze man, dass dessen Randcurven teils 
durch Sy teils durch T mit einander correspondieren. Mag man also 
am Rande des Bereiches ein irgendwie geformtes Stuck auslosen und 
durch Austibung der beziiglichen Substitution 8 oder T an der ent- 
spreehenden anderen Randstelle wieder anheffcen, immer wird man 
wieder einen Fundamentalbereich der Modulgruppe fiir die positive 
Halbebene gewionen. Dass aber in der That auf diesem Wege 
fiir die Randcurven des Fundamentalbereichs noch die mannigfaltig- 
sten Gestalten gewonnen werden konnen, durfte sofort evident sein. 
Inzwischen kniipfen die folgenden Entwicklungen zweckmassig an 
die in Pig. 55 zu Grunde gelegte specielle Gestalt des Pundamental- 
bereichs an. 

§ 4. Einfach. und melirfaeli aquivalente Funkte. 

Hat man bei irgend einer Gelegenheit zwei Punkte a>, o' als Equi- 
valent erkannt, so kann es sich darum handeln zu entscheiden, wie 
viele Modulsubstitutionen den einen in den anderen iiberfiihren. Sind 
dies im ganzen die m verschiedenen Substitutionen 

(1) a,'=Fi(«,), 

so nennen wir o', o mit einander m-fach Equivalent. Die Frage ist, 
ob es Paare aquivalenter Punkte mit m !> 1 giebt. 

Seien o' und o in der positiven Halbebene gelegen, so setzen 
wir in (1) fur &' z. B. seinen Wert und gewinnen dadurch 

die m neuen Gleichungen o — E^F^Vi^o^y welehe wir unter der Ab- 
kiirzung VF^Vi = V/ auch 

o = Vi'io), (i = 1, 2, • • m) 

schreiben. Diese m Substitutionen, von denen die erste die iden- 
tische ist, sind durchgehends von einander verschieden. Ist m>l, 
so erweist sich somit o als Pixpunkt einer Substitution Fi, welehe 
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bei der angenoinmeiLeii Lage des Puiiktes © nur eine elliptischc seiu 
kaDn. Geben wir also die Fixpunkte der elliptiscben Substitutionen 
durcb, die im § 9 des vorigen Kapitels (p. 182) aufgezablt wurden. 

Erstlicb mag © = “ ^ ^ sein, so geborte zu diesem Fixpunkte 

eine cycliscbe Gruppe sweiter Ordnung von elliptischen Substitutionen. 
In diesem Falle ist also = 2. Nun bat man aber sofort den Satz: 
1st © mit sicb selbst m-facb aquivalent, so gilt dasselbe auch von 
jedem mit © aquivalenten Punkte. Wir sucben jetzt denjenigen Punkt 

unseres Fundamentalbereicbs, der mit © ==* Equivalent ist. Nacb 

dem angegebenen Satze muss dieser aneb mit sicb zweifacb Equivalent 

und also unter der Form ^ entbalten sein^ da es nicht noeb anclere 

y 

elliptiscbe Substitutionen der Periode zwei giebt, als die unter I 
(p. 182) genannten. Soli a'ber im Fundamentalbereicli gelegen 


sein, so muss 




(•7)’ + (|)’Sl 


sein. Da baben wir nun fiir die positive Halbebene als einuge Lbsung 
dieser Ungleicbungen a = 0, y = 1, welche den Fixpunkfc 

fur die aus T{g>) = — zu erzeugende cycliscbe Gruppe abgiebt. 

Zusammenfasseud baben wir das Resultat: Zwei TimMe m md m der 
positiven Halbebene sind stets und nur dann mit eina^ider sweifach dqtii- 
valent, ivenn sie mit a — i oquivalmt sind; die in Bede stehenden Pmhte 

sind diejenigen der Gestalt © — ^ ^ • 

Aber es gab nocb eine zweite Gattung cycliscber Untergruppen 
aus elliptiscben Substitutionen, namlicb solcbe von der Ordnung drei. 
Die beiden Fixpunkte einer derartigen Untergruppe der Modulgruppe 

waren bei ^ ^ gelegen. Alle somit festgelegten FunUe* und 

2 y 

0 ugleich Jceine weiteren sind sieh selbst dreifach dquivalent, Wollen wir 
nacbseben, wie viele von ibnen im Fundamentalbereicb gelegen sind-, 
dass es dort wenigstens einen giebt, ist sicber. Wir baben zu solcbem 
Zweck die ganzzabligen Losungen der beiden Ungleicbungen: 

(^) 2= 2y ^2^ \ 2y / '(2y)®~ 

aufzustellen. Aus der ersten von beiden entnebmen wir 

— 4a + 1 ^ 


wabrend die zweite 
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a" - « + 1 ^ / 

giebt. Durcli Subtraction folgt fiir a die Ungleicbung so 

class a nur 0 oder + 1 sein kann. Fiir a — 0 liefert die zweite Be- 
clingung (2) 5 / = + 1 , woVon sick auf Grund der ersten nur y = + 1 
als taugiick erweist. Diese erste Losung « = 0, y = 1 fiikrt auf 
o = wofern wir auf die positive Halbebene allein aektgeben. 
Nekmen wir weiter a =1, so giebt die zweite Ungleickung (2) wieder 
y «= + I 5 nun ist aber auf Grund der ersten nur 5 / = — 1 tauglich. 
Inzwiscken fdhrt auck diese zweite nock existierende Losung o? == 1 ^ 
y — 1 dock nur zuni sckon gefiindenen Punkte cd = p zuriick^ so 
dass dieser der einzige mit sick selbst dreifack aquivalente Punkt des 
Pundamentalraums ist. Als Resultat entspringt : Zwei JPunlcte der posi~ 
tiven SaTbeiene sind stets und nur dann mit einander dreifack dquivalent, 
wenn sie mit p dquivalent sind, Endlick folgt als Erganzung: Filr 
zwei aquivalente 'Punkte im j^Innern^^ der positiven HaTbebene ist m jeder- 
zeit gleich 1, sofern der ikn&n ciquivalente Punkt im Fundamentalbereich 
von i und q versckieden ist, 

Wir wenden uns ferner zur Betracktung der reellen Punkte, die 
sick okne weiteres erledigen. Fur irgend zwei rationale reelle Punkte 
untefr Finsckluss von m ^ ioo ist stets m = 00 , eine leichte Folge des 
Umstandes, dass jeder solche Punkt Fixpunkt einer cycliscken Gruppe 
paraboliscker Modulsubstitutionen ist. 

Die Betracktung der negativen Halbebene ist mit derjenigen der 
positiven zugleick mit erledigt. Auck in den weiterhin eintrotonden 
Erorterungen bietet die negative Halbebene gegen die positive koinerlei 
Besonderkeit. Wir werden sie demnack fortan nickt mehr besonders 
betrackten. 

§ 5. Die Substitutionen 8 und T als Erzeugendo der Modulgmppo. 

Sei o' = V{co) irgend eine Modulsubstitution. Wir wollen uns 
das kier auftretende o' als Punkt im Fundamentalbereich den ken, dor 
jedock von p und i versckieden sein soil. Punkt o liegt alsdann irgend- 
wo in der positiven Halbebene und ist zufolge unserer Festsetzung mit o' 
nur einfack aquivalent. In § 3 sahen wir nun, wie man diesen Punkt o 
durch eine Folge von Anwendungen der Substitutionen 8 und T in 
seinen aquivalenten Punkt o' uberfiihren kann. Sei bei dieser Gelegen- 
keit 8 a^-mal, sodann T, dann wieder 8 a 2 -mal und so fort aiige- 
wandt, so sckreiben wir symbolisch: 

( 1 ) o' = 8^T8''^(ca), 
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Hier wird n, wie wir oben saheHj jedesmal eine endliche ganze Zalil aein. 
Eechnet man die so gewonnene Substitution (1) wirHich aus, so muss 
man gerade die gegebene Substitution V erbalten, weil o' und o nur 
einfach aquivalent sind. Man Tcann demnadh jede Modulsiibstitution V 
durch eine endliche Kette von Anwendungen der beiden S, T in der 
Form (1) herstellen, loas wir symbolisch durch 

( 2 ) V = 

andeutefi%. In diesem Sinne benenn&n wir S nnd T als er^mge/nde Suh- 
stitution&n der Modulgruppe^y 

Es muss sicb demnacb z. B. die Substitution Z7(a)) «= ” durcb 
8 und T ausdriicken lassen. Thatsdchlich ist, wie man sofort findet: 

(3) U=8-^T. 

Aus dieser Pormel entspringt sofort T8U<^1, und wir babeii ja 
auch schon fruber (p. 58) geseben, dass die auf einander folgenden 
Anwendungen von 8 und T zur identischen Substitution fuhren, 
welcbe Thatsacbe uns damals freilich in wesentlicb anderer Gestalt 
entgegentrat. Da U von der Periode drei ist; so haben wir in 
{8^^T)^ die identische Substitution*, es ist also eine 

Gleicbung, die wir leicbt nocli in die andere Form iiberfubren: 

( 4 ) ST8T8T=1. 

Wir nennen diese Gleicbung eine ^wischen 8 und T hesiehende BelaPlon**) 
und folgern aus ibr z. B. fiir die zu 8 inverse Substitution den Aus- 
druck 8-^=TST8T. 

Endlicb wollen wir nocb Gleicbung (1) in expliciter Form auf- 
scbreiben. Die Gestalten von 8 und namlich 

Sip) = 03 + 1 , Tip) 

liefern in diesem Sinne aus (1) 

’*') Entspreobend lasst sicb die bomogone Modiilgruppo aus den beiden bomo- 
gonou Subatitutionon S : co/ 8*6.©^ + Og, oo/ cog T : »=» — ooj, coj' « ©j 

erzeugen. Denn sicher erbalt man in Pormel (2) des Textes, wenn dortselbst 8 
und T diese homogenen Substitutionen sind, die eine der beiden dem Symbol V 
entspreohenden homogenen Substitutionen (cf. p. 148); die andere ist dann einfach 
VT\ Hiermit ist zugleicb der oben (p. 60) poatulierte Satz tiber die Herstellung 
aller Zweigpaare von 4en Ausgangszweigen bewieson. 

**) Solohor Belationen bestehen fdr 8 und T dbrigens nur dio beiden ir^a=*l 
und 8T8T8T^ 1, wie nocb im gegenwHrtigen Absebnitt Kap. 0 § 1 ausfdbrliqb 
gezeigt werden soli. 
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a,, — i 

" + o ^ 

SO dass wir also eine KeUenljriicJiefiiUvicklimg fur die Substitution V 
erlangt haben. 

§ 6. ITberdeckxuig der ca-Halbebene mit aquivalenten Kreisbogen- 
dreiecken der Winkel y* 

Im vorigen Kapitel batten wir z. B. fur den Fall einer cyclisclien 
Gruppe aus hyperbolischen Substitution en die ganze j 2 ?-Ebene mit sicli 
an einander anscbliessenden ringformigen Bereicben bedeckt^ welcbe 
nacb den Operationen F" der Gruppe benannt wurden. Der Bereich 1 
(der identiscben Substitution entsprecbend) war der anfanglicbe Funda- 
mentalbereicb der cycliseben Gruppe, der Bereicb F" ging aus ihm 
durcb die Substitution F" bervor. An der Art der Uberdeckung der 
Ebene durcb diese Bereicbe F” konnten die wichtigsten Eigenscbaften 
der cycliseben Gruppe zur Versinnlicbung gebracht werden. 

Wir werden jetzt abnlicbe Entwicklungen fiir die Modulgruppc 
durcbfiihren, wobei wir uns auf Betraebtung der positiven Halbebeno 
besebranken wollen. Den dort gelegenen Teil unseres oben con- 
struierten Fundamentalbereichs belegen wir mit dem Namen der 
identiscben Substitution 1 und benennen ibn aucb wobl, wie friiher schon 
sebr baufig, als Ausgangsrmm oder Ausgangsdreiecli, 

Der Bereicb 1 bat die Form eines Kreisbogendreiecks, dessen zwoi 
Ecken im Inneren der Halbebene bei co — ^ und a? gelegen 

sind, wabrend die dritte Ecke als der Punkt oj = oo auf der reellen 
Axe liegt*). Die drei Kreise, welcbe die Seiten des Dreiecks 1 liefern; 
steben dabei senkreebt auf der reellen Axe. Wenden wir jetzt eino 
beliebige Modulsubstitution F an, so gebt das Ausgangsdreieck 1 in 
eine neue Lage iiber, die wir nacb der dabei benutzten Substitution 
selbst mit F benennen. Dieser Bereicb F ist alsdann seinerseits ein Kreis- 
bogendreieck, dessen Seiten von Kreisen gebildet werden, die zur reellen 

Axe senkreebt steben, und dessen Winkel wieder y? Y’ ^ 

Ecke mit dem Winkel 0 liegt auf der reellen Axo und zwar in einem 

rationalen Punkte — derselben. Die beiden anderen Ecken sind zwei 

y 

Punkte im Inneren der Halbebene, die bez. mit q und — Squivalent 
sind. Zwiseben diesen beiden Ecken liegt auf der Berandung des 

*) Man halte Mer immer die stereograpbisobe Projection der <n-EbQuo auf 
eine Kugelflaohe zur Veransobaulicliung in Bereitsobaft, 
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Dreiecks Y ein Punkt^ der mit m —i aqmyalent ist. Von den Rand- 
punkten des so bezeiclineten Dreiecks werden nur diejemgen deinselben 
als zugekorig anzuselien sein, welche entweder auf der Seite vom 
reellen rationalen Eckpunkt bis zu der mit q aquiTalenten Ecke V(0) 
Oder aber auf der sich bier anscbliessenden Seite zwiscben F(^) und V(i) 
gelegen sind* 

J etzt denken wir uns der Gesamtbeit der Modulsubstitutionen 
entsprecbend die Gesamtbeit solcber Dreiecke Y construiert. Die 
gegenseitigen Lagerungsverbaltnisse derselben miissen dann in cbarak- 
teristiscber Weise zum Ansdruek bringen, dass wir im Ausgangs- 
dreieck tbatsacblicb einen Fundamentalbereieh der Modulgruppe besitzen. 
Pixieren wir uns im Innern der positiven Halbebene einen beliebigen 
Punkt co', der indes ’vorerst weder mit i nocb mit q aquivalent sein 
soli, so bat derselbe, wie wir wissen, im Pundamentalbereicb einen 
und nur einen aquivalenten Punkt w und zwar ist er mit demselben 
einfach aquivalent, indem etwa o' =F(o) wird. Wir scbliessen, dass o' 
einemeinzigen bestimmtenDreieck V angeboi*t^ Welches vono' iiberstrieben 
wird, wenn o das Ausgangsdreieck 1 bescbreibt. Die Kreishogendreieche V 
vberdecken sonach in Hirer Gesamtfieit die garnse positive Halbebene, ohm 
irgendtvo eine Lucke mi lassen, und schliessen sich andrerseits, ohne mit ein- 
ander m collidieren, glatt an einander an. Soil namlicb eiii Punkt mebr 
als einem Dreieck zugeboren, so muss er nacb unserer friiheren Ent- 
wickelung entweder mit q oder i aquivalent sem 5 p und i aber liegen 
auf der Begrenzung unseres Ausgangsdreiecks, so dass in den ge- 
nannten Punkten aucb nicbt etwa mebrere Dreiecke -Giber einander 
greifen, sondern nur an einander stossen. Wir werden bier an der 
Verabredung festbalten, die wir betrefifs Zugehorigkeit der Randpunkte 
zu den Dreiecken getroffen haben. Die Sacblage ist dann die, dass 
an den einzelnen mit q aquivalenten Punkt immer drei Dreiecke V 
heranragen, denen dieser Punkt als gugehorig m betrachten ist^ an jeden 
mit i aquivalenten Punkt aber je m^ei Dreiecke. 

Wir haben auf diese WeiSe independent eine Reibe von Satzen 
gewonnen, welche wir auf der anderen Seite aus der uns bereits be- 
kannten Modulteilung der o -Halbebene obne weiteres batten ablesen 
konnem Benutzen wir nun diese, um die geschildorten Verbaltnisse 
geradezu durcb eine Figur zu illustrieren. Wir sagten sohon im vorigen 
Kapitel (p. 180), dass die Kreise der Modulteilung (Pig. 36, p. 113) in 
zwei Gattungen sich teilen, je nachdem sie aus zwei oder vier Dreiecks- 
seiten zusaxnmengesetzt sind. Denken wir die Kreise der ersten Gattung 
samtlicb aus der Figur harausgenommen und iibrigens die frliber ge^ 
braucbte abwechselnde Scbraffierung der Dreiecke der Modulteilung 
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verniclitet, so entspringt gerade die Figur^ welclie den letzt vorauf- 
gehenden Betrachtungen entspricht. Wir haben in Fig. 56 dieses des 
naberen ausgefubrt nnd dabei in das einzelne Dreieck die ilim zu- 
geborige Substitution Y in der Form eingetragen, wie sie sicb aus 
den Erzeugenden S und T zusammensetzt. Dreieck 1 ist dabei durcli 
Scbraffierung besonders hervorgeboben. 

In Fig. 56 veranscbauliebe man sich nun namentlicb die Zugehorig- 
keit der Randpunkte zu den einzelnen Dreiecken. Um diese zum 



Ausdruck zu br ingen, sind die Randkreise immer nach Soite des zu- 
geborigen Dreiecks doppelt ausgezogen. Da sieht man denn, dass 
aucb die auf der Berandung der Dreiecke liegenden Punkte im all- 
gemeinen nur einem Dreiecke zuzurecbnen sind. Nur ein mit i aqui- 
valenter Punkt gebort auch so noch zwei Dreiecken an und ein mit q 
aquivalenter Punkt sogar dreien von den sechs Dreiecken, welclie ilin 
rings umlagern. Auf solcbe Weise kommt die mehrfache Aquivalenz 
dieser besonderen Punkte mit sich selbst geometrisch zum Ausdruck. 

Zur positiven Halbebene rechneten wir iibrigens auch noch die 
rationalen reellen Punkte. Auch sie betreffend giebt uns die in Rede 
stehende Dreiecksteilung die Versinnlichung eines in § 4 aufgestellten 

Satzes. Jeder solche Punkt co = — war mit sich selhst oo-fach aqui- 

valent. Darin erblicken wir jetzt nur die ahstracte Formulierung des 
geometrischen Satzes, dass' von jedem rationalen reellen Punkte oin 
Biischel von unendlich vielen Dreiecken der Teilung in die Halb- 
ebene hineinstrahlt. 

Wir benutzen endlich Pig. 56 noch zur Emilbung einer weiterhin 
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ofter wiederkehrenden Uberlegung. Das einzelne Dreieck F ist langs 
seiner drei Seiten von drei neuen Dreiecken umlagert, dessen Be- 
nennungen wir ausfindig maelien wollen. Ist F das Ausgangs dreieck 1, 
so ist es Timlagert von den drei Dreiecken T, wie in Pig. 56 

angedentet. Ist F irgend eine andere Modulsubstitution, so nber- 
streicht o' = F(o) das Dreieck F, wenn co das Dreieck 1 beschreibt. 
TJberstreiclit des weiteren o das Dreieck so bescbreibt F(o) das mit 
F langs des Kreises von V(i oo) nacb. F( — benacbbarte Dreieck. 

Gerade dasselbe benacbbarte Dreieck erbalten wir aucb, wenn o in 
o' = F(£d + 1 ) = VS(co) das Ausgangsdreieck bescbreibt. Bas in Bede 
stehende mm Dreieche V henachharte Dreieck hat also den Namen VS^ In 
gei'iau analoger Weise erJialten wir fur die beiden ander&n benachbarten Dreiecke 
in leicht ersichtlicher Zuordmmg die Namen VT, VS~'\ Beacbten wir 
endlicb noch; dass U nnd die Namen der beiden Dreiecke sind, 
denen im Verein mit dem Ausgangsdreieck 1 der Punkt q zugebort. 
Wie soeben folgern wir dann miibelos: Der eimelne mit q dquivalente 
Bunht gehbrt immer den drei Dreiecken m: F, FU, F27^. 

§ 7. Erweiterung der Modulgruppe durch Spiegelungen. 

Wir baben im vorigen Kapitel die dort besprocbenen cyclischen 
Gruppen der Substitutionen F" durcb zugebbrige Spiegelungen erweitert 
War zu diesem Ende bei der einzelnen solcben Gruppe die Spiegelung F 
zur Anwendung gebracbt, so bestand ,,die erweiterte Gruppe^^ aus den 
Substitutionen F”, F” F, = 0, +1, i 2, - • •). Wir wollen bier 
versucben, ob aucb die Modulgruppe in analoger Weise einer Br- 
weiterung fabig ist. Die allgemeine Form fur die Operationen zweiter 
Art/ welcbe Spiegelungen darstellen, war (c£ Formel (4), p. 198): 

V(cLi) == . 

' ^ ^ ^ {a, ^ ia^ 

Lassen wir dahin gestellt, ob der spiegelnde Kreis von F reell oder 
imaginar ist, d. i. in anderen Worten, ob die Determinants unserer 
Substitution ' — — a,/ — b^Ci negativ oder positiv ist. Immer aber 

wollen wir docb annehmen, dass diese Determinante den Wert — 1 
oder + 1 babe: 

( 2 ) i I 7 

was man durcb Modification der yier Substitutionscoefficienten um einen 
gemeinsamen reellen Factor notigenfalls stets erreichen kann. 

Wenn wir jetzt die Modulgruppe durcb die Spiegelung F er- 
woitern, so wird sicb in dor erweiterten Oruppe nebcn jedor Modul- 
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substitution F jedenfalls die Operation zweiter Art VV vorfinden. 
Aber genau wie oben bei den cyelischen Grupp^ werden wir nun 
fordem, dass die genannten Substitutionen F, FF bereits die ganze' 
erweiterte Gruppe bilden, dass in dieser letzteren also nieht nocb neue 
Operationen erster oder zweiter Art entbalten sein sollen. Zu dem Ende 
muss ofienbar mii jeder SuhsUtuiion V mch FFF dne Moduhubstituiion 
sein, was wir, einen gewobnten Spracbgebrauch der Gruppentbeorie 
benutzend, formulieren, dass V mit cUff Modulgru^ vertau^Mar 

sein soil. Die so gestellte Forderung befriedigt die Spiegelung F nun 
stets, wenn sie die beiden Operationen 8 und T in sicb transformiert. 
Man zeigt das leicht durcb Verwendung des Satzes, dass ^ und T 
Erzeugende der Modulgruppe sind, sofern man beacbtet, dass F selbst, 
als Spiegelung, die Periode zwei besitzen muss. Wollen wir also 
nacbseben, ob wir Spiegelungen F ausfindig macben konnen, fiir welclie 
sowobl ¥87 wie aucb VTV wiederum eine Modulsubstitution darstellt. 

Indem wir in sofort verstandlicher Abkiirzung die beiden Ope- 
rationen erster Art FjSF, ¥T¥ nur insoweit nambaft macben, dass 
wir jeweils nur ibre vier Coeffioienten binscbreiben, folgt aus (1) bei 
der bekannten Gestalt von S und Ti 

+ 0; V ^ ' 2a^a^\ 

\—a^+a^—c^^+i-2a^a^, (&i — C ) i 

Hier sollen wir nun Modulsubstitutionen baben. Identificieren wir also 
diese Substitutionen (3) Coefficient fur Coefficient mit den Substitutionen 

eD' ^ Zahlen der Determinante 1 siud; 

wabrend um der Allgemeinbeit willen ein zunacbst noch nicht naber 
behannter reeller oder complexer Factor c in den Ausdruok dieser 
Modulsubstitutionen mit aufgenommen wurde. Wir schliessen indes 
sofort, dass dieser Factor not wen dig + 1 ist. Denn die Determinante 
der Substitutionen (3) bestimmt sicb auf Grund von (2) zu 1, so dass auch 
^ — I sein muss, Indem wir also vom e ganz ab- 
sehen konnen, bleibt xiberbaupt nur die eine Bedingung zu fordern, 
dass die Ooefficienten in den beiden Substitutionen (3) reelle ganze 
Zahlen sein sollen. Das ist aber nur mbglicb, wenn entweder ver- 
scbwindet oder, wofern eafg ^ 0 ist, wenn ^ 0 ist. Die 

letztere Bedingung fiibrt auf die besondere Operation: 
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(4) a)' = (D, 

welelie ilbrigens thatsachlich den Aiiforderungen geniigt^ indem ftlr 
sie VSV — Sf VTV = T wird. Verfolgen wir andrerseits weiter die 
Operatioiien mit % = 0, die wir mit Unterdrilckung der unteren 
Indices der nun durcbgehends reellen Coefficienten folgendermassen 
schreiben: 

(5) f(w) = ‘L™ _ a® _ Jc = + 1. 

CO) — a ' 


Die Gleicliungeu (3) nehmen jetzt die besondere Gesialt an: 


FSF = 

VTV = 


fa^ ac ^ — a? 

K (? , — ac + he. 

fa(b — c), 

^ ^2 


)• 


0 - 


Aus der ersten dieser beideii Gleicliuiigen folgt, dass a und c gauze 
Zahlen sein miissen, die zweite fordert dami aueb fiir b einen ganz- 
zaliligen Werfc. Weitere Bedinguixgen sind niebt zu befriedigein Daber 
der Satz: Die Modulgruppe ist mmer durcli (4) atich noch der Er- 
weiterung durcli irgend cine Operation der Form (5) fdhig^ worn dort- 
scLbst a, b, c ganm reelle Zahlen sind. 

Mit den uiiendlicb vielen Operatioiien (5) erb alien wir nun aber 
keineswegs miendlicb vielo Erweiteruiigen der Modulgruppe, soiidern 
uberbaupt iiur swei versebiedene. Brweitern wir namlicb orstlieb 
durcb (4), so baben wir als Operatioiien z weiter Art der erweiterten 
Grnppo: 

( 0 ) 


uiiter denen die Spiegelungen durcb d ^ — a ebarakterisiert sind. 
Alle ganzzabligen Operationen (5) posiiivcr Determinante sind also in 
der auf diese Weise erweiterten Gruppe bereits entbalten und wiirdeii 
daber an Stelle von (4) gesetzt zu koiner anderen erweiterten Gruppe 
fuhren. Erweitern wir aber durcb die Operation (5) negativer Uo- 
terminante co' «==» — so gewiimen wir als Operatioiien zweiter Art 
der erweiterten Gruppe: 

( 7 ) 

welcbe nun alio ganzzabligen Operatioiien (5) negativer Determinante 
umfassen (namlicb fiir a d). 

Von don beiden mbglicluui Erwoiienmgen der Modulgrui>po hat 

K.l©i«-l^j;lolso, TSIodulfimotlonmt, 1,5 
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nnr die letztere, die Brweiterung durcli Operatioiieu zweiter Art der 
Determinante — 1, weiterhin far uus Bedeutung. Man bestatigt nam- 
licli leicht, dass durcli eine Operation (6) ein Punkt der eiiien Halb- 
ebene ci stets in einen solcben der anderen Halbebene traiisformiert 
wird, ivdlirmid durcli (7) jeder PunU m in einen PimM der ndmliclien 
HaJbelene ule^'gefiilirt wird. Vorgreifend aber bemerken wir, dass 
spaterbin nur den Operationen eine functionentlieoretische Bedeutung 
beigemessen wird, welcbe einen beliebigen Punkt der einz einen Halb- 
ebene stets wieder in einen Punkt der ndnili(diefi% Halbebene tians- 
formieren*^). Fortan verstehm wir demgemdss unter der erweiterten 
Modulgrui^jge immer nur diejenige von den heiden in Fede stehendcn 
Grujppenj welchc die Operationen (7) als Siibstitutionen swelter Art ent- 
MIL Nennen wir also allein diese Operationen Modulsulstitutionen 

swelter Art und bezeicknen sie generell durcb die Abkurzung K(o)- 
Die in der erweiterten Gruppe enthaltenen Operationen zweiter 
Art stellen iibrigens keineswegs durcbgebends Spiegelungen dar. 
Solches tkun nur diejenigen mit a = d. Die so bezeichneten Spiege- 
lungeii besitzen samtlicb, da sie von der Determinante 1 sind, 
reellm spiegelndeii Kreis. In der That stellt sicli derselbe durcli die 
Gleicbung 
( 8 ) 

Oder falls y = 0 ist, durcli 

(9) = ^ 

dar, x-{-iy gesetzt. Machen wir nocli zum Unterscliicd darauf 
aufmerksam, dass unter den Operationen (G) nur die eine g> oo 
einen reellen Symmetriekreis bat. 

Urn zu untersebeiden, welcber Unterart die in der erweitertou 
Modulgruppe entbaltenen Operationen zweiter Art angehoron, sebreibou 
wir die TJngleicbung (7) p. 199 in den bier vorliegendon Cocflicicuteu, 
wo sie die Form annimmt; 

+ = {(a-dy + 2}** ^ 4. 

Sehen wir von dem Falle a = d ab, der auf die Spiegolungon fCihrt, 
so ist offenbar stets {(o: — d)® + 2}^ > 4, und also gowinnou wir 
vermoge der an der citierien Stelle angegebenen allgemoinon Hegel 
den Satz: I}te Operationm meiter Art der erweiterten Modulgrv0)C sind 

*) Man vergloiohe clazu aucb die obigou funotionentheoretisobcw UrOrtonmgtui 

anf Seite 113 und 114. 
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entioedm" Spiegehmgm oder hyperholische Substitutionen mveiter Art; 
elUptische oder parabolische Suhstikitionm dieser Art Tiommen in der er- 
weiterten Gruppe nicht vor, 

§ 8. Der Fxindamentalbereicli der erweiterten Modulgrappe, 

Irgend z^ei Punkte der positiven co-Halbebene werden wir be- 
ziiglicb der erweiterten Modulgruppe aquivalent nennen ^ wenn dei 
eine dnrcb irgend eine Modulsnbstitution der ersten oder zweiten Art 
in den anderen ubergebt. Ein Pnndamentalbereich der erweiterten 
Modulgruppe muss fiir jeden beliebigen Punkt der positiyen Halb- 
ebene einen und nur einen aquivalenten Punkt aufweisen. Wollen 
wir versucben, einen Bereicb dieser Art ausfindig zu macbem 

Zu dem Ende zieben wir die dureb (8), (9) § 7 dargestellten 
Ereise beran, welcbe die Spiegelkreise fur die Modulsubstitutionen 
zweiter Art der Periode zwei waren. Sicber darf dureb das „Innere^^ 
des gesucbten Bereiches keiner dieser Kreise bindurcbziehen, viel- 
niehr miissen sie analog wie oben bei den erweiterten cycliscben 
Gruppen, sofern sie iiberhaupt an dem jetzt gesucbten Pundamental- 
bereicb Teil nebmen, Eandcurven desselben abgeben. Ungewiss bleibt 
dabei nocb, ob man den Fundamentalbereicb ausscbliesslicb dureb 
solebe Spiegelkreise eingrenzen kann. Gleichung (9) § 7 stellt ein 
System zur imaginaren Axe paralle- 
ler Geraden dar, die immer in 

dem Intervalle auf einander 

folgen. Zwei auf einander folgende 
unter ibnen sind z. B. dureb x — 0 
mid 2a; -f- 1 «= 0 fixiert, Wir baben 
sie in Pig. 57 aufgezeichnet und 
ibnen aucb nocb denjenigen Kreis 
binzugesellt, welcber dureb (8) § 7 
unter den besonderen W erten a = 0, 
y «= 1 gegeben ist. 

Die bezeiebneten drei Linien grexi74en das in der Pigur sebraf- 
fierte Ereisbogendreieck mit den Ecken bei (u = p, ioo und den 

Winkeln bez. y, 0 ein. Man zeigt dureb eine leiebte Uberlegung, 

dass keiner der Ereise (8); (9) § 7 dureb das Innere des so gewonnenen 
Bereicbes hindurchziebt. Dieser Bereicb ist uns nun sebr bekannt; 
in der That baben wir in ibm das A'^sgangsdreieck wieder erhalten, von 
dem aus im vorigon Absolinitt nacli dem Symmotriegesetz die gaiize 
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Modulteilung entsprang. Hier Imien ivir dieses Ausgangsdreiecl^ in 
seiner Eigenschaft als Fimdamentalbereich der erweitea^^tm Modulgrnp^c 
Icennen; denu in der That hildet dasselbe ein&}i solchen, was. leiclit ge- 
zeigfc wird. 

Soli ixamlich der Puubt <0 — x iy im construierten Bereicli 
liegeU; so ist zu dem Elide die notwendige uiid hiiireiclieiide Bediiigung 

( 1 ) — + 

Aber wo wir auch einen Punbt in der Halbebene annabmen, stets 
komiten wir dock einen mit ihra aquivalenten Punkt co' ^ x + iy' 
nachweisen, der den Bedingungen (1), (2) § 3 entspracli. Ist jetzt die 

unter (1) gegebene Bedingung -- y ^ ^ diesen Punkt niclit 

zugleicb erfullt, so gehen wir noeh zum aqnivalenten Punkt »" = — as' 
waiter. Dieser wird dann sicber der Bedingung (1) gentigen und also 
im fraglicben Bereicbe liegen. Hiermit ist die erste wesentliche Eigen- 
scbaft eines Pundamentalbereiehs als vorbanden nacbgewiesen. 

Andrerseits durfen, wenn wir es mit einem Fundamentalbereiche 
zu tbun haben sollen, im Bereicbe Fig. 57 keine mei bezUglicli der 
erweiterten Griippe einander aquivalente Punkte gelegen sein. Solche 
lassen sicb aber in der That niebt ausfindig macbeii. Waren namlich 
die beiden verscbiedenen aquiyalenten Punkte g}\ co unserem Bereicbe 
angehorig, so kann nacb fruberen Satzen sicber keine Modulsubstitu- 
tion erster Art g> in co^ uberfubren. Wir batten also == wo 

V eine Modulsubstitution zweiter Art sein musste. Da aber scbreibe 
man o" = — o, und es mtissten co" nnd co' = F( — — K((u'') 

zwei verscbiedene aquivalente Punkte sein, die beide den Bedingungen 
(1)? (^) § ^ geniigen und die doch an einander durch eine Modulsub- 
stitution erster Art gebunden waren. Solcbe zwei Punkte giebt os 
nicht, und eben desbalb kSnnen auch die beiden supponierten Punkte 
o'j G) in unserem Bereicbe niebt ausfindig gemacht werden, wie wir 
beweisen wollten. tTbrigens geht zugleicb aus unserer Oberlegung 
bervor, dass selbst auf dem Rande unseres Bereiches Paaro beziiglicb 
der erweiterten Modulgruppe aquivalenter Punkte nicht ausfindig gc- 
maebt werden kbnnen. Wir werden also dem nun gefimdencn Eunda- 
m&^itaTbereiche der erweiterten Gmppe seine Bcmdpunhte ohne Ausnahmc 
mrechnen, im Gegensatz zu der Sachlage, die wir oben Mr den Funda- 
mentalbereicb der ursprunglichen Modulgruppe kennen lernten. 

Benennen wir nun den gewonnenen Fundamentalbereicb mit dem 
Namen 1 der identiseben Substitution, urn unsere alte Massnahmo 
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auch liier aufzunehmen. Durcli irgend eine Operation der erweiterten 
Gruppe Tvird der Bereich 1 alsdann in ein nenes Kreisbogendreieck 

mit den Winkeln ^ p ^ transformiert; das wieder den Namen der 

zur Verwendung gekommenen Substitution tragen soil. Die so ent- 
springendm Dreiecke, wie sie der Gesamtlieit der 3£odidsiihstitutionen 
crster und livelier Art entsprecheiif tverden dann die ^positive co- Halbebene 
vollstdndig imd ohne LilcJce bedecJcen. Das schliessen wir, wie schon 
ofter in ahnlicher Weise, aus der allgemeinen Definition des Begriffs 
Fund am entalb ereich. 

Aber nun haben wir den vollen Anschluss an das voraufgehende 
dritte Kapitel erlangt; denn die uns bier vorliegende Bedeckung der 
Halbebene mit Kreisbogendreiecken ist gerade die, welclie durch die 
Modiilteiliing (Fig, 36, jp, 113) beiverksteUigt wird. In der That war ja der 
Fundamentalbereich der erweiterten Gruppe mit dem Ausgangsdreieck 
jener Teilung identisch, und die Substitutionen, welche die directs 
Kreisverwandtschaft des Ausgangsdreiecks mit den llbrigen schraffierten 
Dreiecken der Teilung darstellten, waren ja gerade die Modulsubstitu- 

tionen F(co) — Gan^ entsprechend honnen aber die nicht-seliraf- 

fierten Dreieeke durch die Substitutionen meiter Art V((o) ==» ^ 

yco — S 

aus dem schraffierten Ausgangsdreieck hergestellt werden; denn das freie 
Dreieck, welches sich llings der imagiiiaren Axe an das schraffierte 
Ausgangsdreieck anlegt, ist augenscheinlich durch co' = — co gegeben, 
und aus diesem entstehen die samtlichen anderen freien Dreieeke durch 
die Operationen erster Art F(«)- 

Erscheint sonach unsere bereits vom ersten Abschnitt her bekannte 
Figur in einem neuen Lichte*), so kbnneu wir sie nun umgekehrt 
benutzen, um neue Siitze fiir die erweiterte Modulgruppe abzuleiten. 
Da haben wir z. B. als sofort ersichtliche Folgerungen: Ein Punkt im 
„Innern^' des Bereiches 1 (Fig. 57 p. 227) ist bezuglich der erweiterten 
Modulgruppe mit sich sclbst einfach aquivalent, indem er nur durch 
die idehtische Substitution in sich iibergeht. Ein Punkt auf der 
Berandung dieses Bereiches, jedoch von einem Eckpunkt verschieden, 
ist mit sich selbst zweifach aquivalent; denn er ist Fixpunkt einer in 
Botracht kommenden Spiegelung. Aber die Eckpunkte <x> »=» i, p, ioo 

*) Man beaohte auch, dass wir in (8) und (9) § 7 die Kreise dor Modul- 
teilung geradezu durch ihre Gleiohungen charakterisiert haben. Leioht k^5nuto 
man dabei nooh fUr die Coefficienten dieser Gleiohungen arithmetisch die Kenn- 
zeiohen angeben, ob ein Krois der einen odor der anderen der boxden frilher unter- 
sohiedenen Gatt ungen vorliegt. 



230 


JI, 2. Von der ModulgruiDpe 


sincl sich selbst bez, vierfacb, secbsfacb und cso-facli aqui valent. Der 
Grad der Aquivalenz anderer Punktepaare der Halbebene wird dann 
in scbon einmal geiibter Scblnssfolgeriing durch Zuriickgelien auf die 
beziiglicben aquivalenten Punkte des Pundanientalbereiclis festgestellt. 

§ 9. Vergleieh der Pundamentalbereiclie der tirspriinglichen und 
erweiterten Modulgruppe. 

Die Bedeutung der letzten Erorterimgen konnen wir nocii dadurcli 
ill ein belleres Licht setzen, dass wir den Pundamentalbereicli der er- 
weiterten Modulgruppe mit demjenigen der iirspriinglichen vergleiclien, 
welclie letztere nur die Modulsubstitutionen erster Art umfasste. Diesen 
letzteren Bereicb behalten wir dabei in der friilier beschriebenen Gestalt 
bei und kommen vor alien sogleich auf die Uberdeckung der Halbebene 

durch Kreisbogendreiecke mit den Winkeln 0 zuruck, wie wir 

sie oben in § 6 zu skizzieren batten. Da wir bier neben einander 
immer mit Kreisbogendreiecken verschiedener Arten zu thun habeii 
werdeu, so empfiehlt es sich, vorab nocli eine Verscharfuiig miser er 
Ausdrucksweise zu verabreden. Wir wollen namlicb, so oft es zur Unter- 
scheidung wiinschenswert ist, die Kreisbogendreiecke der eigeutlichcii 

Modulteilung (Fig. 36, p. 1 13) d. h. diejenigen mit den Winkeln ^ ^ 

welche soeben nach den Operationen der erweiterten Modulgruppe be- 
nannt wurden, als Elementardreiecke bezeichnen. Alsdann bestelit der 
Pundamentalbereieh der ursprunglichen Modulgruppe aus denjenigeii 
beiden benachbarten Elementardreiecken, welche als gemeinsame Soito 
den Teil der imaginaren co-Axe von + i bis + ^oo besitzon, Diesc 
zwei Elementardreiecke bilden wiederum ein Kreisbogendreieck, nanilich 

eines mit den Winkeln -y? y? 0, und gemass seiner eben boschrio- 

benen Bildung wollen wir es als ein Eopjoeldreiech^") bezeichnen. 

So sollen nun iiberhaupt, so oft diese Verschiirfung dor Aus- 
drueksweise von Vorteil ist, die in § 6 beschriebenen Dreiocke als 
Doppeldreiecke benannt werden. Immer niimlich entsteht das oinzolno 
durch Combination zweier benachbarter Elementardreiecke, welche die- 

*) Im Sinne der jetzigen Construction kOnnte man don Fundameutalboroioh 
der ursprunglichen Gruppe auch Kreisbogenviereck nennen, insofern der Itand 
desselben aus vier Elementardreieoksseiten besteht. Dass der Pundamentalbereieh 
der ursprunglichen Gruppe aus zwei Pundamentalbereichon der erweiterten be- 
steht, kommt, wie wir sagen kdnnen, darauf hinaus, dass die ursprilngliche 
Gruppe halh soviel Substitutionen besitzt als die erweiterte. Dieses SaohvorhilltniB 
wird uns nooh wiederholt beschaftigen. 
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jeuige Seite gemeinsam habeii, der in den beiden Dreiecken die Winkel 0 
und Y anliegen. Im Sinne des § 6 tragt das einzelne solclie Doppel- 

dreieck den Namen derjenigen Substitution erster Art, den wir im 
vorigen Paragrapben seineni schraffierten Elementardreieebe beilegten. 
Das Doppeldreieck 1 nennen wir dabei nacli wie vor aueb. Ausgangs- 
drciech fur die ursj^rilngliclie Modidgnippej wabrend das Elementar- 
dreieck 1 A%isgangsdreieck fiir die erweiterte Modulgruppe beisst. 

Besonders interessant ist es, wenn wir die Willkiir in der Ge- 
staltung der beiden Fundamentalbereicbe vergleicliend in Betracht 
zieben. W^ir baben oben scbon mitgeteilt, dass der Fundamental- 
bereich der urspriinglicben Gruppe in der mannigfacbsten Weise 
begrenzt werden konnte, und dass es nur die einfacbste Art war, 
wenn wir denselben durch Kreise bez. Gerade eingrenzten. Deou- 
gegenilber ist der FundammtaTbereich der erweiterten Gruppe von vorn- 
herein vbllig fest hestimmt (immer vorausgesetzt, dass wir ihn 
sammenlidngend wahlen wollen), weil seine Grenzen als Spiegelkreise 
gewisser Modulsubstitutionen zweiter Art fest liegen, und es bleibt 
bier nur die eine Willkdr, dass wir uns unter den Elementardreiecken 
der Modulteilung nach Belieben eines zum Pundamentalbereich aus- 
wahlen kbnnen* 

Dieser Satz gewinnt nocb an Interesse durcb Hinweis au£ die 
erweiterten cyclischen Gruppen am Scblusse des vorigen Kapitels. 
Aueb deren Pundamentalbereicbe waren in ahnlicber Weise gestaltlicb 
lest bestimmt. Aber wir konnten docb die Erweiterung einer cyclischen 
Gruppe nocb in mannigfaltiger Weise vornebmen, indem der cyclischen 
Gruppe als Operation zweiter Art die Spiegelung an irgend einer be- 
liebigen der in Betracht kommenden Niveaulinien hinzugesetzt werden 
konnte. Ganz anders bei der Modulgruppe, die nur in zwei Weisen der 
iSrweiternng labig war. Ja, wenn wir uns auf die positive cj-Halbebene 
bescbrankten, was Rucksichtnahme auf kiinftige Entwicklungen gebot, 
so blieb nur nocb die eine Art der Erweiterung als mbglicb iiber, die 
wir tbatsacblicb vornabmon. Wablt man also bei der Construction 
der oft genannten Fundamentalbereicbe eine Darstellung, welcbe die 
Gruppenerweiterung zum Princip niacht und also zuvorderst vein 
l^undamentalbereicbe der erweiiertei% Gruppe Eandelt (sofern eine solche 
existiert), wabrend von da aus in der bescliriebenen Weise zur urspriing- 
licben Gruppe vorgegangen wird, so ist in der Gestaltung unserer Be- 
reiche jede Willkiir, die nicht dem Begriife des Pundamentalbereichs 
als notwendig anbaftet, von vornherein ausgeschlossen*). 

**•) Wir gedenken bier endUob aueb nocb der drei im vorigen Absohnitt be- 
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§ 10. Die erzeugenden Operationen der erweiterten Gruppe. 

Das Ausgangsdreieck der erweiterten Gruppe, welches als solclies 
den Namen 1 der identischen Substitution tragt, gelit darch. die drei 
Spiegeiungen an der imaginaren Axe, an der durch 2ii? + 1 = 0 dar- 
gestellten Geraden und endlicb am Einheitskreise in die drei be- 
naclibarten Dreiecke iiber. Filr diese drei Operationen zweiter Art 
fuhren wir die besonderen Benennungen A bez. JJ und 0 ein. Es soli 
also sein (of. die gleicli mitzuteilende Figur 58) 

(1) A(g>) = — © , = — © — 1 , C((d) ~ h: , 

Substitutioneii, die in ihrer Bedeutung als Spiegeluugen von der Periode 
zwei sind: 

( 2 ) A^ = l, = 

Jetzt sei durcli F(©) irgend ein scliraffiertes oder freies Elementar- 
dreieek benannt''^*), so dass ca' = V(c3) dieses Dreieck besclireibt, 
wenn w das Aiisgangsdreieck liberstreicht. Man wird dann leiclit 
seheu, dass die drei mit V benacbbarten Elementardreiecke die Namen 
VAy VBy VC tragen. Nun kann man durcli Fortgaiig zu benacli- 
barten Dreiecken vom Elementardreieek 1 aus uberhaupt zu jedem 
anderen Elementardreieek gelangen. Also folgt aus der gerade er- 
klarten Benennung beiiachbarter Dreiecke leiclit der Satz: Die drei 
O;perationen A, B, C sind Ermigende der erweiterten Omppe, so dass sick 
jede Siibstitution dieser Gruppe syniboUsch als Broduct aus den Factorcu 
Ay By G sclireiben Idsst^'*). Man bemerke daboi, dass iiifolge dm' 
Gleicliuiigen (2) in diesem Producte niclit derselbe l\xctor zweimul 
hinter einander oder gar noch ofter einzutreten brauclit. 

Je naclidem eine Operation der erweiterten Gruppe durcli cine 


sprockenen Arten von s-Functionen. Fiir sie alle liesao aicli oino Thoorio durcli- 
bilden, die der hier fiir oo(/) entworfenen bis in die Kinzolhoiton analog gebaut 
sein wiirde. In jedem besonderen Falle batten wir cine urBi>rimglich(j Gnippo 
linearer Substitutionen der Yariabelen s, wclche dann auch durcli Ilinzunabinc 
gewissor Oijerationen zweiter Art zu oiner erweiterten Gruppe auHgiJwtaltot wordon 
kbnnte. Da hlltte man dann im einzelnen Dreiock dor bezuglicbou '’J\nluiig oinen 
Fundamentalbereicb fiir die erweiterte Gruppe, in zwei nobon einaiub'r liogondon 
aber, die, allgemein zu reden, ein Kreisbogenviorock bildon, oinon Fundamontal- 
bereich der ursprdnglioben Gruppe. 

*) Wir begreifen bier also unter V zugleicb auch die ModulHubsiitutionen 
zweiter Art mit. 

Die Erzeugung der erweiterten Grupi)e aus den Operationen A, By 0 ent- 
spriebi nun gerade der im vorigen Absebnitt gOHCbildortcn Entstoburig d(n* Modul- 
bgur vermdgo des Symmetriogesotzes vom Ausgangsdroiook aus. 
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gerade oder iingerade Anzahl von Anweudungen der drei Substitutionen 
JB ^ G liergestellt wird, ist sie von der ersteu oder zweiten Art. 
Insbesondere folgt der Satz: Die SuhstitnUonen der urspribujliclhen 
Grupi^e mlissen sich cr^eugen lassen aiis den hesoiideren 'tinier iJmen: 

(3) AB, BA, AC, CA, BC, GB, 

die ersicJitlicli paanveise m einander invers sind. 

Ziir Kenntnisnabme der Bedeutung der Operationen (3) haben 



wir in Fig. 58 eine Reibe vou Elenientardreiecben gezeichnet uiid mit 
den Namen der beziiglicbeu Substitutionen verselien. Da siebt man 
nun leicbt; dass aus den Formeln (3) gerade unsere alien Operationen 
8, T, U aibfs nem e^%isprmgen\ 

AB^S, BA^S-\ 

(4) AG = T, GA = T, 

BG^U, CB^U-K 

Insbesondere entnebmen wir den Formeln (4) neue geometrische 
Dofinitionen der Substitutionen S, T, Z7. So b. B. bedeutet T eine 
Spm/elung an der imagindren Axe combiniert mit einer solehen am Bin- 
heitskreise, wobei es gleicbgiiltig ist, in welcber Folge diese Operationen 
ausgeiibt ,werden. Umgekebrt gewinnen wir aus der bekannten Perio- 
dicitiit der Substitutionen T und U fur die Erzeugonden A, B, G der 
erweiterten Gruppe ausser den sehon mitgeteilten Rclationen (2) nocb 
die beiden anderen: 

(5) ACAG=^1, BGBCBG=^1. 

Von dicsen constatiert die ersto nur die bereits genannte Vei'tauscb- 
barkeit von A und O. 
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§11. Transformationen der Modnlteiliing in sich. Bereiche, welche 
von einem rationalen reellen Pnnkte ansstrahlen. 


Wenn wir irgend eine Modulsnbstitution der ersteii oder zweiten 
Art ausfuliren, so wird die Modulteilung der co-Halbebene, in ihrer 
Gesamtheit betrachtet^ dadurch in sieh selbst transformiert. Freilich 
wird die Benennung der Elementardreiecke ini Sinne des § 8 bierbei 
eine Modification erfahren nnd, wofern eine Operation zweiter Art zur 
Ausfahrung kani; mtisste zugleicb die Scliraffierung gewecliselt werden, 
wenn die Figur nacbber wieder den ursprunglicben Anblick dar- 
bieten sollte. 

Unter diesen Transformationen der Modnlfigur in sich kamen 
ini vorigen Absclinitte bereits die Spiegelungeii an den jetzt in § 7 
Formel (8) und (9) betrachteten Synimetriekreisen in ausgiebiger 
Weise zur Geltung. Hier aber wollen wir den Ubergang unserer 
Figur in sich selbst unter Anwendung einer Modulsubstitution crstcr 
Art noch ein wenig naher schildern. Da kommen nns die geo- 
metrischen Deutungen dieser Substitution en durch ihro Balmcurven 
und NiveaulinieU; wie wir sie im vorigen Kapitel entwickelton, aufs iieue 
zu statten; denn sie geben uns das Mittel, die durch die einzelne Sub- 
stitution bezeichiiete tJberfuhrung der Figur in sich der Aiischauung 
nahe zu legen. Voile Anschaulichkeit ist aber gerade das Ziel, das 
wir in dieser Hinsicht anstreben. 

Hier hatten wir nun zunachst von den beiden Arten elliptischer 
Substitutionen zu handeln, die oben unterschieden warden, jo nach- 
dem der in der positiveu Halbebene o gelegene Fixpiinkt mit ^ oder i 
aquivalent ist*) **'). Wir wollen indes dabei nicht vorweilen, woil eine 
solche Discussion der elliptischon Modulsubstitutioneii bereits in aus- 
reichender Weise in § 8 des vorigen Kapitels gogebon ist. 

Wichtiger wird cs, dass wir nunmehr Aie iMrabolmhm Substitutionen 


ausfuhrlicli in Betracht ziehen. Eine unter ihnen habe deu Fixiuiukt 

so wollen wir uns vorab erst noch dartiber untcrrieliten, wclcher Art 
die Lagerungsverhaltnisse dor Doppeldrciecke in der Niiho dieses 

Punktes sind. Eines dieser Doppeldrciecke sei stralilt 


dann vom Punkte — in die Halbebene ein Fucher von unondlieh vielon 
y 

Dreiecken hinein, welche die Namen 


*) Man ziebo etwa noch besonders die Substitutionen T xmd U solbht lujran 

und suche in Fig. 36, p. 113, die JElementardreiecke aiif, welobo boi don boziig- 
lichen Transformationen der Figur in sich in oinandor ’uborgolicn. 
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+ 


besitzen. Der Ton der Gesamtheit dieser Dreiecke rait gemeinsamer 
Spitze Y bedeckte Bereieh soil S (y) genannt werden. Wir wollen die 

Form desselben jetzt des naheren untersucben'*'), was urn so wichtiger 
ist, als aiigenscheinlich die Gesamtheit der Dreiecke der Modiilfigur 

durcb den Inbegriff der von samtliclien rationaleu Punkten y aus- 

stralilenden BereicLe B erschopft wird. 

Zu den Bereicken -S (y) geliort aucli B(ioo)j imd gerade dieser 

Bereieh ist der Anschauung besonders leiclit zuganglich. Ziehen wir 
zur reellen Axe zwei Parallele 
durch G> = i bez. o = so 

verlauft die Begrenzung dieses Vw vw 

Bereielies, wie in Figur 59 zur ^ 

Anschauung gebracht ist^ zwi- ^ 

schen diesen beiden Parallelen. ^ 

Sie ist gebildet durch eine un- \ I* 

eudliche Kette von Kreisbogen^ 
welch e samtlich die durch co = i 
gezogeue Horizontalgerade berilh- 

ren und dann zu beiden Seiten 

des jev^eiligen Beruhrungspunktes 
bis zu der durch q hindurchlaufcii- 

deu Horizontalgeradeii sich erstrecken, welche letztere sie luiter dem 
Winkel erreichen. 

o 

Vermoge der bekannten Satze tiber die Ivreisverwandtschaft er- 
fahren wir hieraus sofort die Gestalt eines beliebigen Berciches B (y) * 
Wir ziehen zwei die reelle Axe in co == — beruhrende Kreise, den 

ersten durch den zweiten durch . Wir entwerfen so- 

dann eine Kette von Kreisbogen, welche durchgehends zwischen jenen 
beiden Kreisen gelegen sind. Den ersten sollen alle diese Bogen be- 

riihren, den zweiten sollen sie immer unter dem Winkel ^ erreiehon. 

o 

Das System dieser consecxitiven Zreisbogen ist vollig bestimmt, wenn 

*) Fur die Darstellung des Textes ist uamontlioh Dedekind’s Erdrterung in 
Cr. J. Bd. 83 p. 273 massgeblich gewesen. 
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wir etwa uocli fiir eiiien ersten imter ibnen cleu Punkt als 

Beriihrungspunkt mit dem Heineren uiiter jeneu beideu Kreiseii an- 



geben. Der Bereicb bietet soiiach den bier in Pig, 60 angedouteicn 
Anblick dar*^). 

Mbge man sich jetzt auf geradliniger Balm dem Pmxkto co — ^ 

von der positiven Halbebene aus annaliern, und zwar zunlUdi^t scnk- 
recbt gegen die reelle Axe. Diese Balm wird iiiir eine endliche Zalil 
von Elementardreiecken durcbziehen; denn sie wird sicb alsbald 

in demjenigen Dreiecke von B ^ ^ befinden, dessen beide von aus- 

laufenden Grenzen einander ihre convexe Seite zukobrcn. Erroicbt 
nnsere Balm die reelle Axe imter endlicliem, jedocli niclit rccbtom 
Winkel^ so wird sie stets vor Erreiclmng des Zielcs tmendlich vide 
Dreiecke durcbziehen. Aher sie %vird nach Ditrchlaufnn(ji einer end-- 

lichen Zahl von JDrcicchcn in hincinfilhren %md alsbald nur nock 

Dreiecke dieses BereicJieSj diese dann freilich in unendlicher Zahl dmrJh 
lanfen. Abnlicbe Verhaltnisse treten eiU; wenn wir lais dom Punkte 

CO = -y auf krummliniger Balm nabern, die unter endlicbom Winkol 

auf die reelle Axe auftriiBft. Ja, wir konneu sogar annelimoii; daws 
unsere Babn am Ziele die reelle Axe beriihrt. Wenn nur dortselbst 

*) Diese Figur 60 ist ubrigens nur sohematisoh zu verstobon; es wird z. B. 
im allgemeinen nicht eintreten, dass die Seite eines dem Boroioho ange- 

liOrendon Eiementardreiecks geradlinig ausfallt. 
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de7' Krilmmiingsradiiis unsef^'efi' Salin Meiner ist als der Radius jenes 

dbigen Krelses durcli und , so loerden tcir immer nacli Burch- 

y yi-T^ 

laiifung einer endlicJien Zalil von Brelecken tceiterliin durchaiis im Be- 
reicJie ■®(^) verileiben. 

Nach diesem Versnclie, die Lagenverhaltnisse der vom Pixpunkt 

einer parabolischen Substitution V ausstrahlenclen Dreiecke zu er- 
klaren, moge man der Ebenenbewegung gedenken, durck welche wir 

diese Substitution V deuteten. Der Bereich wird dabei in sick 

ubergefukrt, indem seine Dreiecke okne ikre Reikenfolge zu andern 
eine ,,Versckiebung^^ innerhalb des Bereickes nack der einen oder 
anderen Ricktung erfakren (wobei sick das einzelne Dreieck, wenn 
wir auf seine Dimensionen ackten wollen, ersicktliek deknen oder 


zusammenzieken wird). Alle von g> = --- ausgehenden Seiten clieser 
Dreiecke fungieren dabei als Niveaulinien von V, und indem wir 
sie iiber hinaus verlangern, gewinnen wir eine Anschauimg da- 

von, wie die ausserlialb B gelegenen Dreiecke in einander tiber- 

gehen. Da siekt man vor allem, wie bei ofter wiederkolter Anwenduug 
von V aus der einen der beiden Spitzen^, mit denen sick die positive 

Halbebene zwis^ken dem Bereicke B (y) reellen Axe an o == y 

kerandrangt^ unaufkorlick neue Dreiecke kervorquellen, wahrend die 
bislang vorkandenen Dreiecke auf die andere Spitze zu gedrangt werden 

und in dieser versiegen. Immer werden dabei die iibrigen Bereicke B 

in einander ungeteilt libergehen, d. h. okne dass der einzelne etwa zer- 
stiickt wurdc. In jenen beiden unendlick sckmal auslaufenden Spitzen 

zwiscken ^iid der reellen Axe sind also nock unbegrenzt viele 

Bereicke entkalten, wie sehr wir uns auck in diesen Spitzen dem 


Punkte y genakert haben mogen. Dies stimmt durchaus mit jener 

Vorstellung von der Modulteilung •dbereiU; wie sie sckon im vorigen Ab- 
schnitt gewonnen wurde. 

Nun endlick moge man auck eine hyperboUsche Modulsukstitution V 
in Betrackt ziehen, deren beide Fixpunkte, wie wir wisseU; reell und 
irrational sind. Aker wie beschaffen auck ein irrationaler reeller Punkt 
sein mag, nilhern wir uns demselben aus der positiven Halbebene 
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auf einer Balin, die etwa gegen die reelle Axe senkreclit gerichtot 
Oder unter endliehem Winkel geneigi ist, so wird diese iinmer nnend- 

lich vide JBereicIie B (y) durclizielien, ehe sie zum Ziele tommt. 

Fort und fort werden iibrigens die durchzogenen Bereiclie ( ~) kleiner 

imd kleiner werden, und es werden also die liierbei in Betracbt koni- 

inenden rationalen Werte - sick dem Werte nacb mebr und mebr dem 

y 

irrationalen Zablwerte annabern, der aber fdr endlieb bleibende 
Zablen a und y nie vollstandig erreicbt wird. 

Die Babncurven einer byperboliscben Substitution V ziehen nun gerade 
in der bier gemeinten W eise an die beiden irrationalen Fixpunkte liinan 
(namlicb so, dass sie die reelle Axe unter endlicbeni Winkel scbneiden). 
Da wird also die Modulteilung unter Anwendung von V derart in sieb 

transformiert werden, dass der einzelne Bereicb ■®( ") iii •i®*' Kette 

derjenigen Bereicbe B verscboben wird, welcbe in eben skizzierter 
Weise mit ibm auf die namliehe Bahncurve aufgereiht sind. Es ist 

dabei keineswegs gesagt, dass J?(y) durcb einmalige Anwendung von 
V etwa in den nacbstfolgendeu Bereicb dieser lieibe iibergebt; 

B (— ) konnte gleicb in den 2*“ 3*”“, sagen wir gleicb in den iiber- 
gelien. Nur ist dabei v eine endliche Zahl; deuii zwischen der ersten 
und neuen Lage von b{^) ^idet sich dock nur eine endlicbe Zalil 

von Elementardreiecken vor. Aber freilicb mussoii wir bei all dicseii l^c- 
traebinugen sebr betonen, dass die in Rede stebende Babneurve dem 
;,Innern" der positiven Halbebene angeboren soli. Leicbt siolit man ntlni- 
licb, dass die gemeinte Zabl v fiir die namlicbe Substitution grosser und 
grosser wird, je mebr sieb die berausgegriffene Babneurve in ihroin Oe- 
samtverlaufe der reellen Axe anniibert. Auf die beiden BabncurvoTi; wclcho 
von den Stticken der reellen Axe gebildet werden^ die durcli die beiden 
Fixpunkte von V begrenzt sind*), findet unsere tTbcrlegung keine An- 
wendung. Die biermit besprochenen Verhaltnisse gewinnen tibrigens, 
wie wir bier voraus bemerken, unter Zugrundelogung der ztir reellen 
Axe orthogonalen Babneurve von V im folgendcn Kapitel oino wicb- 
tige Anwendung auf die Theorie der ganzzahligen quadratiseben IVjrmon, 

*) Die eine von diesen beiden Balmcvirven ssiobt (lurch den Dunki m cx), 
wo sie jedoch als zusammenhilngond zu denkon int; man libort-rago sich die Figiir 
auf die coinpUixe ©-Kiigol. 
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§ 12. Projection der Modnlfigur in eine geradlinige Dreieeksfigur. 

Zum Schlusse bespredieii wir iiocli eine merkwiirdige Projection 
der Modulteilung, die wir allerdings weiterhiii niclit gebrauclien werden; 
die aber w-egen ihrer innigen Beziebung zur syntbetiseben Geometrie be- 
sonders bemerkenswert ist. Man beziebe in irgend weleber nicbt nalier zu 
specificierenden Weise die oj~Ebene stereograpbiscb auf eine Kugelober- 
flacbe, wobei irgend ein Kugelkreis K Trager der reellen Werte (o 
wird. K zerlegt die ganze Kugelflacbe in zwei Kngelcalotten, von 
denen die eine der positiven cj-Halbebene entspricbt. Diese Calotte wird 
der Modulteilung entsprecbend eine TJberdeckung mit unendlich vielen 
Kreisbogendreiecken tragen^ deren Seiten von Kreislinien gebildet 
werden^ welcbe anf JSl ortbogonal steben. 

Wir denken nns jetzt alle diese Dreiecksseiten, welcbe die Sym- 
metriekreise der Modulteilung lieferten, auf der Kugeloberflacbe durcb 
beziiglicbe Ebenen zum Ausschnitt gebraclit. Da der durcb die ein- 
zelne solcbe Ebene auf der Kugel ausgescbnittene Kreis zu K ortbo- 
gonal verlauft, so gebt diese Ebene durcb den Pol P, weleber der zu 
K gelibrenden Ebene beztiglich der Kugel zugeordnet ist. Die Gesamt- 
beit der Ebenen, welcbe den Symmetriekreisen der Modulteilung solcber- 
gestalt entspreeben, gebort also dem Ebenenbundel durcb P an. Dabei ent- 
spriclit dem einzelnenElementardreieckder positiven ro-Halbebene ersiebt- 
licb eine dreiseitige Ecke, welcbe von drei Ebenen nnseres Ebenenbiindels 
eingegrenzt wird. Alle diese dreiseitigen Ecken schliessen sicb gerade 
glatt an einander und erfiillen vollstandig das Innere des zum Kugel- 
kreis K geborenden vom Punkte P 
ausgebenden Tangentenkegels , indem 
sie sicb gegen dessen Mantel bin 
allenthalben unendlich diebt zusammen- 
clriingen. 

Bringen wir nun unscr System 
dreiseitiger Ecken mit einer beliebigen 
Ebene P/ zum Durchschnitt, die jedoch 
P nicbt enthalten soli. Diese wird dann 
den eben gemeinten Tangentenkegel in 
einem Kegelscbnitt durebsebneiden,, und wir wollen insbesondere, dor 
Einfaclibeit balber, JE so gelegt denken, dass dieser eine Ellipse werde. 
Jede dreiseitige Ecke bildet dann im ebenen Durchschnitt ein geradliniges 
Droieeh^ und die Gesamtheit dies&r den El&iyientard/reieclcen der jpositiven 
llalhehene eindeutig 0ugeordneten geradlinigen DreieeJee hedecM das Tnnere 
jener JUlUjpsc vollstandig und ohne IMcke, Wir denken ims die gerad- 
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liDigen Dreieeke, wie in Fig. 61 angedeutet, wecliselweise scliraffiert, 
wobei die schraffierten Dreiecke im Ellipseninneren den schraffierten 
Dreiecken der co-Halbebene zugewieseii sein sollen. Damit haben wir die 
neue Form der Dreiecksteilung gewonnen, um die es sicli bandeln sollte. 

Nun ist die Sacblage die, dass wir fiir eine independente Brzeuguug 
uuserer neuen Figur auf Grund weniger Satze der projectiven Geo- 
metrie eine iiberaus elegante Construction sregel besitzen. Wir erinnern 
zuvorderst daran, dass man in der Geometric verschiedene Kegel- 
sebnitte unter sicb, sowie aucb Kegelscbnitte auf gerade Punktreihen 
projectiv zu bezielien pflegt. In zwei solchen auf einander projectiv 
bezogenen Gebildeii entsprecben dann insbesondere stets vier harmo- 
niscben Punkten des einen wieder vier ebensolcbe Punkte des an- 
deren. Dabei ist die Beziehnng vollig festgelegt, wenn wir drei 
Punkten des einen Gebildes nach Willkiir drei Punkte des anderen 


zuordnen. 

Nun liegt zwiscben der reellen co-Axe und der Ellipse (Fig. Glj 
durch Vermittlung des Kreises Bi eine eindeutige Beziehung vor. Man er- 
kennt diese Zuordnung sofort als eine projective^ so dass inshesondere vier 
harmonisehen JPunkten auf der reellen o-Axe ein gleichfalls harmonisclics 
Fiinlctquadrujpel auf der Ellipse entspricM. Dariiber liinaus beachte man, 
dass die in Rede steliende projective Beziebung erst dadurch eindeutig 
festgelegt ist, dass man drei Punkten der reellen oj-Axe nacli Willkiir 
drei Punkte der Ellipse zuordnet. In der That onthiilt uiiserc obcn 
vollzogene Projection so viele wiilkurliche Blemente, dass wir niclit nur 
unsere Ellipse beliebig annehmen mogen, sondern dann noch drei reellen 
Punkten (o drei Punkte der Ellipse willktlrlicli zuweison konnen. 



ur*o 
iPlg. 62 . 


In diesem Sinne sind 
hierneben in Pig. 62 drei 
Punkte der Ellipse den 
Punkten o == 0, I, oo zu- 
gcordnet uud nach dicisen 
CO - W erten bcnaimt. J )em- 
nachst fixicren wir in der 
co-Halbcbene die drei durch 


X = 0 , X — 1 , 




a 

4 


dargestellten Symmetriekreise, von denen der erstc die Punkte co =«= 0 
und CO — oo, der zweito die Punkte co — oo und co 1, der dritte 
endlicli o) = 1 und co = 0 verbindet. Diese drei Hyinmetri(d<roise 
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werden in der Ellipse die geraden Verbiudangslinien der drei mar- 
kierten Punkte ergeben. Das aus seeks Elementardreiecken bestehende 
Kreisbogendreieck mit den Ecken o = 0, 1, oo, wie es von jenen drei 
Sjmmetrielinien eingegrenzt wird, giebt uns also in der Ebene JE 
das geradlinige Dreieck mit den drei co = 0, c3o entspreclienden 
Punkten der Ellipse als Ecken. 

Nacb dem Symmetriegesetz lagern wir nun in der co -Ebene um 
jenes Kreisbogendreieck mit den Ecken C3 == 0, oo drei neue 
benaebbarte Dreiecke, die dann jeweils auch aus seeks Elementar- 
dreiecken besteken. Wir rickten auf irgend eines dieser drei Dreiecke 
unsere Aufmerksamkeit. Dasselbe kat mit dem urspriinglicken Dreieck 
zwei Ecken gemein; aber die dritte Eclce des neiien Dreieclcs ist von der 
dritten des u^'spriingliclmi durch die beiden genieinsamen Echen harmo- 
nisch getrennty wie das im Symmetriegesetz begriindet liegt. Wollen 
wir jetzt diese Verkaltniase auf das eine schon gezeicknete geradlinige 
Dreieck der Fig. 62 iibertragen, so entspringt aus der projectiven Be- 
ziekung der reellen o-Axe auf die Ellipse der nackfolgende Saiz: 
Neben das erste Dreieck, .das die cj = 0, 1, oo entspreclienden Punkte 
der Ellipse zu Ecken kat, lagern sick drei neue. Das eimelne von 
ilinen hat mit dem ersten &wei Ecken gemein^ w'dhTefi%d seine dritte Ecke 
von der dritten Ecke des efrsten Dreiecks dnreh die gemeinsamen Eck- 
^unkte auf der Ellipse harmonisch geb'mint ist. 

Fur die Construction des vierten karmoniseken Punktes auf der 
Ellipse zieken wir nun eine sekr bekannte Kegel keran und benennen 
dabei die Punkte der Ellipse geradezu nacb den bezviglicken reellen 
m-Werten. Man ziehe in den drei Punkten 0, 1, cx) der Ellipse die 
drei Tangenten, welcke ein der Ellipse umsekriebenes Dreieck bilden. 
In diesem verbinde man jede Ecke mit dem Beriikrungspunkte der 
gegeniiberliegenden Seite durck eine Gerade. Diese drei Geraden sclmei’ 

den dann auf der Ellipse die drei den Werten w — — 1, 2 ent- 

sprechenden Punkte aus und liefern in ilmen die neuen Ecken fur die 
dem ersten benachhartei% Dreiecke. JJber mgleich werden diese drei Ge- 
raden die TJnierteilung jenes ersten Dreiecks in seine seeks EUmentar- 
dreiecke ergeben; denn sie entsprechen ersicktlich denjenigen Symmetrie- 
kreisen der o-Halbobene, welcke dort das Analoge leisten. 

Wir haben diese Verkaltnisse in Fig. 62 veranschaulickt, und man 
iiberzeuge sick nun an der Hand dieser Figur, dass die Construction, wie 
wir sie eben far das Dreieck mit den Ecken 0, 1, cx> ausftikrten, jetzt 
aufs neue Anwendung gestattet auf die neu hinzugekommenen benack- 
barten Dreiecke. Da werden wir z. B. fQr das Dreieck mit den Ecken 

Klein Moilnlfunoiionon,. 10 
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0, 1 das entspreehende umschriebene Dreieek vollstandig zeiclinen 

und nun wieder die Ecken dieses Dreiecks mit deu gegeniiberliegendeu 
Beriilarungspunkten seiner Seiten durcb Gerade \’erbinden. So werden 
wir neben den beiden neuen benacbbarten Dreiecken zugleich die Unter- 
teilung des jetzt betracbteten in seine seeks Elementardreiecke ge- 
winnen. Es ist ersichtlick, wie diese Construction sregel immer wieder 
au£s nene ikre Anwendung findet. Letzten Endes werden wir das 
ganze Innere der Ellipse einfach und liickenlos mit lauter geradlinigen 
Dreiecken uberdeckt haben, welcke sick gegen die Ellipse selbst allent- 
kalben in unendlicken Sckaaren kerandrangen. Dies ist dann eine mit 
dem Lineal allein construierbare Figur, welcke der Modulteilung der 
co-Halbebene genau entsprickt und statt ikrer z. B. auch fur zaklen- 
tkeoretiscke Zweeke mit besonderem Vorteil benutzt werden kann*^). 

Ich babe diese Figur (an die sick eine Mecge weiterer goometriscker Be- 
merknngen ankniipfen) in meinen Yorlestingen von 1877 an wiederkolt zur Spraclie 
gebraekt, weil dieselbe anch unter rein syntbetischon Gesicbtspunkten aehr be- 
mei'kenswert ist. Sie giebt uns namlick das ubersicktlicksto Bild fiir die con- 
structive Erledigung der in der syntketiscken Geometrie fundaroentalon Aufgabe, 
ein einformiges Grundgebilde (hier unsere Ellipse) dadurok mit unendlick vielen 
Elementen zu uberdecken, dass man zu drei willkurlick gegebcnen Elementen 
desselben immer -vfieder das vierte karmoniscke construiert. Im Herbst 1878 kattc 
ick mit dem verstorbenen Clifford eine lebhafte Unterkaltung dariiber, dass man 
es als Aufgabe der modernen Matkematik betrackten miissc, die uns liberlcoiti- 
menen, getrennt neben einander stekenden matkematiseken Disciplinexi in lebon- 
dige Weeks el wirkung zu setzen; wir kamen iiberein, dass dies ftir syntketiseko 
Geometrie und Zaklentheorie am sekwierigsten sein mdchte. Die JTigur ((>2) den 
Texies stellt diese Verbindung her. Man wolle in dicser Hinsickt insbesondoro die 
zahlentkeoretischen Entwicklungen des folgenden Kapitels vergleickon. 

Klein. 



Drittes Kapitel. 

Von den gauzzaliligen binareu quadratisclien Fomen nnd der 
61eichl}ereclitigung der Modulsnl)stitutionen. 

Faudeu wir soeben die Modulteilung der o-Halbebene in iunigster 
Beziehung zur syntbetiscben Geometrie stehend, so soli in diesem 
Kapitel dereii zalilentheoretische Bedeutung darch Eingehen auf ein 
besonderes Kapitel der Zahlentbeorie naber entwickelt werden. Es 
soil sich um die ganzzabligen biniiren quadratiscben Formen bandeln 
und insbesoudere um ibre Aquivalenz und Reduction. Obnedies ist 
dieser Bxcurs erforderlicb fur die weitere Einzelbetracbtung der 
aus den Modulsubstitutionen gebildeten cycliscben Gruppen, deren Unter- 
sucbung wir im ersteii Kapitel unterbracben. 

trbrigens sind im Verlaufe dieses Kapitels unter Modulsubstitu- 
tio3ien sebleebtweg immer nur die Operationen erster Art verstanden. 
Dreieck sagen wir demnacb kurz^ wo statt dessen genauer Doppel- 
dreieck steben sollte, und aquivalente Punkte sind immer bomologe 
Punkte zweier Doppeldreiecke. Es ware keineswegs unmbglicb, aucb 
die Operationen zweiter Art der erweiterten Modulgruppe beranzu- 
zuzielien. Docb berubren wir dieselben nur an einer einzigen Stelle 
unter dem Texte nebenber. 

§ 1. Benemnmg der quadratischen Formen*). 

Man ist in der Zahlentbeorie gewohnt, die binare quadratiscbe 
Form im Anschluss an Gauss in der Gestalt: 

(1) aa? +■ 2})xy + 

zu fixieren. Von den drei ganzen Zablen a, 2hj c also die mittlere 
von vornherein als gerade angenommen^ eine Festsetzung, von der wir 

*) Man vgl. bier uberall den vierten Absclinitt in Dirichlet, Vorleswngen 
iiber ZahUntJieorie ^ herausgegeben und mit Zusatzeu vorsehen von Dodekind 
(dritte Auflage, Braunschweig 1879). 
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nur ganz beilaufig einmal abweichen werden. Als abgekiirzte Bezeich- 
nnng fur die quadratiscbe Form (1) braucben wir fortan diese: 

{a, b, c). 

Die ganze Zabl ¥ — ac bezeiebnet man als Beterminante der 
qiiad7'atisc1ien Form: 

(2) D 

Bei den weiterhin zu bespreebenden Problemen ist der Wert der 
Determinante fur die einzelne quadratiscbe Form von grosster Wicbtig- 
beit. Ist die Determinante eine positive Quadratzabl einscbliesslicb 
der Null; so lasst sieb die Form (1) in zwei Linearfactoren mit ratio- 
nalen numeriscben Coefficienten spalten. Solebe Formen bleiben 
bier ganz ausser Betracbt. Die ubrigen Formen teilen wir je nacb dem 
Vorzeicben von D in quadratiscbe Formen von positiver und solebe von 
negativer Beterminante ein. Bei diesen letzteren miissen ersicbtlicb der 
erste und dritte Coefficient a und c das gleicbe Vorzeicben tragen. 
Je naebdem dieses das positive oder negative ist, spriebt man in 
diesem Falle von einer positiven he0. negativen Form. 

Endlicb bezeiebnet man die grosste ganze Zabl 0, welcbe 2l> 
und c zugleicb teilt, als Toiler der quadratisclien Form {a, h, e). 

Naebdem wir so an die wiebtigsten in der Tbeorie der quadratiseben 
Formen gebraucblicben Benennungen erinnert babeU; wenden wir uns 
jetzt sogleicb zur Betraebtung des ersten Hauptproblems dieser Tbeorie, 
desjenigen von der Aquivalenz der quadratiseben Formen. 

§ 2. Von der Aqnivalenz der quadratiseben Formen. 

Wir fassen bier das Aquivalenzproblem der Formen niebt in der 
allgemeinsten Gestalt, sondern sogleicb derart specialisiert, wio es 
weiterbin gebrauebt wird. Es seien ce, y, d vicr ganzo Zahbm 
der Determinante 1: 

aS — 

so sebreiben wir 

x' = ax + py, y' = yx + Sy 

und fiihren an Stelle der y die x\ y' in cine vorliegondc quadra- 
tiscbe Form ein. Es entspringt dergestalt die Oleiebung 
ax^ + 2hxy + cy^ = a'x"^ + 2h'x'y' + 

wobei sicb die a', c' obue Miibe durcb die a, h, c und die Sub- 

stitutionscoefficienten cc, jS, y darstellen lassen. Die beid<m Formen 

(«, 6, c), 

tragon alsdann den Namon aguivalmtcr Fornim, und es entspringt das 
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Problem, die Formenaquivalenz der naheren Untersuchung zu unter- 
ziehen. 

Die Substitution x' = — x, y — — y lasst jegliche Form unver- 
andert, und also fiihren aucb die beiden Substitutionen 
x' === ax + ^y, y' = yx + dy 

und 

x' = — ax — ^y, y' — — yx — dy 

die einzelne Form in die namliehe neue iiber. Das hat ersichtlicli 
zur Folge, dass ivir gerade iinsere nicht-homogenen Modidsiibstitiitionen 

( 1 ) «d — ^y=l 


als diejenigen SiibstiUitionen ansprechen Izonnen, %vdche die qiiadratisclien 
Formen in dquivalente iiberfiihrm. Dieser Auffassungsweise werden 
wir dann dadurch Kechnung tragen, dass wir statt der Zablen x, y 
deren Quotienten o) <== x:y einfiihren und dementsprechend unsere 
einzelne quadratische Form (a, &, c) auch wohl in der Gestalt 

aco^ + 2hco + c 

schreiben. Nur mtlssen wir dann jedesmal nach Ausfuhrung einer 
Substitution (1) zur Entfernung des dabei sich einstellenden Neuners 
mit (yco' — ay multiplicieren. 

Naehdem wir so Fuhlung mit dem vorigen Kapitel gewonueu 
haben, machen wir noch kurz auf die Thatsache aufmerksam, dass 
dquivalente Formen stets die gleiche Feterminante tesiUen; es entspricht 
dieser Satz der in der Algebra wohlbekannten Invarianteneigenschaft 
der Discriminante quadratischer Formen. 

Wir geben nun gleich die beiden Probleme an, um deren Auf- 
losung es sich in der Lehre Yon der JLquivalenz der Formen zunachst 
handelt. Liegen zwei Formen dersefben Determinante vor, so gilt es erst- 
lich zu entscheiden, 6b sie dquivalent sind oder nicht Trifft Aquivalenz 
zu, so reiht sich dem das zweite Problem an: Alle Substitutionen 


ca 


aoo + |S 
yea + $ 


anmgeben, welche die cine Form in die andere uberfilhren. 

Bei der Beantwortung dieser Fragen zeigen die Formen positiver 
Determinante ein ganz anderes Verhalten als diejenigen von negativer. 
In jeder Beziehung einfacher gestaltet sich die Untersuchung der 
letzteren; mit ihnen werden wir also beginnen. Wir sprechen dabei 
ausschlicsslich von positiven Formen dieser Art, da fiir negative genau 
die namlichen Satze gelten. Geheii dieso Formen doch aus den ersteren 
einfach durch Multiplication mit — 1 hervor. 
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§ 3. Beprasentation der Bormen negativer Peterminante und 
Beduction derselben. 

Die positive quadratische Form (a, 1), c) babe die negative De- 
terininante D = h^ — ac, Bei der weiteren Betracbtung dieser Form 
sollen die Variabelen derselben als unbescbriinkt veranderlieh ange- 
seben werden, und es darf dementspreebend co in 

aueh beliebige complexe Werte annebmen. Von dieser Erlaubiiis 
machen wir Gebraucb^ indem wir die Wurzeln der Gleicbung: 

aco'^ + 2h(o c = 0 

in die Betracbtung einfubreii. Es sind die beidon coiijugiert com- 
plexen o -Werte: 

„ _ =1±VE. 

a 

Durcb die Lage eines dieser Punkte^ etwa dcs in der positiven 
Halbebene gelegenen imd ubrigens durcb den Wert der Deter minantc 
ist die in Rede stebende Form eindeutig bestiinmt. Jeiier complexe 
Wert 03 ist namlicb Wurzel einer eindeutig bestimmten quadraiiscbeii 
Gleicbung mit reelleii Coefficienten: 

0 )“ —{— 22,(X} — |- ^ == 0 . 

Uusere fraglicbe Form muss also notwendig in der Gestalt 

enthalten seiu. Da sie aber positiv ist uud die Detenu imintc D bositzt, 
so ist X notwendig dem positiven Werte gleicb: 



Wir haben somit das Recbt^ cine bcliehige Form der Deter minante I) 
durch den Ftinlot de>' positiven HaTbehenei 

a 

m reprdsentieren, Vermoge dieser Reprasentation besii/zen wir in dt^r 
Modulteilung der co-Halbebene ein iiberaus bequeines Jlillsniittel, dit) 
fur die Formen negativer Determinante aufgeworlbncn Froblome zu 
losen, bez. die seit lange in der Zahlentboorio bebanntc Lbsung der- 
selben durcb Mittel der Anschauung zu versinnlichen* Wir ftlhrou das 
erstlicb fur die Frage nach der Aquivalenz zweier Formen weiter aiis. 

Wir verabreden zunachst: Oehbrt der eine hier in BelracfU kommende^ 
die Form (a, 6, c) reprdsentierende FmU co dem AusgangsdreieMlcG mi) 
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so nennen loir diese Form y^reducierif^. Unsere Theorie der Modulteilung 
giebt dann sofort den Satz; Jede Form ist mit ein&r und nur einer 
rediicierten Form dqiiivalent. Denn der Begriff der Formaquivalenz 
deckt sicb vermoge der eingefuhrten Reprasentation der Formen bei 
gegebener negativer Determinante vollig mit dem Begriff der Aquivalenz, 
wie wir ihn fiir die Punkte der co-Halbebene oben definiert baben. 

Die Prage, wann zwei Formen gleicher Determinante (a^ 1), c) und 
{a\ h\ c') Equivalent sind, erledigt sich nun so: Man suche diejenigen 
beiden Substitutionen 


F(a,) = 
welclie bez. die Punkte 


C£CO + ^ 

y CO + d ^ 


_ -i+yi) 
a ’ 




a'oo + 
y' CO + d' ’ 


(D 


y +J/JD 


ill das Ausgangsdreieck verlegen. Findet es sichj dass die FimTcte 
Hack gescliehener Verlegimg coincidieren, so sind die Formen dgiiivalcnL 
Ziigleich entspringt in 

0?' = F'-^FCo)) 

thaiscicUUch eine Suhstitution, ivelche die cine Form in die andere iiberfillirL 
Es ist nur eine andere Ausdrucksweise dieses Resultats, wenn wir 
dasselbe im gewblinlichen Sprachgebrauch der Zahlentlieorie so fassen: 
Man gehe von den gegebenen Formen m den rediicierten^ mit deneii 
sie bez. aquivaleiit sind. Diese Ict^teren miissen identisch seiUy falls 
Aqnivalem der gegelenen Formen stattfinden soil. 


§ 4. Zahl der Substitutionen, welche die Aquivalenz zweier 
Formen mit 2) < 0 vermitteln. 

Audi die zweite unter unseren Fragen^ namlicli die nach der 
Zahl der Substitutionen, weldie die gegebene Form in eine mit ibr 
aquivalente xiberfubren, beantwortet sich sofort auf Grand des § 4 im 
vorigen Kapitel. Zwei Formen {a, ly c) und (a', &' c') nennen wir 
mit einander ^w-fach Equivalent, wenn es im ganzen m verschiedene 
Substitutionen (1) § 2 giebt, welcbe otwa die erste in die zweite 
uberfiiliren. Die beiden reprasentiereiiden Punkte 

CO = - co' = 

a ^ a ^ 

werden dann im Sinne des vorigen Kapitels gleicbfalls ^n-fach Equi- 
valent sein. Dahor das Resultat: Sind die Werbe oj, co' entweder mit 
i Oder Q ilguivalenty so giebt cs mci he^, drei verschiedene Substitutionen^ 
welche {cty b, c) in (a'y 1/, c) iWerfuhre^i; in alien ubrigen Fallen aber 
nur cine cinrdge. 
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Wollen wir iins insbesondere nocb die reducierten Formen an- 
seben, die zu den Ausnabmefallen zweifacber bez. dreifacber Aquivalenz 
geboren. Im ersten Palle muss co = i der repmsentiereiide JPiinltt sein 
und also die Form diese sein: 

aco^ a = (a, 0, a)^ 

so dass die Determinante ein negatives Quadrat ist. Im anderen 
Falle mil dem rejirdsentierenden Funlde q ist die Gestalt der Form: 

21g>^ + +21 = {21, h, 2h), 

und also ist die Determinante ein negatives dreifacbes Quadrat. 

Im allgemeinen wird, dem Gesagten zufolge, eine Form nur durcb 
die identiscbe Substitution co' = co in sicb transformiert^ in den Aus- 
nahmefallen durcb zwei bez. drei Substitutionen, die eine cycliscbe 
Gruppe bilden. So gebt ersicbtlicb {a, 0, a) ausser bei der Identitat 
(o' = o nocb bei der Substitution 

T(m) = - -i- 

in sicb iiber^ desgleicben die Form (2b, b, 2b) nocb bei dcii beidcn 
Substitutionen: 

§ 5. Ausseres Kennzeiehen redueierter Formen, Endliobkeit 
der Classenanzahl. 

Man kann es leicbt einer gegebenen Form an den Wericn ihrer 
Coefficienten a, b, c ansebeU; ob sie reduciert ist oder niclit. Soil 

in der That: 

ax^ + 2bxy -f- cif 
reduciert sein, so muss 

( 1 ) 

^ ^ a 

dem Ausgangsdreiecke (Fig. G3) angeboren. 
Der reelle Teil dieses cj-Wortes muss also, wic 
wir nocb einmal aus der Figur ablcsen, dor 
rig. 63 . Ungleicbung genUgeii: 

2 ^ 0 ^ 2 ? 

welche in geordnete Form tibergefiibrt so lautet: 

— a < 26 ^ a. 

Andrerseits darf der absolute Betrag von (1) niebt untor die Ein- 
beit herabsinken, so dass nocb binzukommt: 
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welche Ungleicliung wir infolge der Eigensctaft unserer Form als 
eiiier positiven sofort zusammenzielien in: 

c'^a. 

Eine weitere Bemerkung erheisclit am nocli der Fall c = also 
derjenige einer Form 

ax^ + 2hxy + ay\ 

Diese Form wird durch. die Operation T ubergefuhrt in 

ax^ — 2T)xy + ay"^, 

und von beiden ist infolge unserer frtiheren Verabredung fiber die 
Zugeliorigkeit der Eandpunkte zum Ausgangsdreieck iiur die mit nicbt- 
negativem zweiten Gliede reduciert. Zusammenfassend gilt also: Eine 
qxiadraiisclie Form (a, h, c) Jieisst reduciert^ fcdlsi 

ist, bez, %m%n fur a = c ausserdem noch die folg&iide JBedingung zutriffti 

6 ^ 0 *). 

Diese Ungleichungen werden uns jetzt leicbt zur Kenntnis eines 
weiteren wicbtigen Satzes aus der Theorie der quadratischen Pormen 
verhelfen. Es ist, wie man sielit, fiir eine reducierte Form: 

woraus folgt: 

*) Jetzt uberbliekt man ntin auch^ anf welchem Wege man von der Theorie 
der quadratischen Formen aus zum Fundamentalbereich der Modulgruppe vor- 
dringen konnte, wie wir schon oben bei der ersten Erw§.hnung des Wortes Funda- 
mentalbereich historiscli anfdhrten (cf. p. 185 ). In der That darf man annehmen^ 
dass diese eben jetzt erhaltenen rein zahlentheoretischen Bedingungen fCir die re- 
ducierten Formen, welche in dieser Gestalt lilngst in der Zahlentheorie im Ge- 
brauoh sind, fiir De dekind den nachsten Ausgangspunkt bildeten, vonwelchem aus 
derselbe vermSge geometrischer Deutung dieser Bedingungen den Bereich gewann, 
den wir als Fundamentalbereich der Modulgruppe benennen. — An dieser Stelle 
gedenken wir nun auch der erweiterten Modulgruppe. Da ist die Sachlage ein- 
fach die, dass zwei Formen^ die im Sinne des zahlentheoretischen Sprachgebrauchs 
uneigentliclb aquivalent heissen, durch zwei Punkte der positiven co-Halbobene 
roprasentiert werden, welche homolog in zwei ungleichartigen Elementardreiecken 
dor Modulteilung sind und also mit einander durch eine Modulsubstitution zweiter 
Art correspondieren. Liegt im speciellen der repriisentierende Punkt einer Form 
auf einem Kreise der Modulteilung, so wird diese Form sioh selbst sowohl eigent- 
lich wie uneigentlich Equivalent soin. Hlierher gehbron insbesondere die so- 
genannten ambig(m Formen; dor reprEsentierende Punkt einer solchen liegt auf 
einer verticalen Geradon der Modulteilung. 
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Trifft das Gleichheitszeiehen zu, so karni h nur positiv sein. Ver- 
stehen wir deslialb unter der nachfolgenden Quadratwurzel deren posi- 
tiven Wert, so ist 

Bei vorgeschriebenem D ist deshalb fiir 1) nur eine endliclhc Reihe 
von Werten zuganglich. Filr gewahltes 1) ist dann weiter: 

6® — Z) = ac, 

und da die links stebende bestimmte Zabl nur auf eine endliche Anzalil 
von Weisen in zwei Factoren a, c zerlegt werden kann, die sich iiber- 
dies durcli die Forderung 0 < a < <? nocb weiter reduciert, so ist fiir ge- 
gebenes D die Zahl der mbglichen reducierten Formen eine besclirankte. 

In der Regel spricbt man diesen Satz in etwas anderer Form 
aus. Man vereint namlich alle init einander aquivalonten quadratisclieii 
Formen in eine Glasse von Formen, Jede Classe entlialt dann nur 
eine reducierte Form und der gerade gef undone Satz lasst sicli so aus- 
sprecben: Die An, mill der Classen qiiadratischer Formen von (jcychencr 
negativer Deferminante ist jederseit endlich'^), 

§ 6. Representation der Formen positiver Determinanto*^'*'). 

Urn vieles scliwieriger gestaltet sich die Durchlilhrung citier oiii- 
sprechenden Theorie fiir die Formen posifcivor nicht-quadratischer 13eter- 

In deu nooh im letzten Abschnitt des nllheren namhaft zu maobcncbui 
Arbeiten von Grierster nnd Hurwitz liber Relafcionen zwisckon den Clasyon- 
anzahlen qnadratiscber Formen negativer Determinante linden die voraulgobendon 
ErSrterungen nicbt unmittelbar Anwendnng. Bortselbst konnto niXmlicli die Annalimc 
eines ausschliesslich geraden zweiten Coefficionten der Formen zweckniilRsigorWeiHo 
nicht anfrecht erhalten werden; derselbe kanu daselbst ,jed(5n ganzzaliligen Wert 
annebmen, eine Bestimmung, die iibrigens aucb sonwt vielfacb inx Gebraucli iwt. 
Die in den gemeinten Arbeiten von Giorster und Hurwitz gobrauebte BozoicbmingH- 
weise ist Px^ Qxy + = {F, Q, JK), wobei als Determinante diosor Form 

D ~ — A = — 4. PB zu bezeiebnen ist. Alle soebon im Texto gegebonon lOnt- 

wicklungen lassen sicb solbstverstandlich obno Miibe tibortragen. I)ie ala poaitiv 

angenommene quadratisebe Form (P, Q, B) wird durch co reprll- 

P 

sontiert. Das Kennzeicben einer reducierten Form ist — P<; V'^B, wozu 

nocb fur P^B als dritte Bodingung Q > 0 kommt. Daraus bestiinint man IVir 

reducierte Formen leiebt — Vf«>^V§ xmd bowoist ganz ilbnlioh wie bn 

Texte die Endlicbkeit der Classenanzabl fur gegobono negative Deienninaute A. 

'*’*) Die Verwendung der Modultoiluug fur die Tlujorio der quadratiHcbeu 
Formen positiver Determinante gesebab zuersi durch Stephen Smith in dor 
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minante D. Wir suchen liier von vornliereia nach einer zweckmassigen 
Art, die eiuzelne solclie Form (a, 5, c) geometrisch zu rexirasentiereii. 
Die Gleichung 

CKD" c = 0 


wil’d nuiimehr befriedigt diirch die beiden reellen irrationalen Werte: 


— h+ Yi) 




h — yiJ 


Unter der Bestimmung, l/i) stets positiv zu nekmen, nennen wir co^ 
die erste, oig die zweite Wurzel. Die bier gewahlte Bezeiebnung 
die tibrigens nur vortibergebend in Betracbt komrot, wird man wobl 
kaum mit derjenigen der Periode des elliptiscben Integrals erster Gat- 
tung verwecbseln. Nunmehr verbinden wir uud co.^ durcb eineii 
der positiven o-Halbebene angeborenden Halbkreis, dessen Gleichung 
also diese ist: 

cc (jX'^ -f- ii") -f~ ^ -f" c = 0, (co = X “f- i if) ■ 

Dieser Kreis susammcn mit dem Zalilwcrt von D mag 'tins die Form 
(a, h, c) reprdsentleren, Aber diese Reprasentation ist noch eine zwei- 
deutige, indem durcb den einzelnen derartigen Halbkreis und den zu- 
geborigen Wert von 1) gleichzeitig noch die beiden Formen (a, b, c) 
und ( — a, — b, — c) reprllsentiert sind. Demgemass wollen wir ims 
den Halbkreis mit einem Pfeile versehen denken, der von der ersten 
Wur&’el zur ztveiten lunfiUtrt Je nachdem dann der Pfeil nacb recbts Oder 
links weist, ist der erste Coefficient a der Form negativ oder positiv. 

Nebenbei merken wir bier noch den Satz an, dass bei Ubergang 
zn einer ciquivalenten Form die erste Wurzel jedesmal tvieder in die 
erste (of der dqitivalenten Form ilbergeht In der That, weudet man auf 
(a, 6, c) die Substitution 

F(®) = 

^ '' ym + o 


an, so geht die erste Wurzel der gegebenen Form liber in 


Arbeit ^,Sur les Cijimtions modidmrcs‘% wolcbe, 1874 gescbrieben und zuniicbsfc der 
Pariscr Akademio vorgolegt, spa-terhin in deu Atti della Accademia Ecale dei 
Jdncei Bd, 1 (1877) Aufnahme land. Der Raum filr die reducierten Formen ist 
dort froilicb nicht wie im Texte iixiert, vielmobr hat cr die Geatalt desjenigen 
Bereicbes, den wir sehr bald als Fundamentaibcreich dor Congruenzgruppe 2*®^ Stufe 
koimen lornen werden (cf. Pig. G7, p. 27C). Dadurob ist unmittelbarer Anschluss 
an Gauss’ Behandlungswoiso der Formen von positiver Determinants orreicht, 
wobei dann freilich die A<piivalonz gegenuber don Entwicklungon des Textos eino 
’Binsolirllnkung erfilbrt, von dor wir erst im folgenden Kapitel des genaueren ban- 
delti. Dio Darstollung dos Toxtes wurdo in der Ilanptsache von Klein in seiner 
Vorlesung vom Sommer 1879 gegebem 



252 


II, 3. Von den ganzzahligen Mnaren quadralisclien Formen 


CQ ' = — ^ 

wobei Yd nach wie vor positiy zu nebmen ist. Bei Ausfuhrung der 
Substitution V geht also nicht nur der die erste Form reprasentierende 
Halbkreis in den zur zweiten Form geborigen iiber, sonderii die Pfeil- 
ricbtung des ersten Kreises giebt, der Transformation mit unterworfen, 
fur den zweiten Kreis die richtige Pfeilricbtung ab. 

§ 7. Brster Ansatz znr Transformation eiuer Form positiver 
Determinante in sich. 

Die erste Frage, welcbe uns in das Studium der Aquivalenz von 
Formen positiver Determinante einfuhren soli, ist diese: Giebt es 
Modulsiibstitutionen^ welche die Form (a, b, c) in sich transformieren? Siclier- 
lich wird eine derartige Substitution die beiden Punkte cjq an ihrer 
Stelle lassen; denn eine Permutation derselben ist nach dem Schluss- 
satze des vorigen Paragraphen ausgeschlossen, da doch der erste 
Coefficient a der Form nicht das Zeichen wechseln, sondern erhalten 
bleiben soil. 

Soli es nun Substitutionen geben, welche die irrationalen Punkte 
cog an ihrer Stelle lassen, so miissen dieselbon hypcrbolischc seiUy 
die dann insgesamt eine cyclisclie Gnippe hyperbolischer Substitutionen hildcn 
tverden. Greifen wir irgenci eine dieser fraglichen Substitutionen 

\ / yCO -f- O 

heraus und untersuchen die Moghchkeit, sie von der quadratischen 
Form c) aus wirklich zu erreichen. 

Wir werden davon ausgehen mtissen, dass die Gleichungcn 
ug)^ “j- 2hco ~|— c = 0, 

+ (d — cc^co — /3 = 0, 

von denen die zweite die Fixpunkte der in Rede stehenden Substitution V 
bestimmt, dieselben Wurzeln haben sollen, und dass also ihre linkcti 
Seiten bis auf einen constanten Factor tibereinstimmon inUssen. Sci 
jetzt (a, 6, c) eine Form vom Toiler o', so haben wir auzusetzen: 

dy == aw, 

(1) — a) = 2&W, 

0/3 = — 

unter u eine bestimmte ganze Zahl verstanden. O^berdies wollen wir 
noch die jedenfalls gerade ganze Zahl d(a -|- d) mit 2t bezeichnen. 
Wir berechnen uns dann noch fUr a und d einzeln: 
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(2) ccc — t — hitj ad ==^ t hu, 

Es ist hiernacli: 

a^(ccd — = a^ = f 

und also sind t und u mei ganze Zahlen, die der Gleicimng: 

2)^2 _ ^ 

genilgen, 

Sind t und u umgekelirt irgend zwei dieser Gleicliung gentigende 
Zahlen, so konnen wir uns auf Grand obiger Formeln aus diesen t und u 
ira Verein mit 21, c vier Goefficienten cc, p, y, d einer gesuchten hyper- 
bolischen Substitution berstellen. Unsere Frage nacb der Mogliclikeit 
der Transformation von (a, h, c) in sicb ist sonacb auf die andere 
nacJi der Aitfldslarlceit der Gleicimng (3) zuriickgefuhrfc. 


§ 8. Berielit iiber die Peirselie Gleicliung. 


( 1 ) 


Die letztgefundene Gleicbung 

6^ 


1 


wird nacb dem englischen Mathematiker Pell als die TelVselie Gleicliung 
benannt. Sie lasst fur t und u jedenfalls die triviale Losung ^ 

== 0 zu. Inzwischeii ist es eine Hauptleistung von Lagrange in 
der Tbeorie der Zablen, nacbgewiesen zu baben, dass auch ImriWer 
Idnaus die PelVsche Gleichung fur Z) > 0 noch durch weitere ZaJdenpaare 
t, u hefriedigt werden Icann, die heide von Null verscMeden sind. Indem 
wir den Beweis der Existenz derartiger Losungen aufschieben (um ihn 
in § 13 zu bringeu), geben wir zuvorderst gleicb zur Nutzanwenduiig 
dieses Lagrange’scben Satzes fiir die sonstige Tbeorie der Peirscben 
Gleicbung, sowie dann weiter fiir unsere die quadratiscbeu Formen 
positiver Determ inante betreffenden Pragen. 

Wir wollen dabei t sowobl wie u positiv annebmen; denn die 
vier Losungen + ^ kaum wesentlicb verscbieden. Giebt es 

mebrere derartige positive Losungen, so sei eine zweite u, eine 
dritte t", u" u. s. w. Wir bilden dann unter positiv gcnommener 
Quadratwurzel yjD das nacbfolgende Product: 


( 2 ) 


^ + u yny + u' v'N y' + u' /.py " 


in Welches wir beliebig viele unserer Losungen in beliebigen Multi- 
plicitaten a, a, a", • • • zusammengefasst denken. . Durcb elementare 
Recbnung lasst sicb dies Product wieder auf die Form: 
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^(0 ^ yp 

a 


bringen, und nun beliaupten wir, dass die iibrlgens posiUven Zdlilen 
gleiclifalls wiecler eine Losung von (1) darsteUen, In der That 
hahen wir die beiden Gleicliungen: 



t' i; 

a 



^ ^^(r) y/jj 


(wobei wir einmal die oberen, das zweite Mai die imteren Zeichen 
nehmen). Das Product dieser beiden Gleichungeu liefert direct: 



Je grosser uni so grosser muss ofifenbar auch das zugeliorige u 
sein, welches mit t zusammen (1) lost. Man kann demnach von einer 
Ideinsten posltiven Lositng dev JPelVscli&i^ Oleichimg sprechen^ die durch 
XJ bezeiclinet sein nioge. Wir iiehruen jetzt im Producte (2) fur 
alle Factoren ubereinstimniend diese kleinste Losung T, U imd bilden 


demeiitsprechend 

( 3 ) 


die Potenz 



a 


In t„, Un ist so eine unendliclie Menge positiver Ij()sungcu der 
Pell’schen Gleichung gewonnen, ja geradesu deyen Gesanil.lieit, wiis wir 
nun "behaupten. Da namlich die linke Soite der lotzten Gleichung mit 
wachsendeni n selbst unbegrenzt wachsfc, so miisstc, falls nocli cine 

neue LSsung t, u hinzukommen sollte, deni VV((rt() nach 


zwisclien zwei auf einander folgenden Poteiizcn vou 


T+ If ]/I) 
a 




legen seiii: 

K± i + uyij + u^yj) ^ T + U yn ^ 

iy * ^ <r~ ^ a * 


Schreibeu wir alsdann 


i + w ]/D 
<s 


A, - ujj) ^ ]/l) 

G G ’ 


so ware: 

1 ^ To + ^ ^ + 

j- G ^ 

d. li. es ware nicht T, U, soiidern die kleinste positive I^bsung, 

Es soil jetzt n in der Gleichung (Si) auch 0 und negative ganze 
Zahlen durohlaufen. Ersichilich ist 
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t — n ^ ‘2^/i • 

Fiir n — — oo • - • + oc liciben ivir in den solcliertveise defmierten 
tny 11 n alle Losiingen der PelVscJien GleicJning, hel denen niclit negativ ist 


§ 9 . Herstellting aller Snbstitutionen, die eine Form positiver 
Determinante in sicli transformieren. 


Gelien wir zuriick auf die Darstellung der hyperbolisclieii Sub- 
stitutionen, welche die Form von positiver Determinante (a, c) in 
sich transformieren, durcb die ganzzabiligen Losungen der Peirschen 
Gleichung: 

0a — t — hu, (?/3 = — ciif 
0y — au, = ^ -|~. hii, 

so ist zuvorderst soviel deutlich^ dass ein simultaner Zeichenweclisel 
von t und it einen eben solcben fiir y, d nach sieh zielit unci 

demnacli niclit auf eine wesentlich verscbiedene Substitution fillirt. 
Wir werden also alle gesuchten Substitutionen erhalten^ ive)in wir nur 
die am Schluss des leUten Paragraphen vermerMen Losungen mdassen. 

Sei nun neben der ersten in (1) verwencleten Losuug t, u der 
Peirschen Gleichung eine zweite durch u' gegeben, so entspreche 

ihr die Substitution . Wie vorliin leiten wir aus den beideu 

\y , 8 / 

in Rede stehenden Losungen die dritte ab: 

i + u yn ^ r + uVU ^ r + h " y i) 

6 a (? ’ 


wobei explicite: 


r= -- 


tt' + 


U 


iu i* u 
a 


ist. Entspreche dieser dritten Losung die hyperbolische Substitution 
/a' Q"\ 

( SO zoigt cme einfache Rechnung, dass diese dritte Suhstifntlon 

\y j o / 

gcrade durch Conibinaiion der hciden ersteren entsteht: 




ap'+^d'\ 

\y", d") ~ 




Nun sei insonderheit der kleinsten positiven Losung T, U die Sub- 
stitution 


V / y CO + a 


zugeordnet. Dann haben wir als hauptsachliches Resultat: Per Losung 
tnj Un cntspricht die durch n-malige Wiederholung von a)'= V{co) ent- 
springende Stibstitution m' = Die Zahl n durchlauft dabei alle 
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garizzaliiigen (^positiveii, wie negativeii) Werte, und insonderlieit isfc 
F® — 1 die Identitat. 

Hiermit aber haben wir den fiir die Keuntnis der byperboliscben 
Substitutionen fundamentalen Satz erbaltenr Siifid die iTTdtio'iicilcvb 

die Wiirzeln einer ganzmhligen guadratischen Gleichiingy so gelidrt 
m diesen PiinUen als Ficopimlden jedesmal eine cyclisclie Gruppe hyper- 
holiscJier Siibstitutionen, Es erledigt sicli damit aueh unsere Prage nach 
der Aquivalenz einer Form positiver Determinante mit sich selbst: 
Eine Form (a, b, c) mit D > 0 wird stets dtircli xinendlich viele hyper- 
bolische Snbstikitionen in sich transformiert, ndmlich ditrch alle diejenigen, 
ivelche Oi, cog m Fixpunlden haben. Zugleich erschbpft die cyclische 
Gruppe dieser Substitutionen die Gesamtheit derer^ die (a, 6; c) in sich 
iiberfiihren. 

% 10. Lage des eine Form positiver Determinants reprasentierenden 
Halbkreises in der o-Halbebene. 

Der Halbkreis, durcli welcben wir in § 6 cine vorliegende Form 
(a, c) positiver Determinante reprasentierteU; gehort als Bahneurve 
derjenigen cyclischen Gruppe byperbolischer Substitutionen an, welche 
wir dieser Form soeben zugeordnet fanden. Erinnern wir uns jetzt 
an die Gestalt des Fundamentalbereicbs dieser cyclischen Gruppe, wie 
wir ihn im ersten Kapitel fixierten, und denken insbesondere die o-Ebene 
den einzelnen Substitutionen der cyclischen Gruppe entsprechend in die 
unendlich vielen bezuglich unserer Gruppe aquivalenten ringforniigen 
Bereiche zerlegt, die sich gegen die Fixpunkte hin niehr und 

mehr zusammenzogen. Mit der o-Ebene wird auch der (a, b, a) re- 
prasentierende Halbkreis durch diese Bereiche in unendlich viele sich 
gegen co^ und haufende Kreisbogeiistiicke zerlegt, die bczuglicli der 
in Rede stehenden cyclischen Gruppe und also auch bezuglich dor 
Modulgntppe dquivalent sind^'). 

Denken wir uns jetzt die gesamte Modulteilung in der (u-llulbcbenc 
aufgetragen und greifen einen einzelnen der Bogen heraus, in welche wir 
soeben den reprasentierenden Halbkreis zerlegt fandeu. Wir konnon das 
Sachverhaltnis so wahlen, dass der Anfangspunki dieses Bogens gcrade 
auf der Grenze eines Doppeldreiecks liegt; alsdann wird der Bogen 
gerade eine bestimmte endliche Zahl von sagen wir g, J)oppcldrciecken 
du/rchset^en. In der That liegt er ja ganz im Innorn der Halbcbenc, 
und sein Endpunkt ist mit dem Anfangspunkte aqui valent. 

Man vergleiohe die im ersten Kapitel (p. 187) fur die hyperboliachcn Rub* 
stiiiitionen mitgeteilte Pignr. 
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Insgesamt wird nun der Halbkreis durch die Doppeldreiecke der 
Modulteilung in unendlich viele Kreisbogen zersclinitten^ die sich gegen 
co^ und c ?2 baufen. Aber in der Reibe dieser Bogen ist, wie wir 
saben, der jedesmal mit dem {n + aquivalent. Wollen wir 
also alle diese unendlicb vielen den einzelnen Doppeldreiecken an- 
geborigen Bogen immer durcb die gerade in Betraebt kommenden 
Modulsubstitutionen in das Ausgangsdreieck verlegen, so wird dieses 
doch nur von ft Bogen dureliset^t ersclieinen^ deren einzelner dann frei- 
licb unendlicb oft iiberdeckt gedacbt werden muss. 

Zur naberen Erlauterung knupfen wir nocb an die Vorstellungen 

in § 11 des vorigen Kapitels an. Dort bezeicbneten wir mit ■B(— ) 
den Complex derjenigen Doppeldreiecke, die vom rationalen reellen 
Punkte ~ ausstrablten. Nun wird sicber der (a, c) reprasentie- 
rende Halbkreis unendlicb viele solcbe Bereicbe ^(-“) durcbzieben, 
deren zugeborige Punkte ” z. B. gegen co^ bin bald grosser bald 

kleiner als sind und diesen Punkt in immer engere Grenzen ein- 

scbliessen**) ***'). Aber das oben berausgegrijBPene ft consecutive Doppel- 
dx'eiecke durcbsetzende Stuck des Halbkreises durcbziebt nur eine be- 
scbrankte Reibe von Bereicben, deren Anzabl in der That nocb kleiner 



als ft sein wird. In Fig. 64 ist scbematiscb der Pall dargestellt, dass 
unser Halbkreis den besonderen Bereich B(ioo) durcbsetzt. Man zablt 
dabei sofort ab^ dass von den genannten ft auf einander folgenden 
Doppeldreiecken ftinf auf den Bereich B(ioo) entfallen, und bewerk- 
stelligt mubelos die Verlegung der fiinf durcb diese Doppeldreiecke auf 
unserem Halbkreise abgescbnittenen Bogen in das Ausgangsdreieck. 
Tndem wir dies in Pig, 64 ausfiibren; ist nun auch leicbt ersicbtlich; 

**) Man vgl. insbesondere die Sohlussbctrachtung in § 11 des vorigen Kapitels. 

Kloiix-li^rioko, ModuJranctlonoB.. 17 
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wie allgemein die ft das Ausgangsdreieck durchsetzenden Bogen mit 
einander correspondieren. Denken wir sie in einer Reihe dnrehlaufen, 
wie sie Tordem im Halbkreise auf einander folgten, so geht jedesmal 
der Endpunkt eines Bogens entweder durck die Substitution S bez. S ^ 
(die im FaUe der Fig. 64 allein zur Yerweiidung kommt), oder durch T 
in den Anfangspunkt des folgenden fiber. Zwiseken zwei auf einander 
folgenden Anwendungen von T kommt dabei S immer ein oder mehrere 
Male zur Verwendung. Anwendung von T bedeutet jedesmal, dass der 
{a, h, c) reprasentierende Halbkreis an der gerade erreickten Stelle in 

einen neuen Bereick J5(y) eintritt. Naekdem wir solchergestalt (fi — 1) 

Male kinter einander S oder T zur Ausubung gebrackt kaben, warden 
ivir beim Male gerade wieder zu dem Bogen zurtickgefQkrt, von 
dem wir ausgingen. Unsere (i das Ausgangsdreieck durcksetzenden 
Bogen bilden in diesem Sinne eine geseklossene Kette. 

Die Yeransckaulickuug dieser Verkaltnisse wird sick jetzt als 
vollig ausreickend erweisen, um auck fur die Formen positiver Deter- 
minaute das Aquivalenzproblem zu erledigen. 

§ 11. Von den rednclerten Fornaen nnd ikren Perioden. Erledigung 
des Aquivalenzproblems, 

Nach solchen Vorbereitungen gehen wir dazu Uber, voii der iiqui- 
valeiiz der JFornien positiver Determinante zu liaudeln. AVir stelleii 
aueh Her wieder die Definition einer reducierten Form an die Spitze:, 
Die Form {a, by c) positiver Detcrminante soil reduciert hcissoi, falls iiir 
reprdsentiermder HaJbJcreis das Ausgangsdreiech sclmeidd. Wir nonuen 
sie dabei eine Hauptreducierte, falls der reprasentierende Halbkreis die 

untere kreisformige Gronzc des Aus~ 
gangsdreiecks schueidot , Nehen- 
red%iciertc im anderen Fallo, ((Jl, 
Fig. 65.) 

Nun Iblgt so fort aus den vor- 
ausgescbick ten Fin t w iclci unge u, : 
Form positiver Dekrminanie (a, by v) 
istim ganisen mit g, vorschiedcnon redu- 
cierien Formen aquivalenty wo g die 
melirfach gen an at e ondlicl i e u nd v on 0 
vorschiedenc positivo ganze Zalil dor 
das Ausgangsdreieck durclisetzenden Bogen ist, in die auf obon bezcicli- 
nete Art der (a, by c) i:oprasentierende Halbkreis Iransformiert wird. In 
der That; mogen wir irgend eines von den durcli don reurasentierenden 
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Halbkreis durchsclinittenen Dreiecken herausgreifen, dem die Substitu- 
tion V angehore^ und dann vermittelst der zu V inversen Substitu- 
tion die Form (a, hj c) bez. ibreu Halbkreis transformieren ; jedesmal 
entspringt auf dem Wege eine zu (a, 6, e) aquivaleute reducierte Form. 

. Die ^ reducierten mit (a, h,^ e) aquivalenten Formen lassen sicb 
nun, wie die [i Kreisbogen des Ausgangsdreiecks, in eine gescblossene 
Kette YOU ^ Gliedern an einander reihen, wobei jede folgende Form 
aus der vorhergehenden dureh Ausubung von S oder T entstekt; 
zwiscben zwei Anwendungen von T kommt dann die Substitution S 
stets ein oder mehrere Male zur Ausubung. Diese Reihe der ^ Formen 
nennt man eine Periode reducierter Formen. Die game Classe der mit 
(ccj I, c) aquivalenten Formen Tcdnnen tvir dann micli durch die so er- 
haltene Formenperiode reprdsentieren. 

Das erste Problem aus der Theorie der Aquivalenz fiir die Formen 
von positiver Determinante baben wir jetzt in folgender Weise zu 
beantworten: Sind &wei Formen (a, h, c) tind {a\ V, c') dquivale/nt, 
so miissen sie dieselbe Periode reducierter Formen tesitsen. Zugleick eut- 
springt durch die beiderseitige tJberfCihrung von (a, c) und c') 

in die reducierten Formen bei zutreffender Aquivalenz eine Substitution 
(o' =* V((X)), welche (a^ c) in (a', b\ c') uberfiihrt. Durch Ver- 
einigung von V mit den hyperbolischen Substitutionen, die (a, c) 
in sich transformieren, entstehen alle xibrigen Substitutionen, die gleich-' 
falls (a, bf c) in die mit ihr aquivalente Form (a\ b\ c) transfor- 
rnieren. Pamit ist das swede Aquivalemproblem von selhst mit erledigt 

§ 12. Ausseres Kennzeielien reducierter Formen. Endlichkeit 
der OlassenanzaM. 

Soli der Halbkreis, der durch die Gleichung 
(1) ?/).+ 2aboo -f- ac = 0 

dargestellt wird und eine vorliegende Form (a, <?) reprasentiert, das 

Ausgangsdreieck durehsetzen, so muss wenigstens einer der beiden Punkte 
(o in seinem Inneni gelegen sein. Liegen beide darin, so 

ist die beziigliche Form (a, 6, c) Nebenreducierte^ falls nur einer von 
beideu dem lunern dieses Kreises angehort, ist (a, h, c) Haupt- 
r-educierte. Diese beiden Punkte q, — haben aber die Coordinaten 

^ = +2^ 2/= V' 

Tndem wir diese Werte in die Kreisgleicliung (1) einsetzen, finden wir, 
dass die Tfngleiclmng 


a(a + + <?) < 0 


17 * 
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entiveder fur das einc der heiderv fraglichen Zeichen oder fiir heide statt- 
finden muss, je nacMem (a, h, c) Haiipt- oder Nehenrcducie^^te ist. 

Axis der gewonnenen Uugleicliuiig zielien wir im Verein mit: 

B = h^- ac 

die neue: 

a^±al + h^<B. 

Ist D gegeben, so sind die fiir reducierte Formen zulassigen Wertcombi- 
nationen a, h an Zahl bescbrankt. Da nun c mit a, h, JD zugleich ge- 
gebeii ist, so existiert fiir gegebene Determinante nur eine endliche 
Zabl reducierter Formen. Um so mehr wird die Anmhl der Classen 
dqiiivalenter Formen von 'gositiver Determinante D eine endliche sein, 

§ 13. Bxistenzbeweis fiir die kleinste positive Losnng T, U 
der Pell’scken Grleichnng. 

Wir haben oben (p. 263} vorab nur erst liistorisch initgeteilt, dass 
die Lbsbarkeit der PelFscben Gleicliuiig allgemein durcli Lagrange be- 
wiesen sei. Die vorangehenden Erorterungen konnen wir nun aber 
ausbeuten, um jetzt nachtraglich in anscliaulicher Weise die Existenz 
von Losungen der Peirsclien Gleicbung durcli nicbt-verschwindende t, n 
darzuthun. Wir skizzieren den einzuschlagenden Gedankengang kurz 
.in folgender Weise. 

Bei gegebener Determinante D greife man als einfachste Form 

(1, 0, - D) 

auf, lehre ihre Deutung durcb einen Kreis und gebe sodann Defi- 
nition und aussere Kennzeichen der Reduciertheit, aus welch en letzteren 
insbesondere noch die Endlichkeit der Anzahl der lleducierten folgt. 

Demnachst gelie man von der Form (1, 0, — D) durcli wieder- 
holte Anwendung von B bez. T zu aquivalenten reducierton Formen 
und beginne so unter stetem Hinblick auf die Figur die Formenperiode 
zu bilden. Sie kann nur eine endliche Zahl von Formen umfasson, 
denn alle ihre Formen haben die gleiche Determinante D und sind 
reduciert. Somit werden wir in gekennzeichneter Weise otwa nach ft 
berechneten Formen zur erston (1; 0, — D) zuriickgefuhrt, Fasseu 
wir nunmehr die bis dahin zur Verwendung gekommonen B, T zu: 

(1) S^TSOT--- (ro) = “ “-t-l 

zusammen, so haben wir eine offenbar von der Identitat verschiodono 
Substitution erhalten, die (1 , 0, — D) in sich transformiert. 

Jetzt bilde man wie in § 7 die allgemeine Gestalt dor Sub- 
stitutionen, die unsere Form in sich transforraioron. Dio gofimdcno 
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Substitution (1) muss zu denselben gehoren, und es wird sicb also 
schreiben iassen: 

a=T, p = DU, r = d = T. 

Die dadurcli definierteu ganzen und von Null verscbiedenen Zahlen 
Tj TJ genilgen wegen ad — = 1 der Bedingung: 

T"~-DZ7^==1. 

Es ist deninaclh in T, U eine Lositng der PeWscJien Gleiclmng — D = 1 
gefnnden^ und zwar, wie wir wissen, gerade die kleinste Losung, aus der 
alle iibrigen in oben gekennzeicbneter Weise liergestellt werden. 
Handelt es sich uni die allgemeinere Gleichung 

_ ^2 

so gehe man von der fiir diesen Fall einfacbsten Form {e, 0, — 

aus und lege Scliritt fiir Scliritt die namliche Gedankenentwicklung 
zuriick. 

Hiermit ist die Betraclitung der Tbeorie der quadratischen Pormen, 
soweit wir derselben bier nacbgeben wollten, zum Abscblusse ge- 
kommen. 


§ 14. Transformation der Modulsnbstitutionen. 

Hat sonaeli die Modulteilung der co-Halbebene fiir die Zalilen- 
theorie scbonste Bedeutung, so konnen wir nun umgekebrt diese 
letztere benutzen, um fiir die Modulsubstitutionen nocb cine Reibe 
ergiinzender Satze aufzustellen. Wir bezeicbnen durcb 

am + 1} 
c CO il 

eine beliebige lineare Substitution von g), die also irgend welcbe nur 
der einen Bedingung ad — hc^O genllgende Ooeflicienten haben mag, 
wiibrend wir fiir die Modulsubstitutionen nacb wie vor die Bezoicbiumg 

^ ^ yco + d 

vorbehalten. Die zu W inverse Substitution scbreiben wir: . 



(cd) 


-p dco — h 
— cm + a 


und definieren nun eine neue Substitution F', indem wir folgende Com- 
bination der eben genannten Operationen bilden: 

(1) F'(a)) = >K-iFkF(m). 

Man sagt dann, F' entstehe aus V durch Transformation vermdgo 
der Operation TF*), Das Merkwiirdige dieser weiterhin sehr wiclitigen 


Of. p. 6, 7, sowie p. — 234. 
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Massnahme ist, dass aile Substitutionen F', die durcli Transformation 
vermittelst einev uud deTselhen Operation TF aus der Gesamtheit der 
Modulsubstitutionen V entsteben, ikrerseits toie die V eine Gruppe 
hilden; denn es ist: 

TF-^F, w- w-^r, w= r, tf. 

Ordnefc man der Substitution F der ursprunglichen Gruppe die aus 
ihr entspringende F/ der „transfornQierten Gruppe^' zu, so lebrt die 
letzte Gleicliung iiberdies noch; dass ^tvischen den heiderseitigen Gnippen 
das VerMUnis des lioloedrischen Isomorpliismiis hestelit 

Der nachste Scliritt zum Besonderen isfc^ dass wir nunmelir TF(cd) 
selbst als Modulsubstitution wahlen. Dann ist auf Grund von (Ij 
aucli die transformierte Substitution V' eine Modulsubstitution. Dabei 
lehren die einfacbsten Beispiele, dass F' im allgemeinen von V ver- 
scMeden ist Immerhin ist docb, falls W Modulsubstitution ist, die 
eben gemeinte Gruppe der transformierten Substitutionen Iceine audere 
als die Modulgruppe selbst, und also ist dergestalt unsere Modnlgmppc 
lioloedrisch isomorph auf sich selbst be^ogen. 

Es sind dies alles Begriffe, die in den folgenden Kapiteln cine be- 
sondere WicMigkeit erlangen; bier verfolgen wir sic zuvbrdcrst uur 
nacb einer Richtung. Im Falle die transformierende Substitution W selbst 
eine Modulsubstitution erster Art ist, nennen %vir die ursprilngliehe %ind 
' transformierte Modulsubstitution 



mil einander gleichberechtigt Leicht findet man dabei explicitc: 

a ~ ada — - aby -j- cd^ — ft' — hda + d^ft — Ify - l)dd\ 

y' — — aoa — <?ft -|- d^y -j- ac#, d' — — bea — edft-\-ahy’{-add. 

Hier bilden wir noch die Summe des ersten und vierten (Joof- 
ficienten a, d': 

• a 4“ d' = {ad — be) (a + d) = a + d. 

Gleichberechtigte Substitutimiefi^ liaben somit gloicho Summe des ersten und 
vierten Coefficienten. Es kann demnacb eine clliptisclio Substitution 
stets nur wieder mit einer ebensolchen dor gleiclien Poriodo gleicb- 
berechtigt sein; desgleichen kann eine parabolische Substitution nur 
mit einer parabolischen, eine hyperbolische nur mit oiner hyper- 
bolischen gleichberechtigt sein. In wie weit diesc Satzo xunkelirbar 
sind, soli nunmehr zum Schluss dieses Kapitels untersucht werden. 
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§15. G-leiclibereejh.tigung im Palle eUiptiseher und parabolisolier 

Substitntionen. 

Moge T' irgend eine elliptisclie Modulsubstitution der Periode 
zwei sein, um mii diesen zu beginnen, so geliort zu derselben als Fix- 
punkt der mit i aquivalente Puaikt V{z). Alsdann tragen die beiden 
an diesen Punkt heranragenden Doppeldreiecke der Modulteilung auf 
Grand friiberer Untersuchungen die Namen V und VT^ so dass 

(1) co = F((u"), (d' = FT(cd") 

aquivalente Punkte dieser beiden Doppeldreiecke sind, wenu cj" irgend 
eiu Punkt im Ausgangsdreieck ist. Aus (1) folgt 

oj' = VTV-^i(D) 

als Gleicbung zwischen cj' und co. Aber nach der Voraussetzung war 
T' die Substitution, welche die beiden in Rede stehenden Dreiecke in 
einander ilberfuhrt. Da wir nun co aufs leichteste so wahlen konnen, 
dass (D mit co' nur einfach aquivalent ist, so kommt als Darstellung yon T : 

(2) T' = vTr-\ 

so dass T' aus T durcli Transformation vermbge der Substitution 
entspringt. SoucLch siud cclle eJliptisclicu Suhstitutiofisu dev Periode swd 
mit T itnd also alle iinter einander gleicliberechtigt 

Die elliptisclien Substitutionen der Periode drei zerfallen in zwei 
Gattungeii, je naclidem der im Sinne von p. 165 der einzelnen Substitution 

ZLigehbrige Winkel'O’ gleicb ^ oder ist: (den damals mit bezeich- 

neten Punkt denken wir dabei als den in der positiven Halbebene 
gelegenen Pixpunkt unserer Substitution). Zur ersten Gattung geliort 
insbesondere die Substitution TJ, und wir zeigen jetzt muhelos, dass 
alle iihrigen Siibstituiionen dieser Gatkmg mit U und also imter einander 
gleichberechtigt sind. Sei in der That U' eine Substitution dieser 
Gattung, deren Fixpuiikt F(p) sein soil. Wie wir sahen, transformiert 
alsdann die Substitution U' das Dreieck F in das Dreieck FK Sind 
demnacli m' und co zwei einfach aquivalente Punkte dieser beiden 
Dreiecke, so hat man neben einander die Gleichungeu: 

co' 

aus welchen U' = d. i. die Gleichberechtigung von TJ und U' 

entspringt. 

In derselben Weise zeigt man, dass die in der zweiten Gattung 
vercinten elliptisclien Substitutionen der Periode drei mit ~ 

und also uberhaupt unter einander gleichberechtigt eind. Aber eine 
SulsUhiiion aus der ersten dieser beiden Qattungen ist niemals mit einer 
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solchen axis der nveiten Gattung gleiclibefi'ecMigL Wir beweisen das liier 
diircli Angabe eines bequemen arithmetisclien Unterscbeidungszeichens 
fur unsero beideu in Rede stebenden Grattungen. Denken wir namlicli 


die Coefficienten einer bierher geborigen 


Substitution 



derart 


fixiert, dass + d = + 1 wird, so lialen die Siibstikitionen der ersten 
Gattimg ein positives und negatives y, die Siibstitiitionen der meiten 
Gattung dagegen ein negatives ^ und ein positives y. In der That ist 

die allgemeinste Form einer mit O' = (_ J) gleichberechtigten 

Substitution zufolge (2) § 14 

/ad 4" 4" + ftcZ “f" \ 

V — a^ — ac — — ah — he — cd) 


welclie ’ wirklicb als Summe des ersten und vierten (Joefbeienten + 1 
und als zweiten Coefficienten eine positive, als dritten aber cine nega- 
tive Zahl bat. Indem man sodann aucli noch die mit ^ 


gleichberechtigten Substitutionen in allgemeinster Form aufstellt, veri- 
ficiert man muhelos unsere Bebauptungen vollstandig. 

Statt bier iibrigens an die frtilieren Satze iiber die Jicuioniiung 
benaebbarter Doppeldreiecke der Modulteilung anzuknupfen, lultten 
wir aucb rein arithmetisch verfabren und direct niit der bosouderen 
Gestalt der elliptiscben Substitutionen arbeiten kbnnen. blino Obor- 
legung dieser Art bringen wir jetzt bei den paraboliseben Substitu- 
tionen in Anwendung*). 

Sei S' irgend eine besondere parabolischc Substituiioii, so kJumon 
wir dieselbe sogleicb in der Gestalt anschreibon: 




Ibr Fixpunkt ist bei m gelegon. Moge dieser Bruch 

auf seine kleinste Benennung gebracht 

a — 1 A 


(X 

y 


1 


y C 

lauten, so werden wir, unter X eine gewisse ganze Zahl vorHiehend: 
a 1 Xd^ y sasa — Xc 

zu schreiben haben. S' nimmt so nach kurzer Rechnung die (Jestalt an; 


*) IJmgekehrt kOnnte man -wioder letztero dui-ch eine niobr gooinotriscli 
gefasste tJberlegung orsetzen. 
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S' = 


'1 + Ad, ^ 

— XCy 1 — Xch 
Da p ganzzalilig ist, so muss X durcli c teilbar sein. 
demgemass X = ex, so ist 


/I 4“ ^edy KcP \ 
\ — KC^ y 1 — Kcd/ 


Schreiben wir 


Die liierbei auftretende gauze Zahl % nennen wir die Amplitude der 
paraholisclien Substitution S' und bezeiebnen diese letztere genauer diirch 
Sebreiben wir daun kurz S^' = S'y so beweist eine leiebte Recb- 
uung; dass 

Sy! = S'^'y {% — — oo • • • oo) 

ist. Wir luihen also in den S-J die Substitutionen derjenigen cycliscJien 
Gruppe geivonneUy deren Er^eugende die Substitution S' der Amplitude 1 ist 
Da c und d relativ prim siud, so konnen wir ihnen jetzt zwei 
weitere gauze Zablen a, h zugesellen, so dass: 


ad — = 1 


wird. Vermoge der Substitution W: 



transformieren wir sodann 5"^ und finden nacb kurzer Reclmung: 

WS'^-W-^= (q’ i) 

Leicbt ergiinzt man dieses Resultat zum Scblusssatz: Ztvei parabolisclie 
Substitutionen sind stets und nur dann gleichberechtigi, wemi sie dieselbe 
Amplitude haben. 


§ 16. Gleichbereclitigung hyperboliseber Substitutionen. 

Die elliptiscben Substitutionen stauden in engster Beziebung zu 
denjenigen quadratiseben Formen, deren Determinants ein negatives 
einfaches bez. dreifacbes Quadrat ist, und wir batten fiir die para- 
boliscben Substitutionen soeben in gleicber Weise die quadratiseben 
Pormen mit versebwindender Determinants beranziehen konnen. Jeden- 
falls werden wir nun aber die in Ansebung der byperboliseben Sub- 
stitutionen nocb sebwebenden Pragen durch Verwertung der friiher fiir 
die quadratiseben Pormen positiver Determinante erbaltenen Satze 
erledigen. 

Sei einc cycliscbe Gruppe hyperboliseber Substitutionen gegeben, 
deren Erzeugende 



n, B. Vou don ganzzahligen biaaren quadratischeu Formen 

ist. Dib FispimlttB dBrsclbsii findBt niddi durcli NulisBtzBii d6i ^ub.- 
dratisehen Form 

(1) 2y(o^ + 2(d — a)<o — 2/3. 

Der reprasentiereiide Halbkreis dieser Form sei uns zugleicli Re- 
prasentant der Substitution F. Wir merken uns iiberdies noch die 
Determinante der Form (1): 

(2) Z> ==: (a + — 4 , 

sowie ibren Teiler 0. 

Wir haben nun geselien, wie man die Substitutiouen F“ der cycliscben 
Gruppe dnrcli die unendlich vielen LBsungen der Pell’sclieu Gleichung 

t2 _ = <j2 

beratellen kann. Insbesondere entsprang aus der kleinsten positiveu 
LBsung T, U die Substitution F selbst, aus U nnd aber F“. Bs 
■war dabei _ 

und wenn wir* den Bxponenten bierbei wieder die der 

Substitution F" nenneu, so kommt fQr dieselbo die Darstellung*J: 

Wahlen wir jetzt irgend eiue Mocliilsubstituiiou W und tranw- 
formieren durch dieselbe unsere cyclisclie- Gruppe der hy])erbolisclicn 
Substitutionen Es entspringfc dabei eiuo holoedriKch isomorplio 

cycliscbe Gruppe hyperbolischer Substitutionen, welche 

(4) V'(w)^W-^VW(w) 

zur Brzeugenden bat. Der besonderon Substitutioju der Ampli- 
tude n ist dabei F'" mit der gleicben Amplitude n zugeordnet, so 
dass wir jedenfalls fordern werdexx: Sollcn &wci hypcrbolischc Substiki- 


’*') Diese ’ Darstellung stebt insofern in engster Boziehung zu dor frdhoren 
Scbreibart dor Substitutionen p. 164, als die dort mit bozoichnoto Zahl ftlr die 


Substitution gerado die Form h ^ j 


anuimmi. 
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tionen gleicliberechtigt sem, so milssm sie die gleiclie Amjylitude in ihren 
hemglichen cydisclien Unfergru2open Jiaben"^), 

Inzwisclien ist die so gefundene Bedingung fur die Gleichbe- 
reclitigung zweier Substitutionen V, V' noch nieht hinreicbend. Wir 
miissen vielmebr dariiber binaus Bocb beacbten, dass die reprasen- 
tierenden Halbkreise der beiden Substitutionen 

V(m) mid V'((o)== W-^VW(cy) 

niit einander aqui valent sind, indem der eine in den anderen durcb 
Ausfubrung der Substitution W'~^ iibergebt. Zum Beweise geniigt 
es, wenn wir dartbun, dass die Fixpunkte co.2 von V dutch Aus- 
libung von in diejenigen der anderen Substitution V' tiber- 

geben. Setzt man aber fiir co den Wert co' — (i == 2 ), 

so kommt 

F'((u/) — w-^rww-^(co;) = =- 0?;, 

und es ist also co/ wirklicb Fixpunkt von F'. Gleichhereclitigfe hyper- 
bolisclie Siihstikitionen F, V' Jidben sonacli ciqxiivalmite reprdsentiermde 
TTreise*"^). 

Hierin erkennt man nun aber aueb leicbt die ausreicbende Er- 
ganzung der zunacbst angegebenen Bedingung, so dass wir die Prage 
nach der Gleichberechtigung zweier byperbolischen Substitutionen unter 
Verwertung des friiher fiir die Xquivalenz der Formen positiver De- 
terminante erbaltenen Hauptsatzes in folgender Art beantworten: 
Man untersucbe vorab, ob die beiden Substitutionen gleicbe Amplitude 
haben, Trifft dies zu, so transformiere man den die eine Substitution 
reprasentierenden Halbkreis in oben ausfiibrHcb erbrterter Weise in 
die g, das Ausgangsdreieck durchsetzenden Bogeii und fiibre die nam- 
licbe Operation auch mit dein Halbkreise der anderen Substitution 
aus. Die beiden Suhstitiifionen gleicher Amplitude sind dann und nur 
dann gleicliberecMigty wenn wir beide Hale m demselben System von 
Bogen gefuhrt werdefi. 

*) Indessen bemorken wir noeb nebeubei, dass es besondere byperbolisebe 
Substitutionen g^ebt, die mit ihren inversen gleicbbereclitigt sind, wo dann der 
im Texte atisgesprocbene Satz in soforfc ersicktlicher Weise zu ergiinzen sein wiirde. 
Im einzelnen solcben Fall geht der rGpr§.sentierende Halbkreis durch unendliob viele 
mit CD « z aquivalente Punkte. Die beziiglicben quadratiseben Formen sind solcbe, 
die nait Hauptreducierten der Gestalt (a, — a) Equivalent sind. Ofitenbar wird 

also jedo mOglicbe Zerlegung des Binzelwertes D in die Summe zweier Quadrate 
D 2)3 4- a** auf Substitutionen dieser besonderen Art fdhron. 

’*"**) Entaprechend entnehmen wir aus der oben gegebenen Bntwioklung don 
Satz: Gleichberecbtigte elliptiscbe oder parabolische Substitutionen baben Equi- 
valente Fixpunkte. 



268 


ir, 3. Von den ganzzaliligen binilren quadratisclien Formen 


§ 17. Gleiohberechtigung der in der Modulgruppe enthaltenen 
oyelisclxen Untergruppen, 

Endlich wollen wir zum Schluss den Begriff der Gleielibereclitigung 
von einzelnen Substitutionen auf die cyclisclien Gruppen ausdehiien, 
die in der Modulgruppe enthalten sind. Es liegt sebr nabe, class wir 
zwei cycliscbe Untergruppen der Modulgruppe dann gleichberecbtigt 
nennen werclen, wenn sie sicL. aus zwei gleichbereclitigten Modul- 
substitutionen erzeugen lassen. Wenden wir diese Festsetzung zu- 
vorclerst auf die eUi]}tisclien Modulsubstitutionen an^ so entspringt der 
Satz: Alle cyclisclien Untergrupjyen swelter Ordnung tind dcsgleiclien auch 
dlle cyclisclien Untergni^ppen der dritten Ordnung sind gleichhercclitigL Jene 
werden namlicb aus den elliptischen Modulsubstitutionen der Periode 
zwei, diese aus denjenigen der Periode drei erzeugt. 

Benennen wir des weiteren eine cycliscbe Uutergruppe der Modub 
gruppe als eine ^umfassendste^'^, wenn sie niebt in einer nocb um- 
fassenderen gleicbfalls der Modulgruppe angebbreudoii cycliscben 
Gruppe als Untergruppe enthalten ist, so tverden allc mnlassendsien 
cyclisclien Untergrujpgen aus paraholisclien IlodulsuhstUuUoncn mil einander 
gldclibereclitigt sein] denn ilire Erzeugenden sind die ])arabo]iscbcn 
Modulsubstitutionen der Amplitude 1. In der einzelnen solcbeu um- 
fassendsten cycliscben Gruppe werdon dann immer diejonigon Sub- 
stitutionen wieder eine Untergruppe fiir sich bilden, doren Amplitude 
durch eine beliebig gewiihlte ganze Zahl teilbar ist, welcbo letzicrc 
dann die niederste bei den Substitutionen dicser Untergruppe cin- 
tretende Amplitude ist. Der allgemeine Satz ist dann der, dass je 
mei cyclisclie Uniergnipiien x^araholisclier Modulsubstitutionen gleich- 
bereclitigt sind^ wenn die niederstm in diesem Sinne fur die beiden 
Gruppen in Beiracht Izommenden Amxilituden einander gloich sind. 

Anders natUrlicb gestalten sicb die Dinge fiir die aus hyperbolischen 
Modulsubstitutionen bestebenden cycliscben Untergrui)pcn. Bringen 
wir die gleicbberecbfcigten Untergruppen dioscr Art immer in eine 
Classe zusammen, so erlialten %mr leicJit ersiclitlich noch cine tmbegremte 
Mannigfaltigheit soldier Classen ^ aucb wenn wir vorerst ganz allein 
von den umfassendsten bier in Betracht kommenden cycliscben Unier- 
gruppen bandeln. Indem wir namlicb bier etwa nur primitive quadra- 
tisebe Formen zulassen, d. i. solcbe, bei denen a, &, c Zablon ohne cinen 
alien gemeinsamen Teller sind, baben wir offenbar den Satz, dass die 
eben genannten Classen gleichberechtigter cycliscber Untergruppen den 
Classen primitiver quadratiseber Formen positiver Detorminante wecbsol- 
weise eindeutig zugeordnet sind. Dio Anzabl dor letzteren ChisHcn ist 
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aber sclion desbalb unendlicb gross, weil es unendlicb viele positive 
ganzzablige D giebt. Dass iibrigens in zwei gleiebberecbtigten um- 
fassendsten cycliscben Gruppen byperboliscber Modulsubstitutionen 
wieder gleichberecbtigte Untergruppen enthalten sind, folgert man 
leicht, wie vorbin bei den paraboliscben Modulsubstitutionen*). 

Die Betracbtungen der letzten Paragrapben baben die Unter- 
sucbuug der in der Modulgruppe entbaltenen cycliscben Untergruppen 
soweit gefordert, wie wir sie bier tiberbaupt geben wollten. Nacb- 
dem wir damit nun scbon einen Teil unseres gruppentbeoretiscben 
Problems zur Erledigung gebracbt baben, ist es jetzt an uns, zur 
Betracbtung nicbtcycliscber Untergruppen der Modulgruppe vor- 
zugeben. 


*) Eine besondere Stellung nebmen dann wieder die Classen derjenigen 
cycliscben Untergruppen ein, die durcb gewisse Modulsubstitutionen der Periods 
zwei in sicb transformiert werden. Es sind das die Classen, welcbe Operationen 


der Gestalt 


entbalten, bez. deren entsprecbende Pormclassen reducierte 


Pormen der Gestalt (a, — a) besitzen. 



Viertes Kapitel. 

Bespreclmng eiuer lesoiidereii in der Modulgrnppe enthalteuen 

TJntergruppe. 

In den drei voraufgehenden Kapiteln haben wir neben einer Eeihe 
grondlegender Erorternngen unser gruppentbeoretisches Grundproblem 
insoweit bebandelt, dass wir uns iiber die cyclisclien Untergruppen in 
der Modulgruppe unterrichteten. Nun aber bilden die cyclischen 
TJntergrnppen nur einen verscbwindend kleinen Brucbteil aller der 
Modulgruppe angeborigen Untergruppen. Wollen wir also jetzt ver- 
sucben, uns aucb iiber die nicbtcycliscben Untergruppen zu orieiitieren. 
Dabei wird uns das aucb oben bereits wicbtige Hilfsmittel der Funda- 
mentalbereicbe von wesentlicbstem Nutzen sein. Der Plan nnsorer 
Untersucbung ist der, dass wir zuvorderst eine besondere Untcrgruppe, 
die seit lange ber bekannt ist, aufgreifen und an ibr alle diejenigen 
Begriffe erlautern, welcbe bernacb bei der allgemeinen Untersucbung 
der Untergruppen massgeblich werden. Dieser besondercn Uutergrupj)e 
ist das gegenwartige Kapitel gewidmet. 

§ 1. Definition der Untergruppen f' und f'.- 
Zwei besondere Modulsubstitutionen erster Art, die wir, wie aucb 
bisber scbon baufig, nur durcb Angabe ihrer (Joeffici(Uitcn nambaft 
macben, seien; 



Durcb Combination derselben enispringt die dritte: 

/a", /3"\ ^ + Py', «/3' + ^d''\ 

\y", S"J sya' -jr Sy', y^'-j-dd'/' 

Trifft es sich, dass sowohl wie /?' gerado ist, so siolit iiiau, dass 
auch jS" eine gerade Zahl werden wird. Die Substitutionen niit genidem 
geben also unter sich combiniert stets wiedor solcbe, sio bildoii (iino 
Untergruppe der Modulgruppe. Aucb gerade y, y' liabon ciu gorades y" 
im Gefolge, und wir kbnneu insbesondere zusaramenfassend dcsii Hatu 
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aufstellen: Alle Modiilsiibstitiitionen erster Art mit geraden nceitm nnd 
dritten Coefficienten y bilden fur sich eine Grujppe, welclie somit dne 
TJntergruxope der Modulgruppe darstellt Die Coefficienten d der be- 
treffenden Substitutionen sind natiirlich ungerade. 

Die so definierte Untergruppe ist es, deren. Untersucbung das 
gegenwartige Kapitel gewidmet sein soil. Wir bedienen uns bierbei 
einer kurzen Bezeicbnungsweise^ indem wir die Gesamtgruppe der 
Modulsiibstitutionen erster Art, d. i. die urspriiuglicJie Modulgruppe, 
durcb r bezeichnen. Die soeben definierte Untergruppe soli daneben 
mit r' bezeicbnet werden, bis eine sacbgemassere Benennung fiir die- 
selbe gewonnen ist (vergl. den Schluss Ton § 6, p. 283). 

Es handelt sieb nun zuvorderst darum, fiir die Gruppe f' eine 
Theorie zu entwickeln, welcbe an der Behandlung der Gruppe f im 
zweiten Kapitel des gegenwartigen Abscbnitts ibr Modell findet. Ein 
Moment wird freilicb im Laufe der Besprecbung als wesentlicb neu 
binzukommen, und das ist naturgemass die JRlicTibeziehung der Gruppe V' 
auf die Gruppe f, von der sie ja’ eine Untergruppe ist. Gerade in 
diesem Gesiebtspunkte der Riickbeziebung auf f ist die Moglicbkeit 
begriindet, die in Aussicbt stebende Untersucbung der Gruppe V' ber- 
nacli zu verallgemeinern. 

Von vornberein ist fur uns von Wicbtigkeit, dass die Gruppe f' 
gerade wie die Gesamtgruppe P der Erweiterung vermoge einer Spiege- 
lung fabig ist. Hier wollen wir uns aber keineswegs auf eine 
allgemeine Untersucbung fiber die Moglicbkeit einer solcben Brwei- 
terung einlassen, vielmebr geben wir sogleicb zu derjenigen besonderen 
Erweiterung, welcbe uns im folgenden die besten Dienste leistet. Die 
Modalsubstitutionen mit geradem j3, y, welcbe also unsere Untergruppe P' 
bilden, mogen ffir den Zweck der gegenwartigen sowie aucb der weiter 
folgenden tJberlegungen in irgend eine Reibenfolge gebracbt durcb 
1^ • bezeicbnet sein, wobei die ersfce,,t7Q, die Identitat sein 

soli. Wir wollen zur Erweiterung alsdann A (o) = — S verwenden, 
so dass neben jede einzelne Substitution erster Art Vt, unserer Unter- 
gruppe nocb ViA als Operation zweiter Art tritt. Die leicbteste Recb- 
nung beweist, dass die Substitution A mit der Gruppe P' vertauscbbar 
ist, so dass die GesamtJieit der Operationen Vi, ViA thatsdchlich wieder eine 
Grttppe hildet Diese nennen wir die erweiterte Gruppe P' und bezeicbnen 
sie kurz durcb P', wabrend die Operationen zweiter Art ViA der so 
gewonnenen Gruppe aucb wobl v, gescbrieben werden. In ganz ent- 
sprecbender Weise bezeicbnen wir fortan die im zweiten Kapitel ge- 
wonnene erweiterte Modulgruppe dutch f ; in dieser P ist dann die 
Gruppe P' als Untergruppe mthalten. 
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II, 4. Besprecliuiig einei* besoncleren 

Unsere erste Aufgabe soli jetzt die seia, Fundamentalbereiclie fur die 
Gruppen f' und f' zu construieren. Naeh den Erfahrungen des zweiten 
Kapitels wird es vorteilhaft sein, in diesem Betracht mit der erwei- 
terten Gruppe T' zu beginneu, indem wir dann in der That gestaltlich 
fest bestimmte Eundamentalbereiche fiir unsere Gruppen erwarten 
diirfen, wofern sich die Verlialtnisse bier ahnlich gestalteu sollten, wie 
im zweiten Eapitel bei der Untersuehung der Gruppen f, f. 


§ 2. Der Fundamentalbereicb. fiir f'. 


Unter den Substitutionen zweiter Art unsorer erweiterten Unter- 


gruppe r : 


«;(©) = 


am — |3 
ym — d 


stellen diejenigen mit cc — d auf Grand unserer friilieren Eiitwicklangcn 
Spiegelungen dar. Fiir die einzelne solcke Spiegelung ist nacli Formel (5) 
p. 198 der Symmetriekreis durcli 

(1) + y^) — 2ax + = 0 

gegeben, wo nun and y keiner anderen Bedinguiig nnterworfen sind, 
als dass sie gerade genommen werden miisseU; wahrend 

( 2 ) 

ist. 


Die Gesamtheit der in der positiven 3aTbe'b&i%e verlanfenden Sdlh~ 
hreise (1) stellt nun gerade die Gattung derj&nigen HaTbhreisc der Modul- 
teilung (Fig, 36, p. US') dar, wehhe aus je 0 wei Flementardrekchseiten 
msammengeset^b sind. Wollen wir uns uamlich fiir die Kreiso diescr 
Gattung allgemein die Gleichung aufstellen, so beachten wir, dass sie 
alle mit einem unter ihnen, etwa mit dem durch. x — 0 dargestellten, 
aquiyalent bezuglich f waren. Ist aber eine beliebige Modulsubstitution 
erster Art 


r 

(0 


Qg'cQ -f- 
y'co + d' ’ 


and lasst man o' die imaginare co-Axe beschreiben, so besclireibt co 
zufolge elementarer Rechnung den Kreis: 

(3) 2cc'y\x^ + + 2(a d' + + 2/3' 6' == 0. 

Diese Gleichung subsumiert sich unter die Gleichungen (1); dcnn sic 
hat gerade ganze Zahlen zu Ooefficienten, welohe ilbordios der Bodinguug 
(«'d' + /3'/)« — 2cc'y' . 2/S'd''==. 1 

geniigen. Andrerseits aber lasst sich (1) stets auf die Form (3) 
bringen. Benennen wir niimlich den grossten Toiler von (a 4" 0 i*^**^^ fi 



in der Modulgruppe entlialtenen Untergruppe. 
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der docli eine gerade ZaM sein wird, durch 2t, so definieren wir von 
den Coefficienten der Gleichung (1) aus die vier Zahlen a', d' 

dureli: 


/ 

a 


-Z- 


a + 1 
2r ^ 


= — T, 


+ 1 


— ■ 1) 
y 


Die ersten drei derselben stellen sich sofort als gan^e Zahlen dar, 
wahrend man fur die vierte den gleiclien Charakter sehr leicht anf 
Grund von (2) erkennt. Da man endlich noch sofort verificiert, dass 
oc' d ' — p'y' = 1 ist, so konnen wir unsere vier Zahlen als Coefficienten 
einer gewissen Modulsubstitution erster Art ansehen. Indem wir dann 
die Coefficienten von (1) durch a', /S', y', d' ausdriicken, gewinnen wir 
in der That eine Gleichung, welche sich unter (3) subsumiert. 

Nehmen wir auf Grund dieses Resultates aus der Modulteilung, 
wie wir sie von friiher her kennen, alle aus je vier Dreiecksseiten ge- 



bikleten Halbki'eiso heraus, so verbleibt uns diejenige Teilung der 
(D-Halbebene, welche durch die Symmetriekreise der in der Gruppe f' 
enthaltenen Spiegelungen bewerkstelligt wird. Diese Massnahme ist 
nun gerade entgegengesetzt dem tJbergange, welcher uhs oben (p. Ill, 
112) von Fig. 34 zu Fig. 35 fiilirte. Also gewinnen wir jetzt durch die 
Kreise (1) eine mit Fig. 34 kreisverwandte Teilung der o-Halbebene 
in unendlich vide mit lauter verschwindenden Winkeln ausgestattete 
Kreisbogendreiecke, In Fig. C6 haben wir einige derselben entworfen 
und dieselben im Anschluss an Fig. 34 wechselweise schraffiert und 


JEin jedes dieser Dreieclce, z. JB. das in der Figur mit 1 hezeichnetey 
isty so behaupten wir nun, ein Fundamentalbereich fur die erweiierte 
Gruppe r'. Noticren wir gleich, dass unter den drei Randcurven des 

JClo jn-Priclc«, ModulfiinctZonon. 18 
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n, i. Bespveoliung einer besonderen 


SO gewahlten Dreiecks die beiden Geraden durch 00=^0^ x + 1 = 0 
gegeben werden^ wahrend die dritte Seite durch (x + “) 4“ 2/“ “ {y) 


dargestellt ist. Die Punkte des Dreiecks 1 sind also cliarakterisiert 
durch die beiden Bedingungen: 

(4) — 1 ^x x^-+- X + y^^O. 


Dass aber das Dreieck 1 thatsachlich ein Fundamentalbereich fur f' 
ist, folgt nun so. Erstlich sind alle Dreiecke der Fig. 66 mit einem 
outer ihnen z. B. dem Dreieck 1 beziiglich f' aquivalent; denn je zwei 
benachbarte Dreiecke gehen durch die zum bezuglichen Symruetrie- 
kreis (1) gehorende Spiegelung v in einander liber. Da diese Dreiecke abor 
in ihrer Gesamtheit die ganze co-Halbebene bedecken, so existiert fiir 
jeden Punkt der letzteren wenigstens ein beziiglich der f' ilquival enter 
Punkt im Dreieck 1. Waren andrerseits co% (o zwei bezuglich dor f ' 
aquivalente Punkte im Innern des Dreiecks 1, so konntc doch sicher nicht 
o' = -y (o) sein. Denn eine solche Operation v wllrde jedenfalls nicht die 


Form Q haben konnen, da Dreieck 1 ganz iunerhalb eines Funda- 

mentalbereichs von S gelegeu ist. Unsere supponierte Substitution v 
mtisste also einen von 0 verschiedenen dritten Coefficientcn y haben, 


und wir setzen etwa v 


A 

V, s)- 


Dann aber gewiunt der Satz An- 


wendung, dass wenigstens der eine unserer beiden aquivalontou Punkte 


eine Entfernuiig 


i)C ^ 

(d\ CO von einem der beiden reellen Punkte - , — - 
^ -y besitzen muss. Unter Riicksicht darauf, dass gegenwariig y stets eine 


gerade und also a und 8 ungerade Zahlen sind, folgt in dor That aus den 
bezeichneten Lagenverhaltnisson durch eine lei elite Betrachtung, dass 
von jenen beiden Punkten co', co bochsteus der eine dem I)rci(‘ck 1 an- 
gehoren kann. Nun konuto es abor zweitens sein, dass die beiden be- 
ziiglich der f' aquivalenten Punkte o?', co des Dreiecks I durch eiiui in 
jener Gruppe enthaltene Operation zweiter Art v zusanimougeordnct 
waren. Dann spiegele man etwa den Punkt co' an d(ir iinagiurirou Ax(‘, 
wobei er in einen Puukt co" dos in Fig. 66 mit a bezcicluieteu Drei<»cks 
iibergeht. Dieser Punkt co" wurde dann aus co durch eine Hubstitu- 
tion V entspringen, was man jodoch gerade (lurch die dnm scihon bo- 
nutzte Schlussfolgerung als unmoglich erkennt. Das Drcncick 1 birgi 
also keino zwei beziiglicli der f' aquivalente Punkte und ist soiuit 
thatsachlich ein Fundamentalbereich dieser Gruppe, woraus wir nun 
sogleich eine Reihe weitercr Polgerungcn ziohen. 
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§ 3. Die Erzeugenden von f' imd f'. 

Ordnen wir den gerade gefundenen Fundamentalbereicli der F' der 
identisclien Substitution 1 zu, so sind iiberhaupt die samtlicben Dreiecke 
der in Fig. 66 angedeuteten Halbebenenteilung einzeln den Operationen 
V der F' eindeutig zugeordnet, und es entsprecben insbesondere immer 
die scbraffierten Dreiecke den Operationen erster Art v. Hier seben 
wir nuu; dass Punkte o auf der Grenze zweier benacbbarten Dreiecke 
sick selbst beziiglicb der F' immer zweifacb Equivalent sind, indem sie 
ausser durch die identiscbe Substitution noeli durch diejenige Spiege- 
lung in sich selbst transformiert werden, welche eben jene zwei be- 
nachbarten Dreiecke permutiert. Eine bobere als zweifacbe Aquivalenz 
mit sicb selbst beziiglicb der f' kommt nur flir die Ecken der Dreiecke 
vor**^')*, eine einzelne solcbe, in einem reellen rationalen Punkte co ge- 
legen, ist mit sicb selbst oo-fach Equivalent, da sie gemeinsame Ecke 
filr unendlicb viele Dreiecke der Fig. 66 ist. 

Nacbdem wir dies kurz bemerkfcen, verfolgen wir nunmebr die drei 
Spiegelungen der F', welcbe das Dreieck 1 der Fig. 66 in die drei 
uumittelbar benacbbarten, nicbt scbraffierten Dreiecke iiberfubren. 
Diese Spiegelungen nennen wir abgekui'zt a, 6, c in der in der Figur 
angezeigten Reibeiifolge und berechnen sebr leicbt als explicite Gestalt 
unserer drei Substitutionen: 

(1) a{cQ) = — G), &(co) = — m — 2, cCco) — ^ , 

2(30 — 1 

(wobei naturlicb a nur eine andere Scbreibweise flir die sonst mit A 
bezeicbiiete Operation ist). Uberbaupt aber bilden diese drei Opera- 
tion^ a, &, c fur die Gruppe F' das, was die Substitutionen A, J?, G 
fur F waren. In der That erkennt man aus der Kgur, dass (Z, Z>, c ein 
System von Erzengenden filr die e>^weite9'te Gnq> 2 ^e F' bilden, Jede Sub- 
stitution Vy V dieser Gruppe lasst sicb also symboliscb als Product 
aus Factoren a, &, c schreiben, und wir branch en insbesondere, um 
jedes solcbe Product zu bilden, nicbt dieselbe Substitution zweimal 
binter einander oder nocb ufter auszuiiben, da ja a, h, c als Spiege- 
lungen den Oleicbungen: 

b^=l, 

genilgen. Je nacbdem die Factorenanzalil eines einzelnen solchen Pro- 

*) In der That kommt ja unter den Substitutionen v keine elliptische vor. 
Es febleu uSimlich diejenigen jvon der Periode drei, weil ct uud ^ fur die Sub- 
stitiiiionen v bcide ungorade sind und also a + ~ ^ bier ausgoschlossen bleibt; 

ea fehlen feruor diejenigen der Periode zwoi, weil boi diesen — |3y *= a® -f- 1 
sein miisste, wiibrend dock + 1 niemals eiue durch 4 teilbare Zabl seiu kanu. 

18 * 
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ductes gerade oder ungei’ade ist, wird dasselbe eine Operation erster 
Oder z waiter Art der Gruppe f' darstellen. 

Ans besagten Verlialtnissen ergiebt sieh fiir die Substitution en v, 
welclie fur sieb genonimen die Gruppe V' bilden, dass sie sicb aus 
den sechs unter ibnen: ai, ac, be, ba, ea, cb werden erzeugen lassen. 
Aber von diesen seebs Operationen v sind die drei letzten die inversen 
der drei ersten, und da wir bei unserer Fassung des Gruppenbegriffs 
niit der einzelnen Substitution aucb immer dereii inverse gegeben 
denken, so wird man die T' aus den Substitutionen 

(2) s{p) = ab{m), t[m) = ac{p), «<cd) = bc{(x>) 

herstellen konnen. Aber aucb bier lasst sicb nocb eine Reduction vor- 
nehmen, indem ersichtlicb 

u ^ be = ba ' ac — s~~^t 

wird. Die Verbaltnisse gestalten sicb also ganz ahnlicb, wio oben bei 
der Gesamtgruppe f (p. 219, 238). Wir baben den Satz: Die in (2) 
definierten Substitutionen s und t sind Erseugende der Untergriippc f'. 
Explicit lauten diese beiden Substitutionen: 

(3) «(«) = (« + 2, = 

Ibrer Art iiacb sind dieselben, wie die Formeln zoigen, paral)oliscbo 
Substitutionen und zwar solclie der Amplitude 2. 

§ 4. B©r einfaebste Pundamentalbereich. fu-r f', 

Wir wollen die beiden Kreisbogendrciccke 1 mid a dcs vorigeu 
Paragrapben zu einem grbsseren Berciclie combinieren, wolebor das 

in Fig. ()7 dargcsteJJte 
Kreisbofjenvinrcch abgiebt. 
J Hoses Vioreck ist cin Emi" 
" ) dammUdbereleh fur die ur- 
spriingliche ( J'ntergruppe f 
Erstlicb ist nilmlich klar, 
(lass, wo immor wir aucli 
einen Punkt der <n-llalb- 
cbeno lixienm inbgiin, 
— dorselbo slots beziiglicb 
dor Gruppe r' oinon Tiqui- 
valenton Punld im Vier- 
eck Fig, 67 besitzt (der dessen sebraffiertem oder frexein Droiock an- 
gebort, je naebdem jener Punkt selbst in oinein scbraffiertcn oder 
freien Dreieckc der in Fig, 66 angedcuteteji Ebonemlbordockuug gclegcn 
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ist). Andrerseits besitzt unser Viereek keine zwei bezuglich f' aqui- 
valente Pnnkte, was wir in der That bereits p. 274 bewiesen haben. 
Freiiicli sind beziiglich der f', wie die Figur zeigt, die Punkte des Vierecks 
immer zu Paaren Equivalent, indem je zwei sol die stets durcb die 
Spiegelung a zusammengeordnet werden; aber die Operation a gehbrt 
ja als von der zweiten Art der Gruppe f' nicht an, so dass die Punkte 
jener Paare einander bezuglicb f' nicht Equivalent sind^*). 

Bei dieser Erorterung spielen selbstverstandlich die auf der Be- 
randung des Vierecks gelegenen Punkte eine besondere Rolle. In 
der That sieht man, dass die beiden Geraden, welche nach rechts und 
links unser Viereek absehliessen, beziiglich der f' Equivalent aus- 
fallen; denn die eine von ilmen wird durch die Substitution s^co) == + 2 

in die andere transformiert. Desgleichen sind die beiden nach unten 
bin das Viereek begrenzenden Halbkreise beziiglich V' Equivalent, in- 
dem der eine durch die Operation ^(gj) = - in den anderen uber- 

geht. Das sind aber gerade die Erzeugenden der Gruppe f', so dass 
wir den Batz aussprechen werden: Die Gremhreise des Fundamental- 
hercichs der V' sind m Paaren einander zugeordnet, tmd jede^n dieser 
Paare geliort eine der erzeugenden Substitutionen der f' in der Weisc 
dass durch diese Substitution der eine Kreis des Paares in den anderen 
iibergefilhrt tvird. In der Figur 67 ist die Zuordnung dieser Grenzkreise 
durch Pfoile angedeutet. Damit aber das Viereek, in Ubereinstiramimg 
mit diesen Erlauterungen, den Anforderungen eines Fundamental- 
bereichs fiir die f' vollends entspricht, rechnen wir fortan von den 
Randpunkten desselben nur die auf den in der Figur starker niar- 
kierten Grenzkreisen gelegenen dem Vierecke zu. 

Auf diese letztere Bestimmung miissen wir Rucksicht nehmen, 
wenn wir rein arithmetisch die Bedingungen formulieren wollen, denen 
die Punkte des Pundamentalbereichs der f' geniigen. Unter Riick- 
sicht auf die Gleichungen der Grenzkreise findet man dann leicht den 
Satz: Fin PunJet o = a; + it/ gehbrt dann und nur dann dem Funda- 
mentalbereiche der f' an, wenn folgende Bedingungen erfilUt sind: 

(1) — l<ai< + l, + ^ + 

Dabei ist hinzuzusetzen, dass letztere Bedingwng^ so lango wir das 
Zeichen > anwenden^ sowohl fur das dbere wie %mterc Zeichm gelten soU^ 

*) Cranz analog gestaltete sich obeu am^ Sohliisso von II, 1 die Beziehung 
rlcs Funclamentalberoichs einer cyclischen Gruppe zu denajenigen der bozuglichen 
ei’weiterten Grui)pG. Auch dort konnte dor lotztero Bereich aus dem ersfceren 
durch symmetrische Haibioruiag hergestellt werden. 
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dass aber das Glelchheitsmclien in derseTben IwcJistens fur das dbere 
Zelchm + mtreffen darf. 

Uuser oft genanntes Kreisbogenviereck soil jetzt selbst den Nanien 1 
del’ identiscben Substitution bekommen, der vorliin nur seinem scliraf- 
fierten Teile beigelegt war. Der Bereicli 1 wird uns dann als Atis- 
gangsviereclc oder Ausgangsraiim der Grtip^pe V' dieiien, von dem aus wir 
den Substitutionen v der f' entsprecbend die Uberdeckung der ganzen 
oj-Halbebene mit Kreisbogenvierecken leisten. Das einzelne unter 
ibnen soli dann wieder den Namen v der Substitution tragen, durcb 
die es aus dem Viereck 1 entsprang. Die Gesamtbeit dieser don Sub- 
stitutionen V entsprecbenden Vierecke werden alsdann die ca-ilalbebene 
einfach tmd Uidlcenlos bedecken, wic wir durcb scbon oi'ter geiibte 
Scblussfolgerung beweisen. In der That braucben wir aber auf die&en 
Nacbweis bier gar nicbt naber einzugeben; denn wir kominoii vou der 
bekannten in Fig. 66 angedeuteteu Halbcbenenuberdeckung durcb 
Xreisbogendreiecke direct zur jetzt gemeinten Dberdeckung, indeni wir 
jedes scbraffierte Dreieck v derselben mit dem bonacbbartcu freien 
Dreieck va zum Kreisbogenviereck v combinicren, Man denko sicb 
diese Operation insbesondere fiir die in Fig. 66 aufgenoiumencu Droiecke 
ausgefiibrt, wobei man denn aucb erkennt, dass das Vicrock 1 rings 
von den vier neuen Vierecken s^ t, umlageri ist^‘). 

§ 5. Ansatz zttr Riickbeziehxing der Untergruppo f' auf dio 
Gesamtgruppe f. 

Die bisherigen Bntwicklungen zeigcii die grbsste Ajuilogic zwisclioii 
den Gruppen f und deren letztere sicb bis bicrber in dor Thai 

’*') Das A usgangs viereck cler Grup ])0 f' tritt in dor uoucroii Jjiti<ji’atur Ixj- 
reits mebrfaoh auf. Man seho z. B. dio schon j). (ui goruumto Arboifc vou Schwarz 
Or. J, Bd. 76 p. 318 und 319, sowie nauientlich, was die Ihizicbuiig znr Modul- 
teilung angcht, die gleichfalls hcreits oftor genannto Arbeit von Klein in Hd. 1.4 
der Math. Ann. p. 119 u. f. Des weiteron liegt dor frCiher gonannten Arbeit von 
St. Smith iiber die quadratischen Formen poHitiver Dctcrminaritc der Funda- 
mentalbereicb der Gruppe f' als Ausgangsraum zu Urun<lo, oino Abw(iicliung gegen 
unsere obige Darstellung, deren wir bereits bei Gelegonheit (p. y6l) gcjdachtcsn, 
Vor allem aber diirfte es interessant sein, dass sicb sebou boi Gauss ini Voroin 
mit den Substitutionen, wolche hier dio P' bilden, dio Vorstellung <!iuOH in der 
complexen Ebene der den Substitutionen untorworlenon VarJabebju gobigcnion Ibj- 
reicbes findet, welcher ganz unzweideutig mit unseroni A usgangs viereck un wcs(jnt- 
licben ubereinstimmt. Man sehe den dritten Band dor Gauss’sehon Workc p. 478, 
wo sicb die Substitutionen der P' vollig ebaraktorisiert iintloii, und wo dor go* 
meinte Bereich durcb eine Pigur wiedergegeben ist, in dor freilitdi die balbbreis- 
fdrmigen Randcijrven nur mangelbaft zu erkenneii sind. In dor Thai* ist os aber 
aus den an der citierten Stelle bei Gauss vorlicgendon functionontluJorotiBclien 
Bemerkungen unzwoifelbaft, dass Gauss dio riobtige Pigur im Sinno batic. 
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gerade so beliauclein Hess, wie im vorletzten Kapitel die Gruppe F. 
Nun aber soli es gelteii, die Bezieliung zwischen den beiden Gruppen 
r nnd F' zum Gegenstande der Untersueliuug zu macben, und dabei 
kommen wir zn wesentlicb neuen Gesicbtspunkteu. Da die nachsten 
Betraclitungeu durcliaiis auf diese beiden Gruppen eingescbrankt bleiben, 
so eiiauben wir uns fiir die Aquivalenz der Punkte der o-Halbebene 
eine abgekiirzte Bezeichnungsweise. Punkte, die beziiglich der Gruppe 
F' aquivalent sind, solleu kurz „relativ aquivalent^^ beissen, wilbrend 
Punkte, die bezuglieb der Gesamtgruppe F aquivalent sind, schlecbt- 
weg „aquivalent^^ genannt werden sollen. 

In diesem Siniie werden relativ aquivalente Punkte stets aucb 
aquivalent beissen niussen; denn die Substitution welche deii eiiien 
jener Punkte in den anderen transformiert, gebbrt als Modulsubsti- 
tutiou aucli der Gru]3pe F an. Aber nicbt jede Modulsubstitution ge- 
bort der Grupj)e F' an, so dass nicbt beliebige zwei aquivalente 
Punkte darum scbon relativ aquivalent zu nennen sind, Es ist dem- 
nacb aucb sebr wobl moglicb, dass im Tnnern des Fundamentalbereicbs 
der Gruppe F' nocb Paare oder Tripel u. s. w. aquivalenter Punkte 
ausfindig gemacbt werden konnen. Wir wollen geradezu die Aufgabe 
stellen, zu uiitersucben, wie es mit der Aquivalenz der Punkte im 
Innern des Kreisbogenvierecks Pig. 67 bescbafifen ist. 

Um bierliber zu entscheiden, erinnern wir daran, dass aquivalente 
Punkte bomolog in don Doppoldreieckeii der Modultoiluug gelegen 
sind, Indem wir aber die 
Dreiecke der Modulteilung 
in unser Kreisbogenviereck 
eintragon, entspringt die 
nebenstebend abgebildete 
Fig. 68. Wir entncbmen 
aus clerselben den wicbtigen 
Satz: JDer Fundamental- 
hereich der Untergnijppe F' 
stclU einen Complex von molf 
Elementardrciecken der Mo- 
diilieilung dar^ von donen 
die Half to schraf fieri, die 
Hdlfte frei isL Halier ist der eiwelnc Fimkt dos Kreisbogenvierecks slats 
eincr tmter sechs diesem Viereck angehbrigen aquivalenten FunJeten. So 
z, B. haben wir in Pig. 68 und zwar im Elenientardreieck 1 einen 
Punkt 0 ?^ fixiert, Mit ibm sind dami die bomologen Punkte coi, * * *, 
in den iibrigen sebraffierten Dreiecken der Pigur Equivalent.. 
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Wollen wir die Substitutionen ausrechnen, durch welche derartige 
sects aquivaleute Punkte ca^, (d^, • • tos des Kreisbogenvierecks mit 
einander Terbuuden sind, so machf es einen Unterscliied aiis, oh diese 
Pmlcte scliraffierten oder freien Preiecken angeJwren. Im ersterea Falle, 
auf welchen sick also direct Fig. 68 beziebt, nebinen wir im Ele- 
mentardreieck 1 an und findea dann uach Regeln des Torletzten 
Kapitels obne Mtlhe 

COq -(- 1 1 

“o = “ ^7+ 1 ’ 

0,3 = 00 + 1 , = = 

seeks Substitutionen, die wir der Reike nack durch = 1, Fj, • • •; F, 
bezeicknen. Liegen uiisere seeks Punkte kingegen in den seeks freien 
Elementardreiecken der Fig. 68 und unter iknen etwa im Dreieck 
so treten an Stelle der Substitutionen (1), wie man leicht zeigt, 


( 2 ) 


^0; CO 7 

1 —1 

fijj, = 0,0—1, 0,.! = —, 


coa 

^^5 



welcke Substitutionen wir bez. durck F^,' — 1; • • •, Fg' bezeiclincii. 

Die beiden so gefundenen Reiken von je seeks Operationen F; VI 
stimmen nur insofern liberein, als Vo-=V„ F/ == Fi ist; in alien 
iibri gen Fallen ist aber F/ von F/ verschieden. Dieser Mangel an IJber- 
einstimmung zwiseken freien und sekraffierten Elementardreiecken wiirde 
fiir weiter zu ziekende Folgerungen sehr stbrend sein, wenu er sick iiiclit 
durck einen einfacken Eunstgriff llberwinden Hesse. Wir erinnern daran, 
dass der Fundamentalbereick der nur aus Operationen enicr Art bestekoii- 
den Gruppe f' friikeren Erlautcrungen zufolge (p. 191) gcstaltlich in der 
mannigfaltigsten Weise gewaklt werden kann. Habeu wir ilm einmul in 
bestiinmter Weise gewaklt wie z. B. in Fig. 67; wo danu die Randcurvon 
zu Paaren einander relativ aquivalent sind, so hindert nickts, dass wir 
an irgend einer Stelle des Randes ein Stuck aus dem Bereickc licraus- 
Ibsen und auf dieses gesondert diejenige Substitution der Untergruppe 
r' anwenden, welcke es an der beziaglichen, relativ aquivalcnton Stelle 
des Randes ankangt; der so modificierte Bereick wird obensowokl ein 
Fundamentalbereick von f' sein, wie dor ursprtinglicke. Derartige 
Gestaltanderuiigen mbgen wir nun auck wiederkolt anwenden, xinmer 
werden wir dock so zu neuen Bereicken gefllkrt, die gleickfalLs J^^lnda- 
mentalbereicke fur f' abgeben. Um einen kurzen Ausdruck zu liaben, 
wollen wir die in Rede stehende Operation als j^erlanhte Abanchrmig^^ 
des Fundamentalbereichs benennen. 
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Durcli erlaubte Abanderung des Fundamentalbereiclis Fig. 68 
konnen wir nun ubereinstimmung zwiscben den zu den freien und 

schraffierten Dreiecken geborigen - ■ - 

Substitutionen Vj V' erzielen. In • — j V - "' 

der That trenne man zuvorderst ■ ■ 

yom Bereiche Fig. 68 die drei links — —■ 


von der Linie x = — — gelegenen ^ 

Elementardreiecke ab und trage 
sie durch Ausiibung der Sabstitu- 
tion s(g>) = c» + 2 an der rechts 

liegenden geraden Grenzlinie des f/ 

Bereiches wieder an. Dadurcli ^ ^ h- ^ V ^ 

erhalten wir die nebenstehend ' 1 — T ) ^ — Tp: — 1 

(Fig. 69) wiedergegebene Gestalt ^ ^ ^ 

fiir den Fundamentalbereich, wo- 

bei man vor allem darauf achtgeben wolle, in welcher Zuorduung nun 
die Raudcurven relativ aquivalent sind (es ist dies in der Figur durch 

Pfeile angedeutet). Im jetzt erlial- 

tenen Bereich schneide man noch 

die links iinten und rechts unten ~ r - ^ ^ 





77 

M 

1 

1 

1 

o J 




gelegenen Elementardreiecke ab 






und hefte sie durch Ausfiihrung 

der beziiglichen Substitutionen v 

an don relativ aquivalenten Stellen 

(d. h. in der Mitte unten) wieder y 

an; dorgestalt ontspringt Fig. 70. \ f X \ 

Wollen wir nuii miter Zu- - 

grundelegung dieses Fundamen- / \{/^ 1 

talbereichs die sechs Substitu- f ^ f i 

tionen bereclmen, welche einen \ o J \u^-f J 

Punkt Ofl otwa des Doppel- 
dreiocks 1 in die sochs im Bereich 

gelegenen aquivalenten Buukte uberMiren, so zeigt sich thaisachlich ein 
Unterschiod zwischen schraffierten uiid freien Dreiecken niclit mehr. 
In jedem Falle erhalten wir: 




da die bisher mit diescr Bozeichnung belegtou Substitutionen (1) nicht 



... ""0 * 

Oj = 

(Uj) + 1 , 

— 1 



Og = 

U; die wir 

jetzt Fo = 1, 

v„ ... 
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weiter in Betracht kommen. Diese FI siiid denn aucli bereits iu der 
ricbtigen Folge in Fig. 70 eingetragen. Den so gestalteten Funda- 
mentalbereicli (Fig. 70) fur die Untergruppe T' wollen wir bei den 
niicKsten Betraclitungen zu Grunde legen. Wir betonen ausdrucklicb, 
class sich clerseTbe aiis (/ctvisscn seeks JDop^yeldreieckm der Modulteilu'i^g 
zi ismnmensetzen Idsst. 

§ 6. Reprasentantensystem iiiid Index fiir die Untergruppe f . 
Bezeiclinung statt r\ 

Eiii vbllig beliebiges Doppeldreieck der Modultoiluiig trage im 
fruher erorterten Sinno den Nameu der Substitution V. Isi also o' 
eia Punkt iin „Timerii^' dieses Dreiecks, o aber scin ilquivalcutcr Punkt 
im Aiisgangsdreieck der Gru^^pe f , so ist 

(1) co' = F(o). 

Der Punkt w besitzt aiidrerseits einen relativ aquivaleiiLeu Puiiki o" 
im Fuudamentalbereiclie der f', und es sei etwa o' == 'y/,(o"). Den- 
so geineinte Punkt g>'' liege nun im Dop 2 )eldreieck V, dor Fig. 70; so 
dass o" = F(o) und also weiter 

(2) o' = n‘F(o) 

wird, wobei co und o' wieder die in (1) euihalteueii Puiikto siud. Da 
wir aber o' im „Inueru^^ seines Drciccks V annalimcn; so wind die I'unkto 
o und o' nur einfach aquivalent, und wir duiieii aus (1) und (2) aul‘ 
die Identitat der Substitutionen V und v/^Vi sebliessen. Jedc bdichige 
ModiilsiibstiUdion erster Art V Ulsst sich sonach in der Gestalt: 

(3) V — v/c Vi 

darstellen, und Zivar nur In einm^ elnzigeM Weisc, wie wir nun notdi 
zeigen wollen. Gesetzt uilmlicli, es gabe fur V neboii der Darsiollung (3) 
nocli eine zweite Vj^Vi, so ware 

VAcd) = vrHnVi{a>) -= ^^.F(o), 

wobei wir unter o jedeii beliebigen l^unkl verstelien durfou. Hei dorselbo 
jetzt im Ausgangsdreieok der Gruppe f gelegeii und zwar iiu ^^Innerid^ 
desselbeU; so liegen die beiden Punkte F,(co) und F(o) iru ,;lunoru^^ 
des Fundamentalbereiclis der Gru^jpe f'. Diesrdben siud nun auf (irund 
der letztcn Gleiclumg relativ aquivnlent; dcshall) niusson sic Insi ilirer 
bezeiclnieten Lage coincidieren. Oberdies siud diesclben aucU nur einfach^ 
relativ aquivalcnt; wir haben sonacli «=* 1 , d. i. Vk =«« Vw* 

und eben deshalb Vi — F, was zu zeigen war. 

Wenn wir nun auf Grund dos gewonnenon f^alzcs das Wubsiiiuiioni'n™ 
schema ansclireiben: 
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SO timfasst dasselhe die Gesamtlielt der Biibstihitionen der Qnippc f, und 
es ist jede einxelne derselben auch rmr einmal aufyefiihrt Die Substi- 
tutionen der Gruppe f erscheinen so der Untergruppe f' entsprecbend 
iu secbs Classen (Horizontalreiben des Schemas) angeordnet, wobei die 
erste Classe gerade die Substitutionen der Untergruppe f' nmfasst. 
Die einzelne dieser Classen ist vollig charakterisiert durch Angabe einer 
einzigen ilirer Substitutionen; wir wollen sagen, dass jede solche Sub- 
stitution ihre ganze Classe rejorlisentierL Es liegt offenbar am naclisten, 
zu diesem Ende die in der ersten Verticalreilie des Schemas (4) unter- 
gebrachten Substitutionen Fq = 1, F^, F 2 , • * •; F^ selbst zu verwerten. 
Wir drilcken diese Sachlage durch den folgeuden Satz aus: Die seeks 
SiibstUiiUoncn Fq = 1, F^, F^, • • F 5 hilden ein der Unterffrujjpe F' entr 
sprcchendes Iteprasentantensystem fur die Gesamfgruppe f oder, aasfiiJir- 
licker gesproehen, filr die seeks Classen, in 'welehe sick die Siibsbitutionen 
von r der ITntergrtippe f' entsprecliend spalten. 

Tin Anschluss daran wollen wir hier noch eiiien Ausdruck ein- 
filhren, der gclegentlich schon im vorigeji Abschnitt genannt wurde 
und in der Polge vielfacli aiiftritt, Um die Amakl der Eeprasen- 
tanten F liervortreteu zu lassen, werden wir fortaix sagen, die Gruppe 
F' hale als Untergruppe von f dcfn Index sechs'^'). Dieser Index in 
Bezug auf die Gesamtheit F moge nun geradezu in die Bezeichnung 
der Uutergrupi )0 aufgenommen werden. Wir wollen nlmdick forian 
statb der vorlanfiyen, JBexeicImwig F' die inhalbreickere Bexeiclmung F in 
Anwmidung hringen. In diesem Slune bonnte die Geaamtgruppe F 
auch als F^ bezeichiiet werden***”-^')- 

*) Wir nehmen hier ersiohtlicli nur die i). 140 begonnenen Entwicklungen 
wiedor auf. Es handclt sich hier wie auch im folgondon Paragraphen mii gaiiz 
elementaro S'atze der Grupi^cnlheorie, die als solchc wohlbckannt sind. Das Eigen- 
tiinilicho dor im Texte gegobenon Darstellung liogt in der fortwahrendeu Bezug- 
nahme auf die JPiguren der o-Halbobene. 

**) Wie hier der Fundamentalboreich der fg sich aus secJis Fundamental- 
borcichen der V aufbaut, so fanden wir oben in § 4 den Fundamentalhereich 

der F' aus zwei fundamental boreichen dcr F bestehend; in der That haudelt es 
sich hier uin einander entsx^rechende Satze, indom nilmlich f' als Untergruppe 
der r' vom Index zwei zu bezeichnen ist. Ebenso nmfasst der Fundamontal- 
boroich von f zwei Fundamentalbereiche von F (zwei Elementardroiecke). Wir 
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§ 7. Die Tr als ausgezeichnete TJntergruppe. 

Sei F irgend eine beliebige Modulsubstitutiou erster Art, so 
wolleii wir jetzt die Siibstitutionen Vk der TJntergruppe Tg durcli V 
transforniieren. Die einzelne Substitution Vk gehe dabei iiber in Vk ^ 
so dass 

( 1 ) Vj! V—'^viV 

sein wird. Die Gesamtbeit der so entspringendeii Substitutionen vC 
bildet, wie wir wissen, wieder eine Gruppe, welche vernioge der Zu- 
ordnung von Vk und Vk holoedrisch isomorpb auf bezogen ist. De- 
zeicbnen wir die Gruppe der Substitutionen Vk mit F^^ und nelimeii 
flir dieselbe eine bereits im vorigen Kapitel bei den cyclisclien Unter- 
gruppen zur Verwendung gekonimene Ausdrucksweise wieder auf, indem 
tvir die TJntergrioppe F/ mit Fq inncrlialh der Gcsamtgruj)j[)e F glclcli- 
lerecMigt nennen^ was wir symboliscb durcli 

(2) r; = F-^F,F 
ausdriicken wollen. 

1st F eine Substitution der Gruppe Fg selbst, also K— Vi, so iblgt 
aus der Gru 2 )peneigenschaft von Fg, dass Fg^ ideiitiseli mit Fg wird: 

Hieraus aber folgt weitor, dass die Substitutionen der oinzoJnen Hori- 
zontalreilie des Schemas (4) § G, zur Translbrmation von Fg angcw^andt, 
stets wieder auf die namliclie zu Fg gleichbereclitigte Griipiic fiihroti; 
denu es ist stets 

{v.nr,)-^r,(v,^v;) = r,v,u)r^- -= Fr^HiF-, 

welches auch die besonders ausgewalilte Substitution ist* 
folge belwmmen wir bereits alle mit Fg gleichberechtigten Untergnq)2)ou, wemi 
wir mr Transformation nnr die scclis Siibstitutionen des Jicprdsenianten- 
systems verwenden; die Zahl der mit Fg gleichberechtigten Untergrnppenf diesc 
selbst als solche mitgemhlt^ kann daher den Index G der Untcrgruppa Fg 
nicht iiber schreiten, 

Es ist aber gar nicht notig, dass die Anzahl dor vorscbiedenen, 
solchergestalt mit Fg gleichberechtigten Untergruppen wirklich d(mi 
Index 6 gleichkommt, und in der That gcstalteii sich die VerluiU” 
nisse hier derart, dass Fg nur mit sich selbst gleichbercchtigt erscheinty 
d, 1 l durch jede irgendwie gewahlte Modulsubstitution erster Art V in 

baben hier tiberall Specialfalle eines spaterbin horvortretondon allgomointm Batztm, 
den wir sebon bier in foigender Weise formulieron: Wenn dm (hmppe in dner 
;2weiten als Untergruppe mm Index fi enthaltevi ist^ so umfasHt der Fundamental- 
bereich der er&teren Gruppe (i Fundament alb ercicJie dor moeilcn. 
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slcli transformiert tvird. Greifen wir namlicli eine "beliebige Substitution 

'y* **) = I ' auf uud beneunen zum Unterschiede die Coefficienten 

von F durcb lateinische Budistaben, so ist die in (1) definierte Sub- 
stitution vi gegeben durcb: 


/adcc cdp — ahy — hcd, — + ^d(a — d) -f- 

\ a^y — ac{a — d) — — leu — cd^ + ahy + ads) 


Da nun bei geraden y sowobl a wie d ungerade sind, so isfc 
{a — d) gerade^ und Vj! selber geliort, welcbe Modulsubstitutiou erster 
Art aucb F sein mag, der Untergruppe fg an, 

Eine Untergruppe, welcbe durcb jede Substitution der Gesamt- 
gruppe in sicb transformiert wird und also innerbalb derselben nur 
mit sicb selbst gleicliberecbtigt ist, beisst in der Gesanitgriijype ans- 
gemiclinet oder eine ausgezeiclinete TJntergrii^y^e der Qesamtgni/ppe^). In 
diesem Sinne nennen wir eine ausge^eichnete Untergruppe der Modiil- 
gruppe f. Wir briugen das so gewonnene Resultat sogleicb zu einer 
sebr wiebtigen Verwenduug. 


§ 8. Endlicbe Gruppe Gq, der fg entspreebend. Die r 2 ‘and 
die drei gleicbbereobtigten 

Auf Grund der eben gewonnenen Sutze werden wir jetzt der aus- 
gezeiebneton Untergruppe Vq eine endlicbe Gruppe seebster Orclnung 
zaorduen^); die wir dami sogleicb selbst wieder in zweclcmassiger 
Weise verwenden werden. 

Wir greifen irgend zwei Modulsubstitutioiien erster Art auf, die 
wir an der Hand dos Schema (4) § 6 in der Ponii ViVj sebreiben. 
Die erste soil also der (li -f- die zweite der (j -f* Horizontal- 

reihe cles Sebemas angelioren. Wir combinieren diese beidon Substitu- 
tionen, indem wir auf die Variabele co erst die zweite, dann die erste 

*) Man bestiltigt solbrt iiacbtrliglicb, class z. B. auch die ursprunglicbo 
Modulgrupi^c r eine aufigezeicbncto Untergruppe der erweiterten f, des weitereu 
r' To cine solclie der F' ist. Fur die Begriffsbestimmung dor ausgozeiobneten 
Untergruppeu vergleiche man ilbrigena „lkos.“ p. 6, 7, sowie die dorl gonannten 
Werke Uber Gmppontheorie. 

**) 2nr liegolung der Bozoichnungsweise fiihren wir liier ausdrucklicb an, 
dass durch griechische Buchstaben fortan stets Untergruppeu der Modulgruppe 
bozoichuet soin sollen, und dass die unten atigehangte Zahl ft jodesmal don Index 
derselben in Bezug auf f bedeutet. sollen anderweitig eintretende Grnppcn 
soin, und es soil daboi iinmer imtor dor angeliangtcn ZaM n deron Ordnung ver- 
standon sein. 
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Substitution angewandt denken. Es entspringt dergestalt die Substitu- 
tion Aber auf Grand des Umstandes, dass ausgezeichnet 

in r entbalten ist, koonen wir stets 

setzeiij wo eine bestimmte andere Substitution der Gruppe F ist. 
Indem wir dann noch V/^Vj ausrecbnen, was 
( 1 ) 

geben mogOj sebreibt sich unsere vorhin erzeugte Substitution: 

Vr^V^V^Vj = VgVkVltVj =« VgVk'Di • = VnVm- 

Infolge (1) ist der Zablwert von m bier einzig und alleiu von h and j 
abbangig, so dass wir den Satz aussprechen: Comliniert man in vor- 
gescliriehmey' Beihenfolge stvei vollig heliehige Suhstitutionen mis iestimmten 
mei Sori^ontalreilien des Schemas mit einandcr^ so entsimingt cine Sub- 
stituiiony die einer hestimmtm dritten Hori^onialreihc angeliorL Combi- 
nieren wir z. B. zwei der namlichen Horizontalreihe angeliorende Substi- 
tutionen mit einander, so fiuden sicb durcb Heranziehung von (S) p. 2 SI 
naeb leichter Zwisebenrechnung die Kesultate: Zwei Substitutioneii der 
zweiten Reibe geben eine solche der dritten, zwei Substitntionou der 
dritten Reibe aber eine solobe der zweiten, walirend eine Substitution 
der zweiten Reibe mit einer solcben der dritten Reihe in belicbigor 
Reibenfolge verbunden stets eine der ersten Reibe angehbrige orgiobt. 
Geborten aber die Substitutionen entweder beide der vierten odor der 
funften oder endlich der secbsten Beibe an, so entspringt durcli ill re 
Ooinbination stets eine solcbe der ersten Beibe*). Es beruht dies Ver- 
balten, wie wir ausdriicklicb betonen, nur darauf, dass F^j cine axis- 
gezeicbnete Untergruppe von F ist. 

Diese Verbliltnisse gestatten jetzt eine .ueue AufTassungsweise, die 
wir durcb folgende Gberleguixg einfuliren. Bei deni ebon erluiltenen 
Satze war die Unterscheidung der Substitutionen einer und dersolbeu 
Horizontalreihe des Schemas verwiscbt, wahrend daftU* di(^ vcrscliiecb^iion 
Horizontalreiben gegeu einander streugo gesondert wunui. Wir werden 
jetzt demeutsprecheud die Substitutionen jeder einzelnen unserer llori- 
zontalreilien und insbesonderc die Substitutionen v der Untergruppe 
Fg als von einander nur unwesontlich verschicden anseben**), was wir 
dadurch ausdrucken wollen, dass wir imter Einfiilirung einos Acjul- 
valenzzeiebens 

VffOOVAj VgViC\)VuVi 

•*') Man vergX, tibrigens die sogleich folgcnden Formoln (S). 

Wir machen scbon hier darauf anfmerksam, dwn wir dioHon Hchriit bab 
digst (in §11, p. 294) durcb eine elegante gcoiuoferiHcbc MaaHnabmc 8tnt55en werdoni. 
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sclireiben, gleicligiiltig welclie ganzen Zahlen liier g und li sind. Wir 
konnen dementsprecliend sagen: Sdbdld wir die Siibstitntionen der Unter- 
gruppe als unter einander niclit verscliiedeti anselten, rediiciert sich die 
Gesamtheit der Modidsiibstitutionen O'ster Art ciuf niir secfis verscliiedene 
Operationen Vq, V/,-- V^' (tvobei V/ nocJi eine ganz tcillkUrliche Operation 

dei' (^ + JELorizontalreilie des oft genannten Schemas sein hami). 

Zwei unter den seeks gewahlten Substitutionen geben mit 
einander eombiniert eine Substitution^ welclie im Sinne der gerade 
getroffenen Verabredung mit einer dritten unter ihnen fur identiscli gilt: 

(2) F/F/r^F/. 

Dabei werden wir den am Eingang des Paragrapben entwickelten Satz 
iiochmals dabin ausspreeben, dass den beiden in (2) gerade vorliegenden 
Zohleu i, h diese ganz bestimmte Zalil I zugeordnet ist^ volllg nnablidngig 
davo7i, welche besondere Substitution F/ ivir aiis der einzelnen Horimitdlreihe 
ausxvdldien. Wir wollen demnacb fur F/ kurz wieder F und insbesoudere 
fiir Fq' 1 sebreiben, indem wir zu vorliegendem Zweeke statt der all- 
gemeinen F/ wieder die p. 281 eingefiihrten Reprasentanten der seeks 
Horizontalreiben beranzieken. Einige besondere Palle der Formel (2), 
aus deneii sich alle iibrigen Oombinationen unserer seeks Substitutionen 
loiebt berstellen lassen, baben wir bier zusammengestellt: 

, Y/csjVi , FiFsCnjI , 

(3) , F/rol , F/cv)l , 

FiF^ojF,, FiFjCoF^. 

Jetzt werden wir otfenbar auf Grund der Formeln (2), (3) den 
Satz ausspreehen kbniien: Vermoge unserer neuen Auffassung bilden die 
Operationen F cine Gruppe; dieselbe ist von sechster Ordmmg^ so dass 
IV Ir sie als 6r^, benennen werden^ und erweist sich vermoge (3) als eine 
Diedergruppe, Wir wiederholen: Die Gesamtgruppe f reduciert sich auf 
eine Dieder gruppe G^, sobald man die sdmtlichen Substitidionen der r(. mit 
einer unter ihnen z, B, der identifeit 1 als ideniisch eracJitet 

Endlick lukren wir fur diese Ferhaltnisse eine kurze Bezeiclmuugs- 
weise eiii; welche die Sachlage in besonders ekarakteristiseker Weiso 
kennzeicknet. Wir kbiuien namlich offenbar sagen^ dass zwischen einer 
Biedergruppe (r^. und der Modulgruppe f das Verhdltnis des Isomorphismus 
vorliegi; freilich ist dies ein Isomorphismus von unendlich holier Meroedrie, 
Der einzelnen Operation F der welcke man sich in irgend einer Form 
gegeben denken kann wird dabei die Gesamtheit der in einer be- 
stinamten Horizontalreike von (4) § G ejitkaltonen Modulsubstitutionen 

*) Man denke z, B. an die in „lkoa,“ zur Behandluug komiuenden Dieder- 
griippen 
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zugeorduet sein; der einzelnen Modulsubstitution aber eaitspricbt um- 
gekehrt nur eiiie bestimmte Operation der Qq, Es ist bei isomorplier 
Zuordnung zweier Griippen ein allgemeiiier Satz^ dass der identisclien 
Substitution 1 der Gruppe kleinerer Ordnung in der anderen Gruppe 
die Substitutionen einer in dieser ausgezeicbneteji Untergruppe zu- 
geordnet sind. Das trifft bier, wie wir bemerken^ in der That zu^ in- 
dem der Operation 1 der Gq die Substitutionen v der entsprechen. 

Hier nun sogleich unsere weitere Verwertung der Diedergruppe G^. 
Innerhalb derselben kommen zwei Arten cyclischer Untergruppen in 
Betracht*^). Erstlich haben wir eine in der G^ ausgezeiehnete Unter-' 
gruppe dritter Ordnung Gg, welche die Substitutionen urn- 

fasst, sodami sind drei gleichberechtigte G^ der zweiten Ordnung 
zu nennen, welche einzeln neben der Identitat 1 noch die Substitu- 
tionen Fg bez. F4, Fg enthalten. Jedm' dieser vier Untergrujypen ist 
min in der isomor^lien Gru2)pe f noUvendig eine Untergruppe mgcordnet^ 
so dass wir dergestalt ini ganzen zur Kenntnis von vier neuen Unter- 
gruppen der Modulgruppe gelangen. Da haben wir erstlich dor ( 3 g 
entsprechend eine Untergruppe, in welcher die Substitutioueu der 
ersten drei Eeihen des Schemas ( 4 ) § 6 vereint sind. Wollen wir ihr 
entsprechend die Substitutionen der Gesamtgruppo f in ein Schcjna 
anordnen analog, wie ( 4 ) § G der Fq entsiiricht, so ordnen sich die 
ersten drei Reihen von ( 4 ) § 6 nun in dor ersteii Uorizontalreihe des 
neuen Schemas an, die folgenden drei Reihen von ( 4 ) § G aber in 
einer zweiten. Wir haben also eim Untergruppe voni Index moel, 
gefunden tmd iestdtig&i% noch muhelos, dass sic in • f amgeeidchnet mi- 
halten ist 

In vollig gleicher Weise finden wir, dass den drei gleichberexh- 
tigten Untergruppen G^ d&' G^^ in der Modulgruppe drei gfcichhcrechiigte 
Untergruppen vom Index drei Tj, fg', f." entsprechen, wolclu) einzchi neben 
den Substitutionen der bez. noch diejenigen dor vierton, (ilnrt<iii und 
sechsten Reihe ( 4 ) § G umfassen. In dor That (blgt ja die Existenz 
dieser Untergruppen auch schon direct aus den in dor mittlorcn Iteihe 
von ( 3 ) angegebenen Formelu. Nur dass sie glcichberccJiiigt sind, kinmio 
man auch noch auf directem Wege zai ])estrifcigcn wiinsohcn. AIxir in 
der That finclet man dutch Riickgang auf die unter ( 3 ) p. 281 angegebeno 
Bedeutung der Substitutionen F& 

vr^ • . F, == ^ 

sowie andrerseits 

***) Man sehe libor die Stmetur der Diodorgru]>}>(5 ]). 0 u. (*, nml vor- 

gloicbe ilbrigens auch die Fornu‘lgruj)pG (S) des Textea, 
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Fo-i • V,ny^^ * F2 = Vn • Fg-IF.F^ = 

wodurcli die Gleichberechtigung der drei in Rede stehenden Fnter- 
gruppen fg zur Evidenz gebraclit ist. 


§ 9. Die I*tLndamentalbereich.e der gleiebberechtigten. fg . 

Piir die drei gleicbberecbtigten Untergruppen fg des vorigen Para- 
graplien sollen nnnmebr zugehorige Fundamentalbereicbe angegeben 
werden, was durcb zweckmassigen Gebraucb des Fundamenfcalbereicbs 
der Untergruppe fg ohne besondere Mube gelingt. Beginnen wir so- 
gleich mit der ersten unter unseren drei Gruppen fg, welcbe die 
Substitntionen VkV^ entbalt, erinnern nns der expliciten Gestalt 
der n,, ^welcbe keine andere ist als die Substitution S, und nebmen 
librigens den Fundamentalbereieb der fg in seiner ursprunglichen durcb 
Fig. 67 Oder 68 (p. 276, 279) gegebenen Gestalt an. 

Da fg in der vorliegenden fg als Untergruppe enthalten ist, so 
kann man fur irgend einen beliebig in der Halbebene aufgegriffenen 
Punkt einen beziiglicb der fg aqui valent en im Bereicb Pig. 68 sicher 
nacbweisen. Liegt dann etwa dieser aquivalente Punkt nicbt von 
selbst sebon innerhalb der beiden zur imaginaren Axe parallelen 

Geraden = + -^ , so konnen wir ibn ersicbtlicb durcb Ausiibung 

der Substitution Fg = /S oder Fg”^ = welcbe ja beide der fg 

angeboren, in den zwiscben diesen beiden Geraden 
verlaufenden Teil des Bereicbes Fig. 68 binein ver- 
legen. Dieser bierneben in Fig. 71 zur Darstellung 
gebrachte Teil des Fundamentalbereicbs der fg weist 
sonacb fur jeden Punkt der Halbebene einen be- 
zuglicb der fg aquivalenten auf. Aber es kann 
andrerseits keine zwei beziiglicb der fg aquivalente 
Punkte €»,(»' in seinem Tnnern geben. Sicher ist 
namlicb ausgescblossen , dass zwei solcbe etwa cxi- 
stierende Punkte durcb eine Substitution v mit ein- 
ander correspondieren. Bs ware soinit 

o' = VkV^icoi), 

Nun ist aber bei der Lage von co entweder Fg(o) oder im 

Bereicbe der Fig. 68 gelegen. Nennen wir diesen Punkt o", so ware 
(o = F 3 ^^(£o") und o' = t7jfcF3Fg*^(co") = Vi{(Q")y eine Gleicbung, die 
desbalb unmbglicb ist, wcil wir in Fig. 68 einen Fundamentalbereieb 
der r^. besitzen. Wir erhmncn sonacli in Figur 71 einen Fundamental- 

K loii»-3b^rioko, Modulfuuotionen ID 
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hereich der Gru 2 >j)e Tg*) und liaben nur noch festzusetzen, welclie 
Randpiinkte dem Bereiche zugehbren sollen. In der That sind diese 
ja wieder paarweise hezuglich der fg aquivalent^ indem die linke gerade 
Greiazlinie durch Anwendung von = S in die rechte ubergeht, die 
beiden unteren kreisformigen Eandcurven aber vermoge der Substitu- 
tion V = t correspondieren. Diesem Sachverhalte entsprechende Fest- 

setzungen, welche wohl keiner weiteren 
Erlauterung bediirfen, sind in Fig. 71 
angedeutet. 

Fiir die beiden Gruppen fg' und 
fg" tritt eine vollig analoge Uber- 
legung eiU; die wir eben deslialb hier 
nieht ins einzelne auszuluhren brauchen. 
Bei der fg' beachte man, dasi mit 
der Substitution T identisch ist, und 
dass deshalb in dem in Fig. 72 an- 
^ gedeuteten Bereiche fiir ioden Punkt 

ti***-/ O ^ 

72 . der Halbebene ein bezilglicb fg' aqui- 

valenter zu finden ist. Da sicli aber 
auch keine zwei beziiglich fg' aquivalente Punkte in demselben linden 
lassen, so ist er Fundamentalbereich von fg'. Ebenso findet man den 

Fundamentalbercich fiir fg" in der in 
Pig. 73 gegebenen Gestalt. 

Hier ist es nun besonders lehr- 
reich, die Beziehungen der drei ge- 
fundenen Fundamentalbereich e u uter 
einander naher zu verfolgen, und wir 
entwickeln zuvorderst einen darauf 
beziiglichen allgemoinen Satz. Jrgend 
eine unserer bisher gofundenen Uiiter- 
gruppen nennen wir und bozoichnen 
deren Substitutionen voriibergeliend 
selbst wieder durch 1, 
wlihrend ihr Fundamentalbereich 
heissen soil. Es giebt dann zum beliebigen Punkt oj' der Halbebene 
nur einen beziiglich aquivalenten Punkt a> in I'),: 

(1) 0j' = ®i(c5). 

Wir haben hier eine neue Bestatigung des in der Note p. 284 dngegcboiven 
Satzes. In der That bemerke man, dass Tq inuerhalb der H, Uniergruppe vom Index 
zwei ist; dem entspricht es clenn, dass sich der Fundamontalbei'eioh dor uus 



Fig. 73. 
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Jetzt fiihren wir irgend eine beliebige Modulsubstitution erster Art V 
auSy die wir uns wieder im Sinne von p. 166 durch eine ,jBewegung^‘ 
der Halbebene in sich bewerkstelligt denken. Der Fundamentalbereicli 
Fft gehe dergestalt Tiber in den Bereich FJ, wobei die neuen Rand- 
curven gerade in der Polge einander zugeordnet sein sollen^ wie die 
ursprunglicben. Zngleicb geben durch unsere Transformation die beiden 
soeben mit m nnd o' bezeichneten , durch (1) verbundenen Punkte in 
= V(cci) und Oi' — V(co') uber, welche letztere dann olfenbar durch: 
co/ = rv,r-^(a>,) 

verbunden sind. XJnter Riicksicht auf die Bedeutung von F^ folgt 
sonaeh ohne weiteres, dass ein beliebiger Punkt der Halbebene in einen 
und nur einen Punkt des Bereiches jF/ durch eine Substitution aus der 
Reihe VvqV~^, Vv^V'~^, Vv.jV~~^y *• - libergefuhrt werden kann. Aber 
das sind gerade die Substitutionen der mit gleichberechtigten 
Untergruppe fu' = so dass wir den Satz gewonnen haben: 

Transformieren wir irgend eine vorliegende Diitergruppe durch eine Modul- 
substitution erste>^ Art V, so erlialten wir einen Fundamentalhereich der 
neuen Untergruppe aus dem der erstereny indem wir auf diesen die su V 
inv&>^se Substitution F"^ ausuben, 

Diesen Satz wolle man nun durch Binzelbetrachtung der drei 
fiir die Untergruppen r 3 angegebenen Pundamentalbereiche bestiitigen. 
Es ist, wie man durch explicite Rechnung sofort beweist, z. B. 

( 2 ) S-K'S ^ 

Demgemass muss der in Pig. 71 gezeichnete Bereich durch A.usfuhrung 
der Substitution T in den in Pig. 73 dargestellten Bereich iibergehen. 
Bei der Bigenart der friiher ausfiihr- 
lich geschilderten, T entsprechenden 
Ebenenbewegung ist dies sofort evi- 
dent. Wenden wir des ferneren, der 
zweiten Gleichung (2) entsprechend^ 
auf den Bereich Pig. 72 die Substitu- 
tion an, so erhalten wir den hier- 
neben (Fig. 74) angegebenen Bereich, 
der ein Fundamentalbereicli der Unter- 
gruppe fg" sein muss. Derselbe hat 
nun freilich nicht direct die in Pig. 73 
angegebene Gestalt, doch geht er 
leicht ersichtlich durch „erlaubte Abanderung^^ in diese iiber. In der 

zwei Pundamentalbereiclieii der zusammensetssen 12,ast, was am anschaulichsten 
daroli Vergleich der Fxguren 71 und 69 (p. 281) horvortrith 
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That brauehen wir nur vom Bereiche Fig. 74 das liaks von der 
Geraden ar == — 1 gelegene Stuck desselben abzutrennen und fur sieli 
vermoge der zur Untergruppe gebbrenden Substitution 8^ zu trans- 
formieren, um dergestalt direct zu Fig. 73 zuriickzugelangen. 

An dem jetzt vorliegenden Material der zu den Tg geborigen 
Fundamentalbereiche bat sicb sonacb unser allgememer Satz uber die 
Fundanientalbereicbe gleichberecbtigter Untergruppen vollig bestatigt. 

§ 10. Erneute Betraohtung des Fundamentalbereiebs 
der Untergruppe Tg. 

Zn neuen Gesicbtspunkten gelangen wir durcb Anwendung des 
allgemeinen im vorigen Paragrapben gewonnenen Satzes auf den 
Fundamentalbereicb F^ der ausgezeicbneten Untergruppe Pg. Tndem 
wir auf F^ die Substitution erster Art ausuben, gebt dieser Be- 

reicb in Fq tiberj der als Fundamentalbereicb zu der mit Fg gleicb* 
berecbtigten Untergruppe Fg' = F-‘FgF gebort. Aber als ausge- 
zeicbnete Untergruppe ist Fg nur mit sicb selbst gleicbborecbtigt, so 
dass aucb Fg Fundamentalbereicb von Fg ist und also durcb erlaubte 
Abanderung in Fg selbst iibergefubrt warden kanu. Von coiaubt&f Ah- 
anderung algesehm toird sonach der Fundamenialhercich Fg der ans- 
gezeicTinetm Unto-gruppe Fg durch jede Modulsuhstikition erster Art in 
sich selbst transformiert 

Wenn wir diesen Satz explicite an den Figuren priifen wollen, 
so ist keineswegs erforderlicb, dass wir nun aucb jede Modulsubstitution 
erster Art zur Ausiibung bringen und dabei das Verlialton von Pg 
prafen. Es geniigt vielmehr, die seeks Substitutionen des Itepriisen- 
tantensystems oder, wofern wir, was bier zweekmassiger ist, die in Fig. G8 
(p. 279) gegebene Gestalt des Fundamentalbereicbs Fr, zu Grundo Icgen, 
diejenigen seeks Substitutionen auszutibcn, durcb wolebe das Elemontar- 
dreieck 1 dieser Figur in deren seeks sebraffierte Droiccko «bcrgef«hrt 
wird; dean die Substitutionen v der Fg selbst worden ja P'g siclier von 
erlaubter Abanderung abgesehen in sicb Qberfiibren. Abor wir kininon 
bier nock eine weitere Redaction vornehmen. Zeigt sich niimlich, dass i'g 
im oft genannten Sinne sowofil durcb 8 als T in sicb Uborgcl’iihrt wird, 
so wird dieser Bereicb aucb durcb jede andere Modulsubstitution in 
sicb transformiert, denn jede liisst sich aus 8 und T erzeugon. 

Die Wirkung dieser beiden Operationen wollo man nun in der 
That an Fig. 68 verfolgen. Aufs leichteste erledigt sicb zuniichst die 
Substitution T] denn bei der Art, wie die Elemeritardroiecke der 
Modulteilung durcb Ausflbung der Substitution T paarweise penuutiert 
werden, ist sofort evident, dass T den in E'ig. 68 gezoichnoten Droieeks- 
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complex gerade in sich. xiberfulirt, wobei dann aber aucb die dureh 
die Pfeile angedeutete Beziehung der Randourven auf einander nacb 
wie Tor dieselbe ist. enden wir S auf Fg an , so beiommea wir 
zuTorderst einen zwisebea den beiden Geraden x = 0 und x = 2 ge- 
legenen Bereicb Fg. Indessen macbea -wir bier von der erlaubten 
Abanderung Gebrauch, dass -wir die recbts von x = l liegende Halfte 
von Fg abtrennen und vermbge der zur Pg geboreuden Substitution 
8~^ an der relativ aquivalenten Stelle wieder anbangen. Dergestalt 
wird man wiederum zur Gestalt Fig. 68 von Fg zuruckgefiibrt, so dass 
sicb die oben angegebene Eigenschaft dieses Bereiebes tbatsacblicb 
bestatigt bat. tJbrigens bemerkt man leiobt, dass sicb bei derartigen 
Transformationen von Fg in sicb eine feste Regel Tiber die Zugeborig- 
keit der Randpunkte zum Bereicb nicbt aufreeht erbalten lasst. Recbaen 
wir z. B. die in Fig. 67 (p. 276) stark inarkierten Randcurven des Be- 
reicbs Fg demselben zu und iiben nun etwa die Operation T aus, so 
werden diese stark gezeichneten Randcurven gerade in die beiden 
anderen Seiten des Kreisbogenvierecks Fg ubergefflbrt. Zweekmassiger 
Weise wird man also bier iiberbaupt unentscbieden lassen, welcbe von 
je zwei einander zugeordneten Randcurven des Bereiebes Fg diesem 
zngebbren soil. 

Die Ausiibnng der Operationen S und T bat sicb bier uoeb einiger- 
inassen einfacb bewerkstelligen lassen. Wollten wir aber ancb nocb 
andere Operationen Y direct ausuben, obne von ibrer Zusammen- 
setzung aus S und T Gebrauch zu machen, so wiirden wir scbwer- 
falligen Betrachtungsweisen nicbt immer aus dem Wege gehen konnen. 
In der That wird man aucb bei Ontersncbungen der vorliegenden Art 
den fortwabrenden Gebrauch „erlaubter Abanderungen^ nur als einen 
Notbebelf ausehen mttssen, den wir urn so lieber vermeiden werden, 
da es wirklich eine andere Massnabme giebt, welcbe die gerade ge- 
fundenen Eigenschaften von Fg zur unmittelbaren Ansobauung bringt. 
Bei diesen Eigenschaften ist, wie man bemerkt, einzig die Aufeinander- 
folge der Blementardreiecke von Fg wesentlieb, wie sie sicb in deren 
Lagerung und in der durcb die Pfeile der Pig. 68 angedeuteten Zu- 
ordnung der Randcurven des Bereiebes Fg ausspriebt. Jede etwa stetig 
verlaufende Pormanderung von Fg, welcbe die Aufeinanderfolge der 
Dreiecke dieses Bereiebes intact lasst, giebt uns daber eine neue 
Gestalt ftlr Fg, welcbe ihrerseits ebenfalls geeignet ist, die am Eingang 
des Paragraphen aufgestellte Eigenschaft von Fg der Ansobauung vor- 
zufQbren. Wir wollen uns dementsprechend jetzt Fg aus dem Zusammen- 
kang der ra-Halbebene berausgesebnitten denken, und eine besondere 
stetige Formlinderuiig mit dem so isolierten Bereiche vornehmen. Die 
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so entsteliende neue Gestalt unseres Bereiclies erweist sick danu that- 
saoMich zur Veransehaulicliung der in Kede stehenden. Eigeiischaften 
von Fg besonders geeignet, wie wir denn aueh auf diesem Wege zum 
weiteren Verfolg der in den voraufgekenden §§ 8 nnd 9 gegebenen 
Entwicklungen wicbtigste Hilfsniittel gewinnen werden. 

§ 11. ZusammenlegTing des Ftmdamentalbereichs F^ zur diedriscli 
geteilten Kugel. Beziehung der Diederteilnng auf die Modulteilung. 

Wir haben bereits oben (vgl. Fig. 20 p. 79j Gelegenbeit geliabt, von 
einer gewissen stetigen F or manderung eines Kreisbogendreieek s mit paai'- 
weise auf einander bezogenen Randpunkten zu bandeln, aus welcbem wir 
damals eine einfach bedeckteEbene herstellten. Einenahnlicbenl.nderungs- 
process wollen wir jetzt mit dem Kreisbogenviereck Fig. 68 (p. 279) 
vornebmen, dessen Randpuukte ja aueh in der dnreb die Pfeile angezeigteu 
Weise zu Paaren auf einander bezogen sind. Moge das Viereck cine 
stetig verlaufende Dehnung erfabren, wobei die einander zugeordneten 
Randpunkte mebr und mebr einander genabert werden. Es scbien zweck- 
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massig, diesen Vorgang durch cine Reiho von Zciehnungon zu orlaiuloirn, 
die in Pig. 76a, b, c, d zusammengestellt sind*). Diesolbon tlborhobcn mis 

■*■) Krsichtlich stehen diu goomotriscbeii Masuaahtnon dos Textos in ongstor 
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cler Mulie, noch weiter bei den Einzelbeiten der Forman derung zu ver- 
weilen^ und wir werden clemnacli sogleich das endlicbe Eesultat der- 
selben in Augenschein nelimen. Wir wollen namlicb scbliesslicb die 
auf einander bezogenen Randpunkte^ welche in der cj-Halbebene be- 
ziiglicli aquivalent waren^ zur Coincidenz bringen und geradezu 
zusammengebeftet uns vorstellen. So entspringt Fig. 76, in welcber wir 
direct unsere friihere Pig. 12 (p. 70) wieder erkennen. Wenn wir nun 
nocb zur Projection dieser Figur auf die Kugeloberflacbe gelien, wie sie 
oben Fig. 13 (p. 72) giebt, so baben wir diejenige Gestalt erhalten, in 
welche wir den Bereich Fq umwandeln wollten. Wir haben so das 
Eesultat: DiircJi stetige Deformation des F%mda7nentalbereic1hs der Unter- 
griijppe Icann man am demselhen 
die diedrisch geteilte Kugel (Fig. 13) 
lierstellen. 

Dass wir soeben am Scblusse der 
stetigen Formanderung geradezu die 
diedrisch geteilte Kugel erhielten, wird 
fiir die Anschaulichkeit der durchge- 
fiihrten Massnahme nur einGewinn sein. 

Inzwischen konnen wir den Deforma- 
tionsprocess von F^, der schliesslich 
zur Zusammenheftuiig der auf einander bezogenen Eandcurven von Fq 
fiihrt, noch in mannigfaltigst abgeanderter Weise durchfiihren. Da 
hiitten wir die diedrisch geteilte Bbene oder Kugel in irgend einer 
verzerrten Form gewonnen; aber immer waren die „ Lagenverhalt- 
nisse^^ der Dreiecke gegen einander doch die nlimlichen geblieben, 
und wir konnten in der That auch jede solchergestalt entstehende 
Figur zu, der Mehrzahl der Anwendungen benutzen, die wir mit 
Fig. 76 im Sinne haben. — Bemerken wir iibrigens hier sogleich, 
dass sich in analoger Weise auch die Bereiche F^ der fg zu einfach 
liberdeckten Ebenen (oder Kugeln) zusammenlegen lassen, wie wir das 
in eineni der nachstcn Paragraphen wirklich durchfiihren werden. Die 
Verallgemeinerung unserer Massnahme besprechen wir im nachsten 
Kapitel; dieselbe wird fiir unsere gruppentheoretischen, so wie func- 
tionentheoretischen Erbrterungen allgemein von weitgehendster Bedeu- 
tung sein. 

Beziehung zu den p. 81, 82 durohgefuhrten tTberlegungen (insbesondere vergleiche 
man die damaligen Figuron 24 und 25 mit den jetzigen 76 b, c, d). Die Ver- 
wandtscbaft der beiderseitigen Entwicklungen werden wir spaterhin mit Hilfe von 
beziigliohen functionontbeoretischen Satzen des folgenden Abschnitts leicbt dber- 
blickon. 
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Kehren wir nunmehr zum Fundamentalbereich Fq und zur ge~ 
wonnenen abgeanderten Form desselben zuriick. Es erscheint zii- 
vorderst als das Wiehtigste, dass relativ aquivalente Punkte in ,der 
neuen Gestalt von zu identisehen geworden sind. Diese Bemerkung 
beziebt sich zunachst nur anf die Randpunkte des Fundamental bereiclis 
in der oj-Halbebene, man kann sie aber auch leicbt auf die Punkte 
der o-Halbebene tiberliaupt ausdehnen. Die Dreiecke des Fundamental- 
bereiehs Fq sind den Dreiecken der Diederteilung (Fig. 13^ p. 72) wecbsel- 
weise eindeutig zugeordnet. Wir konnen aber aucb ohne Storung 
dieser Sacblage die Auffassung in folgender Weise verallgemeinern. 
Das Doppeldreieck 1 des Bereiches F^ ordnen wir demjenigen Doi)pel- 
dreieck der Diederteilung zu, in welches jenes bei der bescbriebenen 
Umgestaltung von F^ ubergefuhrt wird, wobei dann aucli die Seiten 
des einen Dreiecks eindeutig denen des anderen zugeordnet sind. Nun 
wollen wir iiberbaupt jedem Dreiecke der Modulteilung ein Dreieck der 
Diederteilung zuweisen, indem wir fur die Beziehung der Modulteilung 
auf die Diederteilung die Bestimmung aufstellen, dass henaclibarten Drei- 
eclcen der einen Teiking immer im gleicJien Sinne henachharte Dreieclce 
der anderen Teilung mgeordnet sein sollen. „Im gleichen Sinne be- 
nacbbart^^ nennen wir die Dreiecke jedos dieser beiden Paare deshalb, 
weil sie so neben einander liegen sollen, dass die gemeinsame Seite 
des einen Dreieckpaares aucb wirklich der gemeinsamen Seite des andern 
Paares entspricbt. Durcb unsere Festsetzungen sind ttbrigens die Dreiecke 
der einen Teilung denen der anderen nur erst als gauze zugeordnet, 
wobei freilicb die Ecken und Seiten des einen Dreiecks denen eines 
ihm entsprechenden Dreiecks der anderen Teilung eindeutig zugewiesen 
sind. Inzwisehen erleichtert es die Ausdrucksweise weiterhin selir, 
wenn wir aucb die inneren Punkte des einen Dreiecks denen des anderen 
eindeutig zuweisen. Wie wir dies des niiberen ausfuhren, bleibt liior 
willkbrlieh ; nur werden wir so zuordnen, dass ein stetiger Wog im 
einen Dreieck einem gleicbfalls stetig vcrlaufenden Wego iiu andoron 
entspricbt. Uberdies geben wir folgende Vorschrift: Zeigt sich, dass 
ausser einem ersten Moduldreieoke noch ein zweitos durcb imserc Fest- 
setzungen einem gewissen Diederdrciecke zugeordnet ist, so weinon 
wir die Punkte des letzteren den Pimkten dieses zweiten Moduldrciecks 
derart zu, dass dguivalente Fiinhte jener leiden Minhildrcicckc jedcsmal 
dem ndmlichen Punkte des Biederdreiechs mtSDrccheri. 

Man sieht, dass solchergestalt thatsacblich die Beziehung von F^^ auf 
die Diederteilung, wie wir sie vorhin durcb Fig. 75 liergestolU batten, 
geirofiPen wird. inzwiseben bat unsere jetzigo Auffassung einen wciicron 
Spielraum. Mogen wir namlich von irgeiid einem Punkte a in F^ cine 
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stetig verlaufende Balm zum relativ aqnivalenten Punkte s(cd) zielieu 
und andrerseits bei der festgesetzten Beziehung der Modulteilung auf 
die Diederteilung in der letzteren den entsprechenden Weg verzeicbnen. 
Dieser wird in dem co zugeordneten Punkte beginnen und wird, 
wie man mubelos sieht, auf geseblossenem Wege zuletzt zu seinem 
Anfangspunkte zurilckfuhren. Das also ist jetzt iiberhaupt die Sacb- 
lage, dass je sivei relativ dgiiivalente Funlde o aiif denselben Fiinkt der 
Diederteiltmg be^ogen sind. In tJbereinstimmung hiermit werden wir 
sagen durfen: Einem ein^elnen JDojppeldreieck der Modulteilung entspricht 
immer ein bestimmtes Boppeldreieck der Diederteilung, tvdhrend umgekehrt 
dem einzelnen Doppeldreieck dieser leUteren Teilung stets die Oesamtlieit 
der unendlich vielen mit einem bestimmten Doppeldreieck von relativ 
dguivalenten Moduldreiecke entspricht 

Durcb die Zusammenlegung von Fq zur Diederteilung haben wir 
sonacb erreicbt, dass den abstracten Vorstellungen, welcbe den Aus- 
fiihrungen des § 8 zu Grunde liegen, eine concrete geometriscbe Deu- 
tung zuerteilt ist. Dort wbllten wir alle Substitutionen Vi, v^Vi, v^Vi, • • • 
fur identisch anseben: Hier sind beim Portgang von der co-Halb- 
ebene zum Dieder tbatsacblicb alle jenen Substitutionen zugeordneten 
Doppeldreiecke in ein einziges Doppeldreieck der Diederteilung liber- 
gegangen. 

Alle diese Ausfiibrungen finden in entsprecbender Weise aucb auf 
die Fundamentalbereicbe F^ der fg Anwendung^ wie wir wenigstens 
zum Teil baldigst belegen werden. Vorerst aber fiigen wir bier so- 
gleicb diejenigen weiter sicb bier anscbliessenden besonderen Folge- 
rungen an, welcbe allein bei der fo, als einer „ausgezeicbneten^^ Unter- 
gruppe, statthaben. 

§12. Deutung der Gmppe Gq an der diedriseh geteilten Kngel. 

Regularitat des Fundamentalbereichs Fq. 

Hat sicb soeben die neue Gestalt, in welcbe wir den Fundamental- 
bereicb Fq iiberfubrten, bereits fiir die geometriscbe Deutung der den 
§ 8 begriindenden Uberlegungen als zweckmassig erwiesen, so werden 
wir dieselbe jetzt vor allem aucb fiir die Entwicklungen des vorletzten 
Paragrapben (p. 292, 293) verwerten. Der in der co-Halbebene lagernde 
Fundamentalbereicb Fq der fg als einer ausgemchneten Untergruppe 
der Modulgruppe batte die Eigenscbaft, durcb die seeks Substitutionen 
^ 1 ? 1^2; ‘ erlaubten Abanderungen abgeseben in sicb selbst 

ubergefiibft zu werden. Das kommt nun in sebr viel auscbaulicberer 
Weise bei der Diederteilung zur Geitung. Bei ihr haben wir iu der 
That niebt notig, immer erst nocb erlaiibte Abanderungen vorzu- 
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nebmen, wie sie das Operieren mit dem urspriinglicben Bereiche Fq 
erscbwerten: Fie Fiederteilung gelit dime weiteres durch die secJis Ope- 
rafionenj loelclte ein ein^elnes Hirer FoppeldreiecJce in ein anderes iiher- 
fiiJiren, in sicli seTbst iiber. 

Hiermit baben wir nun fur die Gruppe G-^^, die wir im § 8 der ,,aus- 
gezeicbneten^^ Dntergruppe fg zuordneten, die zweckmassigste Deutuug 
gewonnen. Mogen bei der Umformuug, die wir mit dem Fundamental- 
bereieb Fq vornabmen und die ans zur Diederteilung binfiibrte, die Doj^pel- 
dreiecke uuverandert ibre Namen 1, F2, **•; F5 bebalten baben. Da 

werden wir dann offenbar der Operation der Gq^ die wir oben durch Ft 
bezeicbneten, diejenige Diederdrebung zuordnen, welcbe das Dieder- 
dreieck 1 nacb F* verscbiebt. Man erkennt (durch Riickgang auf die 
;,Modulsubstitutionen“ F*) aufs leichteste, dass Merd%irch Gq an f die Gruppe 
der FiederdreJmngen lioloedriscli isomorph hexogen ist. Der Diedertypus 
unserer (?g, den wir oben (p. 287) in abstracter Weise erscblossen batten, 
wird also durch die Zusammenlegung des Bereicbes Fq von vornberein 
evident. 

Jetzt wollen wir umgekebrt den Namen der „regularen“ Kugel- 
teilung, welcber docb u. a. aucb fur die Diederteilung im Gebraueh 
ist, zugleicb auf den Fundamentalbereicb Fq der co-Halbebene Qbor- 
tragen. Wir loollen denselben seTbst einen reguldren nennen und be- 
mclinen also als Eegularitdt die oft genannte Eigcnschaft des JBcreialies 

durcJi alle seclis Operationen des lleprdsentantensy stems der f,. von 
erlauhter' Abdnderung abgeselien in sicli transformiert &u iverden, Wir 
werden (im folgenden Paragrapben) demgegeniiber die Fundamental- 
bereiche der Untergruppen Vq (Fig. 71 — 73) als irregular bezeiclineii. 
Die bier in Rede stehende Eigenscbaft des PundamciitalberoicbH 
durch alle seeks Operationen ^2? ' • '7 ^5 uborgofCilirt zu 

werden, war iibrigens, wie wir schon wiederbolt betonten, cine Folge 
des Umstandes, dass F in der Gesamtgruppo f ausgezeiclinet ist, J)ie 
Eegularitdt des FundamentaTbereichs Fq ist sonach die geomelrische Mr- 
sclieinungsform der Tliatsachcy dass Vq ausgemchnctc Untergruppe dor 
Modulgruppe V ist, 

Ausserlicb lasst sicb die genannte Liegularitilt zur vollen Anschaii- 
licbkeit allein an dem zur Diederkugel zusammengelcgtcn Beroicb Fq 
bringen, wo sie sicb durch die regelmiissige Anordnung dor sochs 
Doppeldreiecke ausspricht. Vor allem ist es wiebtig, dass wir Iiier 
scbliesslich nocb die Ecken der Elementardreiecke im zusammengelogton 
Bereicb Fq naher in Augenschein nehmen, weiebe wir in so fort vor- 
standlicher Weise als mit q bez. i und ioo iiquivalonte l^unkto be- 
nennen. Man bemerkt zunachst: Wafirend die FunMc von Fq im aU^ 
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gemeinen m je seeks dquivalent sind, tritt filr diese Eclcen cine Ueduction 
ein^ indem ivir offenbgr mvei mif q tind je drei mit i iind ioo dqul- 
valente Funlde in Fq mi ver^eiclinen Jiahen (cf. Fig. 76, p. 295). 1st aber 
einer der beiden mit q aquivalenten Punkte von seebs Elementar- 
dreiecken umlagert, so verlangt offenhar die Begidaritdt von Fq, doss 
dies auch vom anderen gilt; ist einer der drei mit ioo aquivalenten 
Eckpunkte von vier Elementardreiecken umlagert, so gilt zufolge der 
Kegularitat das Gleicbe von den beiden anderen u. s. w., Satze, deren 
Zutrejffen man ja sofort durcb den Anblick der Diederteilung bestatigt. 

§13. ZnsammenbiegTing der Pnndamentalbereiclie F^ zu einfacli 
bedeekten Ebenen. Irregularitat der F^. 

Wie wir schon in Aussiebt nabmen, wollen wir nun aucli die 
Fundamentalbereicbe F^ der drei gleicbberecbtigten Untergruppen fg 
in ganz abnlicber Weise einer stetigen Umformung unterwerfen, wie 
soeben den Bereicb Fq, Wir warden dergestalt einerseits die Irregu- 
laritat der JPg figiirlieb erlautern, des weiteren aber warden wir so 
(im folgenden Paragrapben) zn wiebtigen neuen Betraebtungen vor- 
geben, welcbe sicb auf die Symmetric unserer Fundamentalbereicbe 
bezieben. 

In Pig. 71 (p. 289) ist der Pundamentalbereicb F^ der ersten unserer 
drei Untergruppen fg zur Darstellung gebraebt. Wollen wir denselben in 
der That einer derartigen stetigen Formllnderimg unterzieben, dass die 
auf einander bezogenen Randcurven bis zur Coincidenz zusammengebogen 
werden. Das ist des naberen in Fig. 77a, b, c ausgefiibrt; des leiebteren 
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fjberblicks wegen baben wir die Ecken der Elementardreieckc durcb 
Buebstaben bezeiebnet, und zwar benannten wir die mit ^ aquivalenten 
Ecken von durcb die mit i ‘aquivalenten durcb endlicb die 

mit i oo aquivalenten Punkte c, c\ wie dies die drei Figuren 77 an- 
zeigen. 

Die in Fig. 77 c gegebene Zeiebnung stellt uns den fertig zu- 
sauimengebogenen Bereicb F^ bei moglicbst bequemer Anordnung seiner 
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Teile dar. Die Ecken der Elementardreiecke siDd jetzt ohne Ausnahme 
auf der verticalen Geraden der neuen Figur gelegen, der Pmikt c ist im 
Unendliclien geblieben. Die beiden Elementardreiecke, welche in der 
£o-Halbebene das Doppeldreieck T zusammensetzten, sind aiich in der 
neuen Gestalt von JFg nocb eigentliche Dreiecke mit geraden oder 
stetig gekriimmten Seiten. Alle iibrigen Dreiecke der ursprunglichen 
Gestalt von sind dagegen, strenge genommen, Zweiecke geworden; 
inzwiscben bezeicbnen wir sie nach wie vor als Dreiecke, die dann in der 
einen Ecke (6' bez. c') einen Winkel von 180® besitzen. Dem scbraffierten 
Ausgangsdreieck der co-Halbebene entspricht in der dritten Pig. 77 
das links ausserbalb gelegene schraffierte Dreieck mit den Ecken 
a, 6, c', deren letztere dem Punkte cd = ioo zugeordnet ist. 

Die gegenseitigen Lagenverbaltnisse der seclis Elementardreiecke 
von Fq vp-erden jedenfalls nocli deutlicber bervortreten, wenii wir die 
neue, geschlossene Gestalt von F^ auf die Kugeloberiiache ilbertrageiij 
es wird so zugleicb die scheinbare Sonderstellung des gerade er- 
wabnten, uuendlicb fernen Eckpunktes c' zum Fortfall kommen. Die 
stereograpbiscbe Projection der Figur 77 c auf die Kiigeloberflllche 
wollen wir derart vornebmen, dass die verticale Gerade jener Figur 
ein grosster Kreis der Kugel werde, auf dem die drei Punkte a, h, c 
aquidistant gelegen sind. Die linke Seite unserer Figur 77c ubortrilgt 
sicb alsdann auf die eine durcb jenen grossten Kreis abgeschnittene 
Halbkugel, die wir (von aussen gesehen) in Pig. 78 b gozeicbnet haben. 
Die andere Halbkugel tragt eine Einteiliing in drei Beroiclie, welcbe 
den in Pig. 78 b dargestellten bezitglicb der Ebeno des bfters geuanntcn 

grossten Kugolkrcises geiuui sym- 
metriscli ist; nur wird dabei, wic 


rig. 781). 


Blick auf Fig. 77c odor aucb 
/ ''v' auf die in Fig. 78 a gegebene An- 

V \ sicht der Kugel bestlitigfc, eiiunn 

\ scbraffierten Dreicck jedesmiil oin 

freies entsprecbon und umgekehrt. 

Ziehen wir jotzt auch die 
beiden anderen Grupjion f/, T/' 
des § 8 mit in Betracbt. Diesolben waren mit gleichbercchtigt, 
und dem entspracb die Thatsacbe, dass der Fundamentalbereich F<>^ dor 
durcb AusUbung gewisser Modulsubstitutionen in die Fundamcntal*- 
bereiche F^ und F^' der beiden Gruppen f/, Tj" ilbergoftihrt wordon 
konnte. Dabei mussten freilicb, wenn wir solchcrart die in Fig. 72 
und 73 angegebenen Gestalten von P!/ bez. orroichen woUten, 
moglicher Weise erst nocb erlaubte Abiinder ungen vorgenomiuon 
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warden. Wollen wir aber nun aucli unsere Bereiche und 
durch Zusammenbiegung auf einander bezogener Randcurven umfoj'men, 
so ist es ja ganz gleichgiltig, ob wir von den Figuren 72, 73 ausgeben 
Oder von irgend welehen anderen, aus ihnen durch erlaubte Abande- 
rungen entspringenden. Wir kbnnten also auch fur F/ und JPg" direct 
von denjenigen Gestalten ausgehen, welche durch Ausiibung der Modul- 
substitutionen T bez. aus F^ entsprangen (p. 291). Da aber be- 
denke man, dass die Wirkung dieser Modulsubstitutionen auf Fq gleich- 
falls durch eine stetig verlaufende Umformung dieses Bereichs erreiclit 
warden kann^J; es tverden demnach offenhar durch Zu- 
sammenhiegung des FundamentaTbereiclis F^ les. F^' der 
mit fg glekliberechtigten Untergru^pen fg', fg" Figiu^en 
entspringenj toelche in der allgemeinen Anordnung Hirer 
Teile, auf die es liier allein anTcommt, von der Figur 77 c, 
he^. 78 nicht verschieden sein Jconnen, 

Die nahere Ausfiihrung, die wir hier fiir F^ durch- 
fiihren, bestatigt dies. Man wird leicht die stetige 
Umformung des in Fig. 72 dargestellten Bereiches vornehmen und 
gelangt am Schlusse derselben zur Fig. 79, in welcher ausser der Be- 
nennung der Ecken auch noch einige beziigliche Werte von m zur 
leichteren Orientierung hinzugesetzt sind. Die so gewonnene Figur 
ist nun in der That, was die Lagenverhaltnisse ihrer Dreiecke an- 
geht, von der Figur 7 7c. gar nicht verschieden. Wenn das in den 
ebenen Figuren noch nicht hinreichend deutlich zu Tage tritt, so 
wolle man Fig. 79 wiederum stereographisch auf die Kugeloberflache 
projicieren. Richten wir diese Projection wieder so ein, dass die verti- 
cale Gerade in Pig. 79 auf der Kugel ein grosster Kreis wird und auf 
ihm die drei Punkte &, c aquidistant liegen, so werden wir in der 
That gerade wieder zur Pig. 78 zuriickgefiihrt. Man beachte dabei 
noch als wichtig, dass nun das schraffierte Drelech mit den Ecken 
a, c dem elementaren Ausgangsdreieck der Gy-Halhelene mgeordnet ist 
Auf ganz entsprechende Weise wiirden wir auch von F^" aus zur 
Fig. 78 gelangen; dann aber ist dem Ausgangsdreieck der co-Halbebene 
das dritte, auf der unteren, in Fig. 78 b nicht sichtbaren Halbkugel ge- 
legene schraffierte Dreieck zugeordnet. 

In den Figuren 78 tritt nun die Irregularitat der deutlich zu Tage. 
Betrachten wir z, B. die Ecken der Dreiecke, so haben wir unter 
ihnen zwei, wie wir kurz sagen, mit i aquivalente Punkte h und 
dieselben sind aber keineswegs fQr Fig. 78 gleichbedeutend, vielmehr 
ist der erste von ihnen, namlich ?>, von vier, der andere 6' von 
*) hn Sinne der §§ 2 — 5 in 11, 1. 
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zweien der sechs Elementardreiecke der Pig. 78 umlagert. Weiter 
habeii wir zwei mit too aquivalente Punkte, namlicli c und c, und 
auch Her ist wieder der erste von yier, der andere von nur zwei Drei- 
ecken umgeben. 

Wir konnen uns aucli uocli in folgender Weise von der Irregula- 
ritat unseres Bereiches Rechenschaft ablegeu: Gabe es im Re- 
prasentantensystem der r 3 (von der Identitat abgeseben) eine foubstitutioii, 
welehe in sich xiberfuhrte, mo glicher weise unter Zuhilfenahme er- 
laubter Abanderungen, so miisste die in den Fig. 78 dargestellte Kugel- 
oberfiache mit ibrer Einteilung in sechs Teiibereicbe derart in sick 
verschoben werden konnen, dass die Teilung mit sick selbst zur 
Deekung kame. flier werden wir nun freilick keineswegs verlaiigen, 
dass die Versckiebung der Kugel in sich eine blosse congruente 
Versckiebung sein soil, wie es bei der diedrisck geteilten Kugel 
der Fall ist 5 denn wir kaben ja auek bei Herstellung der in den 
Fig. 78 gegebenen Kugelteilung gar nickt auf irgend welcke bestimmte 
metriscke Verk*altnisse, sondern nur auf die Lagenbeziekungen der 
Dreiecke Gewickt gelegt. Demgemass miissten wir der in Rede stekeii- 
den Kugeloberflacke bei ikrer Versckiebung in sick irgend welcke stetig 
verlaufende Deknungen oder Zusammenziehungen gestatteii. Wir kbnncn 
das sogar nock abstracter auffassen, indem wir sagen: Die Fugelohcr- 
jldche miisste eine stetige eindeutige Bemehung auf sich selbst mlassen^ hei 
deT ihre Fintellung ifi sechs ahwechselnd schTafferte und frcie JOrelcckc 
wieder sich selbst entsjgrdche. Des nakeren miisste dabei, da unserer 
eindeutigen Beziekung eine Modulsubstitution erster Art zu. Griinde 
liegen sollte, ein schraffiertes Dreieck jedesmal einem ebcnsolckon ent- 
sprecken, wie auck ein freies wieder nur einem froien; jeder Eckc 
eines Dreiecks aber miisste stets wieder eine gleickartige Ecke zugo- 
ordnet sein. 

Unter Beriicksichtigung dieser Gesicktspunkte versucko man nun 
die Kugelteilung der Fig. 78 eindeutig auf sicli selbst zu bezieken. 
Der Kreis mit den Ecken a, 6 ', c * • • muss notwendig sich selbst 
entsprecken, und auf ihm ist insbesondere der Punkt a sick selbst zu- 
geordnet. Der Punkt b konnte entweder sick selbst od(U' dem Punkiij 
V zugeordnet sein; aber letzteres ist deskalb undenkbar, weil b von 
vier, V nur von zwei Elementardreiecken umgeben isi In analoger 
Weise findet man, dass iiberkaupt alle Punkte a, 6 , c, c' notwondijf 
sick selbst entsprecken, womit denn der Satz evident ist: Unscre Kugeh 
teilung Idsst nur eine eindeutige Bemehung beabsichtigter Art auf sich 
selbst my und das ist die identischey bei der jeder Vurikt sich selbst mi- 
spricht Dieses ist aber in der That, was wir hier zeigen wollten. 
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§ 14. Die Symmetrie der Bereiche Der regiilar-symmetriscke 

Bereich Fq . 

Hat sich die betraclitete KugelteiluDg nun auch in der That als 
irregular erwiesen^ so gestattet sie doch noch eine solche stetige eindeutige 
Beziehung auf sich selbst, bei der ein schraffiertes Dreieck jedesmal 
einem freien und umgekehrt entspricht. In der That bemerkte man ja 
bereits, dass unsere Kugelteilung (Pig. 78) in der Ebene des im vorigeu 
Paragraphen wiederholt genannten grossten Kreises eine Symmetrie- 
ebene besass, was denn aueh sofort in den ebenen Piguren 77c und 79 
evident ist. Spiegelung an den verticalen Geraden dieser Piguren bringt 
dieselben (unter gleichzeitigem Wechsel der Schraffierung) mit sich 
selbst zur Deckung. 

Die gefundenen Symmetrieverhaltnisse haben nun umgekehrt ihre 
wichtigste gruppentheoretische Bedeutung, und wir gehen, um sie zu er- 
kennen, etwa zur urspriinglichen Gestalt von F^ (Pig- 71, p. 289) zuriick. 
Die soeben gefundene Symmetrielinie (d. i. der oft genannte grbsste 
Kreis der Fig. 78) zerlegt sich beim Ruckgang zu Pig. 71 teils in die 
imaginare co-Axe, teils in die zwei Paare von Randcurven, welche 
Pigur 71 nach aussen abschliessen. Diese Linien sind Kreise der 
Modulteilung, und nun werden wir die besprochene Symmetrie da- 
liin interpretieren, dass dtcrch Spiegelung an den gemeinten Kreisen 
der Modulteilung der Fundamentalhereich F^ {unter Wechsel der Schraf' 
fierung und von erlaulten Abdnderungen abgesehen) in sich selbst ub&r- 
gefuhrt wird, Thatsachlieh ist dies fiir die Spiegelung A auch in 
der co-Halbebene sofort evident; aber auch fiir die anderen hier in 
Betracht kommenden Spiegelungen V konnen wir uns von der Richtig- 
keit des gerade behaupteten Satzes durch directs Betrachtung der 
Fig. 71 iiberzeugen. UmgehehTt aber wird der Fundamentalbereich F. 
nicht mit sich selbst symmetrisch sein hbnnen bemglich irgend eines der 
ubrigeuy ihn durcJmehenden Kreise der Modulteilung. 

Jetzt uberzeuge man sich durch eine Betrachtung, die derjenigen 
in § 9 durchaus gleichkommt, von der Richtigkeit des folgenden Satzes: 
Transformieren wir F^ vermoge der Modulsubstitution zweiter Art F, 
so erhalten wir aus F^ einen Fundamentalbereich fiir die mit r 3 in der 
erweiterten Modulgruppe f gleichberechtigte Untergruppe 
Zeigt sich Uabeiy dass der so gewonnene Fundamentalbereich durch erlaubte 
Abdnderungen wieder in F^ ubergefuhrt werden hann, [so ist mit V 
vertauschbar. Durch Anwendung dieses Satzes auf die vorab entwickel- 
ten geometrisclien Verhaltnisse gewinnen wir das Resultat: Fie Unter- 
gruppe f*, ist mit jeder solchen Spiegelung V veriauschbar , in Femg auf 
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deren SjpiegeVcreis in oft genanntem Sinne mit sicii selbst symmetrisch 
ist. Insbesondere ist also: 

( 1 ) AT, = r,A, 

Derugegeniiber ist aus dem Vergleich von Fig. 71 und 73 sofort deut- 
licb, dass 

( 2 ) ^ cr.c^r:' 

seiii wird-/denn in der That geht durch Ansiibung der Spiegeluug 
G in Ff' liber. 

Wir fuhrten bier die Betrachtung ins einzelne nur fiir durch ^ 
deun sie erledigt sich fur die beiden anderen Gruppen ff, fg" genau 
in analoger Weise. Begniigen wir uns also in Ansehung dieser letz- 
teren Gruppen damit, dassjvir etwa angeben, wie die drei erzeugenden 
Operationen Aj B, C der f die fg' und transformieren. In diesem 
Betracht liest man ohne Miihe aus den beziiglichen Fundamental- 
bereichen (Fig. 72, 73) die nachfolgenden Resultate ab: 

AUA ^ r/ , BV.'B = r;', cr^a = r/, 

Arf'A = r/', BVf'B = r/, cr/c = r,. 

Bei der bekannten Darstellung der Operationen S und T durch A, By C 
(cf. Formeln (4) p. 233) erhiilt man von bier aus die Formeln (2) 
p. 291 sofort wieder*) * ***). 

Unsere soeben auf die Symmetric der F^ gegrilndcten gruppen- 
theoretischen Betrachtungen finden nun endlich auch noch ausgedelinte 
Anwendung auf die Gruppe Vq. Wirklich ist ja die Uicderteilung 
(Fig. 13, p, 72) mit sich selbst bezuglich aller ihrer vier Kreise sym« 
metrisch und geht damit ausser durch die sechs Diedcrdrehuugon noch 
durch sechs Operationen zweiter Art in sich iiber. Wir schliesscn so- 
fort: Der Fimdamentalhereich Fq geht durch Spiegehmg an irgend emvm 
denseTben durch^iehmden Kreise der ModuUeilung , sowio damit dberhanp/ 
durch jede Modulsubstitution meiter Art (m<)glicherweise abgoaehon von 
erlaubten Abanderungen) in sich iiber, Fiir die Spieg(ilungon Ay By (1 
ist dies an der ursprilnglichen Gestalt von Fq (Fig, G8, p. 279) auch 
leicht direct evident. Die soeben gefundene Eigenart des Bcroiches 
wollen wir kurz dadurch kennzeichnen, dass wir dm Bcrdch F^>y hes, 
die Anordnung semer zwblf Flementardreiec/ce reguldr-spmmdrisch nennen; 

*) Man bemerke noch: Indein z. B, nait der Spiogelimg A vertauachbar ia^ 

wird diese G-ruppe im frfiberon Sinno der Brwoiterung vormbgo A ffUiig. Wir or- 

halten so eine erweiterte Gruppe fg , in welcher neben jedor sohon in T, onthalienoii 
Modalsubstifcution erster Art V auch noch die Operation sswoitcr Art VA sich lindoi. 
Ein Pundamentalbereich fiir fj, wird uns alsdann durch cine clcr boid(‘n aynnuotriscbi'n 
Haiften geliefert, in welche (Fig. 71) durch die imaginilro w-Axo zeiiogt wivd. 
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die ‘regiddr-symmetriscJie Teilting des Dieders hez. des FnndamentalharcicJies 
JPj; ist iins dann ersiclitlicli das geonietrisclie Bild ftlr Tltaisaclie^ dass in 
der erivciterten Modtdgnipg^e f ausgezeiclinet enthalten 

Selbstverstandlich ersclieinen noch die beiden folgenden Siltze^ die 
wir hier nur desbalb namhaft macbeB^ ^reil wir spaterbin unter allge- 
iiieineren Yoraussetzungen zu ihnen zuruckkommen werden: Ist nur erst 
helcaunt, dass Fq lezuglich der drei zu den SpiegeJungen A, B^ G gelioren- 
den Symmetrielcreise symmetrisch ist, so ist Fq desJialb bereifs ini Sinne 
von § 12 (p. 297) regiddr und Uherdies an alien Krelsen der Modulteilimg 
(immer von erlaubten Abllnderungen abgeselien) symmetrisch; denn 
Ay By C waren Erzeugende von f. Andrerseits aber: Bemerhen ivir 
nur, dass Fq regular und an einem Kreise der llodulteilung symmetrisch 
isty so ist Fq dcshalb sclion an alien iibrigen Kreiscn dieser Teilung syni’ 
metrisclL 

Wir baben nunmebr an den Untergruppen f*. und Vq alle die- 
jenigen BegrifiPsbestimmungen in ausfiibrlicber Weise zur Erlauterung 
gebracbt, welclie jetzt sogleicb fiir die Exposition einer allgemeiuen 
Tbeorie der Untergruj)pen der Modulgruppe grundiegend sein ■werden. 
Indem wir aber im folgenden Kapitel zu der gerade genannten 
Untersuchung sebr allgemeiner Art aufriicken^ werden wir dabei immer 
unsere und fg als zweckmassige Einzelbeispiele im Sinne bebalteu 
mtisseu. 


§ 15. Yorlaufige Bemerknngen -iiber die functionentlieoretisehe 
Bedeutung der Untergruppe Vq. 

Wir nebmen bier nocb Gelegenbeit, auf die Beziebung unserer 
Untergruppe Fq zu gewissen functionentbeoretiscben Satzen des clritten 
Kapitels im ersten Abschnitt hinzuweisen; eine Beziebung, die so un- 
mittelbar auf der Hand liegt, dass wir unseren jetzigen Gedanken- 
gang kaum unterbrecben , indem wir sie beranziehen. Wir lernten 
damals (p. 101 ) in 

(1) co{X) = s(0, 0, O 5 X) 

cine Function kennen^ wclcbe die Halbebenc von A auf ein KreiS" 

erschoint sonacb uborbaupt durcb jede Operation zweiter Art der Er- 
Veiterung fabig. Docb kommen wir aus leiebt ersicbtlichom Gruncle bereits zu 
alien bior m5glicben erweiterten Gruppen wenn wir Vq dor Reibe nacb mit 
den seebs Operationen zweiter Art A, A, A, • • •, F^ A coinbinieren, F^ , F^, • • • 
in der Bedeutung von § 6 (p. 282) gebrauebt. Die durcb Erweitorung mit A enfc- 
f^pringen(Ie iat die im Anfang dos Kapitels ausfubrlicb betraebteto f". 

K1 pin- Frick u, Modulfuncticnow. 20 
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Bogendreiecfc der £i?-Ebeiie mit lauter verscliwindenden Winkeln ab- 
bildete. Wie dieses Kreisbogendi'eieek, dessen Ecken die Punkte 

;L = 0, 1, oo 

abbildeten, in der o-Ebene orientiert war, blieb oben (p. Ill, 112) 
nneiitschiedeii. Machen wir hier einige ergilnzende Mitteilungen dariiber, 
die gleichwobl auch bier noeb einen vorlanfigen Charakter tragen solleii, 
da wir erst im folgenden Abscbnitt auf Gegenstande dieser Art aus- 
fiibrlicb eingeben, 

Man erinnere sich zuvorderst^ dass ein einzelnes Blementardreieck 
der Modalteilung ein conformes Abbild der positiven oder negativon 
eT-Halbebene ist. Auf den Kreisen der Modulteilung mmmt also J{(o) 
stets reelle Werte an, und Eig. 36 (p. 113) lelirt, dass auf den Kreisen 
der einen Gattung (aus je zwei Dreiecksseiteu bestebend) if stets positiv 
und ^ 1 ist, wabrend auf den Kreisen der auderon Gattung die iibrigen 
reellen Werte von J sich £nden. 

Man ziebe des weiteren Gleichung (5) p. 15 zwiseben I und J beran 
Oder besser sogleieb Pig. 12 (p. 70), welcbe jene Gleichung vorsiniilicbt. 
Man best aus dieser Figur ab, dass eiii reelles A ein positives reelles 
^■>1 zur Polge hat, und dass umgekebrt far ein solcbos J aucli stebs 
X reell ist. Bs entspringt so der Satz: Auf den Kreisen dor zur 
geborigen Dreiecksteilung (Fig. 66, p. 278), welcbe ja gerade ana den 
Kreisen jener einen Gattung der Modulteilung bestand, wird 1 (£d) stets 
reell sein; nmgekebrt werden aber andere Punkte co kcitie rGollen 
Werte X(co) tragen. Daher deun das Kesultat: Min (jeeiyitder Ansfjangs- 
^weig der Function cj(^) iildet die ehtc IfalbeLme X auf das ini Anschluss 
cm die Tq oben (p. 273) mit deni Nammi 1 bolcgie Kroisbogcndrclcck abj 
ivdhrend das Kreisbogenviercchy welches im Anschluss an die den 
Namen 1 beJeam (Fig. 67, p. 276), das durch den genanntm Zwdg ml- 
worfene conforme Abbild der gesamten X-JSbene ist. 

Dieser Verhaltnisse wegen kamen wir aucb zur (liodrisobon Ein- 
teilung der 2-Ebene, wean wir den Fundamentalbereicb der f durcli 
Zusammenbiegung seiner auf einander bezogenen llaiulciirvcn defor- 
mierten (p. 294); denn die Bbene X wird ja*, wie wir friiher sabon, dtirclL 
ibre Beziehung zur eT-Ebene gerade diedriseb cingeteilt. Dio endliclu^ 
Grnppe von der im Voraufgehendcn so oft die liode war, iiuclot 
d^bei ibren aualytiseben Ausdruck in den sechs liiioaren Substitutionon 
von X^ welcbe die Relation zwiseben X und J in sicb transformieroju' 
Diese linearen Substitutionen lauteten (cf. p. 16): 

ssss yt, »=» X ^ ^ ^ **** l“~^ X ^ 
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und wir bemerken, dass sie gerade in dieser Reihenfolge den oben durcli 
bezeichneten Substitutionen (3), p. 281 entspreclien. 

Mag es geniigen insoweit auf diese Verbaltnisse eingegangen zu 
sein, deren endgiltige Erledigung^ wie wir scbon bemerkten, erst dem 
folgenden Abschnitte vorbebalten bleibt. Es gelit aus diesen Erorte- 
rungen liervor (was spafcer von den Gesamtentwicklungen des gegen- 
wartigen zweiten Absclinitts gelten wird), class die Betraclitimgen des 
nun zu JEnde gefiihrten Kapitels und inshesondere die dcibei gegebenen 
Figuren nicM nio' eine gruppentlieoi'efische, sondeni aiicli eine functionen- 
theoretisclie JBedeutung liaben. 


20 * 



Funftes Kapitel. 

Allgenieiuer Ausatz flir die Beliaiidluiig der Untergnipi>eii der 

Modulgruppe. 

Das gegenwartige Kapitel soli zeigen^ dass die soelDen bei der 
Bebandlung der Gruppe Fq massgeblicli gewesenen BegrifFc I'ilr die 
silmtliclien der Modulgruppe augehorenden Untergruppen ilire Bravicli- 
barkeit behalten. Wir nehmeii bei den Erorterungeii dieses Kapibds 
irgend eine solche Untergruppe als gegeben an und werden niit ge- 
wissen auf sie beziiglicben gruppentheoretisclien Satzen sowio namont- 
licli mit einem ihr zugeborigen Fundamentalbereiche zu ai'beiten liaboii. 
Zum voraus bemerken wir gleicb, dass es sicb zunacbst iiur um Modul- 
substitutiouen erster Art imd also um Untei'gruppeu von f bandeln 
soli; Erweiterungen durcb Modulsubstitutionen zweitor Art wcrdon 
freilicb schou im Laufe des Kaj)itels zwiscliendurcli wicd(ir in I)(v 
tracbt kominen. Alle tFberlegungen, die wir durcbfiihren worden, liaben 
in den Entwickluugen des vorigen Kapitels ihr Moclell; dor Lcvscm’ wird 
also gut thun, bei irgend welcheii ihni entgegeiitretcudeu Scbwit'rig- 
keiten immer wieder auf die ausfulirliclieren Darlegungen im voj’igt^ii 
Kapitel zuriickzugehen. 

Es wird kaum notig sein, die Wichtigkeit der Dbcrlegiingon don 
gegeiiwartigenj, sowie iibrigens auch des folgendcn Kaj)ilelH i'ilr die 
ganze Theorie der elliptischen Modulfunctioncn nocb besonders zii 1)(3* 
tonen; sie bilden zusammeu mit den functionenthoorotiscben Betracli- 
tungen des folgendon AbsclinittS; welche sich uiiinitielbar an di<^s<dbcn 
anschliessen, das eigentliohe Fundament der genanntexa Thooric*^'). 

§ 1. Index und Beprasentantensystem einer gegobenon ITntorgmppo. 

Sei durch irgend eine XJntersuclning die Exisbonz oincr UiiIcm’- 
gruppe r' der Modulgruppe f erkannt, so wollen wir fiir T' zuniicbst 

**') Yorgl. hierzu wiedorkolt die p. 14.2 unter dom Tcxto gcnimnt<in Abhand* 
JiiMgcn von K]ein im 14*®^ Bando der Math. Annalou (187^3), sodaun bcwondoa’H 
noch dessen Note: Zur Theorie der elliptischen Modulfxmctionm, in don Miiiudicnor 
BoricUteu vom Dec. 1870, (Math. Annalen Bd. 17, p. 02). Ks rjikI dovi.t<(dl)Ht dio 
gniudlogonden Gesichtsinxnkto fur die Kntwickhmgoa doH Toxtos skiss-iicrt. 
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die in § 6 des vorigen Kapitels fiir die Vq durchgefiilirte Untersucliung 
veral]genieinerii. Die Gruppe f', die als nicht-cyeliscli angenommeii 
wird, ist von unendlicli holier OrdnuDg^'); wir denken ihre nnendlicli 
vielen Substitutionen in irgend einer Eeihenfolge durch 

bezeichnet. Sei nun eine Operation der Gesamtgruppe, die nichi 
zugleich der Untergruppe f' angehort. Man zeigt dann, wie in den 
Elementen der Gruppentheorie, dass die in den beiden Reihen 
1 , V.2, 

^ ? ^2 ^ 1 ^ ■ 

aufgefilhrten Substitutionen durchgeliends von einander verscliiedon 
sind. Giebt es iiberdies noch eine weitere Modulsubstitution erster 
Art Fg, die sich in keiner der beiden geschriebenen Reihen findet, 
so kommcn mit ihr gleieh alle unendlich vielen Substitutionen der 
Gruppe r als neu hinzu, die wir in einer weiteren Horizontalreihe den 
beiden schon aufgestellten anreihen. Giebt es wiederuui noch eine 
neue Modulsubstitution erster Art F3, so i*eihen wir mit ihr alle Sub- 
stitutionen Vj^Vq an und verfahren in ersichtlicher Weise nach dieser 
Vorschrift weiter. 

Jetzt unterscheiden wir zwei Fiille. Entweder bann unsere Unter- 
grupi^e r' so beschaffen sein, dass^ soweit wir auch Horizontalreihen 
immer aufs neue nach der gegebenen Vorsehrift anreihen mogen, dock 
iinmer noch Modulsubstitutionon in der Gesamtgruppe f tibrig hleiben, 
die noch nicht untergebracht sind und demnach zu neuen Horizontal- 
reihen Anlass geben. Andrerseits kann es sein, dass sich alle Ope- 
rationen der Grui)pe f in der endlichen Zahl von^ sagen wir, ^ Hori- 
zontalreihen: 


1, 

^1, 

^2; • 


VtVt, 

^2 ^ J * 

V., 



V,-1, 




In dor That giebt os in der Modulgruppe keine nicht-cyclischeii Unior- 
giaippon ondliclier Ordnung. Solltou niiinlicli solche existioron, so muasteii sio 
laut „lkos/‘ 10 . 110 u. f. die Structiir eiucr der in dor Theorio der regulilren KQrper 
auftrotendon Qruppen haben. Da es aber nur cyclische Untergruppen zweitor und 
drittcr Ordnung in der Modulgrupi)0 giebt, so konnten nicht- cyclische Unter- 
gruppen endlichcr Ordnung derselben hOchstens noch den Diedcr- odor Tetraoder- 
typus zeigcu. Dass sich aber solcbc Untergruppen aus Modxilsubstitutionen orstor 
Art nicht aufbauon lassen, zeigt man mUholos direct. 
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erschopfend iinterbringen lassen, wobBi im aufgesiellten Schema nim 
auch jede Operation der Gruppe f nur einmal genannt ist. 

Fiir beide Arten von XJntergruppen werden wir weiterhin eine 
grosse Mannigfaltigkeit von Beispielen kemien lernen. Indes wollen 
wir doch vorab nnsere Begriffsbestimmungen an den Untergruppen 
der letzteren Art befestigen, fiir welche also die Operationen der 
Gesamtgruppe T sieh in der endliclieot Zahl von yu Reihen (1) anordnen 
lassen. Elementare Betrachtungen zeigen, dass diese Anzahl der Hori- 
zontalreihen ganz allein dureh die vorgelegte Gruppe T' bedingt ist 
und nicht etwa noch von der Auswahl der Siibstitutionen • 

abhangt. Die fragliche Anzahl werden wir also als ein Attribut dor 
Gruppe r' ansehen mussen und nmnen sle den Index der Untergrnj>pe f' 
in Bemg auf die Gesamfgruppe T. Wie oben moge fortan auch allgemein 
der Indes ^ mit in die Bezeichnung der gerade betrachteten Uiiter- 
gruppe aufgenommen werden^ indem wir statt f' schreiben*^). 

Die einzelne Reihe in dem der Untergruppc eutsprechenden 
Schema (1) kann eindeutig durch Angabe einer ciuzelnen ihrer Sub- 
stitutionen charakterisiert werden. Indem wir also aus jcdcr llori- 
zontalreihe (1) nach Belieben eine Substitution herausgroifeji, crhalton 
wir das, ivas loir ein Beprdsentantensyslem der Untergruppc hcr^iiglich 
der Gesamtgruppe f nennen werden. Ein solches Re])rrisentautensystem 
werden z, B. die ft Substitutionen 1, Fi, bilden, welche 

die erste Verticalreihe im Schema (1) zusammoiisetzen. Besitzt die 
gerade betrachtete XJntergruppe keinen endlichen Index ft, so wird 
natiirlich auch die Zahl der ein Reprasentantensystem bildonden Sub- 
stitutionen unbegrenzt gross werden. 

§ 2. Herstellung eines znr vorliegenden XJntergruppe gehoronden 
Fundamentalbereiohs 

Wir verbinden mit dieson Dberlegungcn jetzt die emeiite B(j- 
trachtung der Modulteilung. 

Moge eine XJntergruppe der Modulgruppe von endlichom Index ft 
vorliegen. Zwei bezuglich derselbeu aquivalente l^unkto m odor auch zwei 
Doppeldreiecke der Modulteilung, welche also durch eine Substitution Vk 
der XJntergruppe in einander iiborgefiihrt werden, nenuon wir kurz „re- 
lativ aquivalent^^ Die folgeudo tj’berlegung, welche hbrigens im Princip 
mit der Betrachtung des vorigen l^aragraphon ubereinkommt, wird uns 
dann mit einem Fundamentalbereich fiir versehen und ergiebt tibor- 

*) Wir habon bier nur der VoUsillndigkoit Ixalbor dio«o clcmentar'-grujjpon- 
thooretisebe ErOrteraug von p. 140 dos orsten Absebnitts noobmals kurz skizziorfc. 
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dies denselben sogleich in einer zweckmassigen Gestalt, Wie im vorigeii 
Kapitel der Fundamentalbereicli Fq der fg sicb aus sechs Doppel- 
clreiecken aufbauen Hess, ivelclie den sechs Siibstitiitionen eines Eeprdscn- 
tantensystems mgeordnet tvaren^ so wird nun, wie wir sogleich voraus 
bemerken, der mit zu bezeicbnende Fundamentalbereicli der 
aus g Doppeldreiecken besteben, deren zugeborige Substitutionen V eiii 
Eejorasentantensystem fur abgeben. TJnd wie Fq ein diirchaus mi- 
sammenJidngender Bereicli war, so wird aucb in zweckmassiger Weise 
eonstruiert, aus einem einzigen Stiicke besteben. 

Jedenfalls soli Fa das Doppeldreieck 1 entbalten, von dem aus- 
gebend wir nun durcb successive Anfiigung immer neuer Doppel- 
dreiecke nacb' gewisser Vorscbrift den ganzen Bereicb construieron 
wollen. Do23peldreieck 1 ist von einem Kranze weiterer Doppel dreiecke 
der Modulteilung umgeben, welcbe jedenfalls nicbt alle mit 1 relativ 
iiquivalent sind* * '***). Wablen wir eines derselben, das wir um der 
Allgemeinbeit willen nennen, aus und verkniipfen es mit 1 zu 
einem Complex von zwei Doppeldreiecken. Aus dem nun diesen Oom- 
2 )lex umgebenden Kranze von Doppeldreiecken wablen wir ein drittes 
aus, das weder mit 1, nocb mit relativ aqui valent ist und fiigen 
selbiges (wofern sicb ein solcbes im gedacbten Dreieckskranze llber- 
baupt ausfindig macben lasst) jenen beiden ersten Dreiecken 1, 
an, mit denen es nun einen zusammenbangenden Complex von drei 
Doppeldreiecken bildet! So fabren wir fort, indem wir immer wieder 
aufs neue, solange es mbglicb ist, dem gerade erroicbten zusammen- 
liangenden Dreieckscomplex aus den benachbarten Doppeldreiecken ein 
solcbes weiter anbangen, das nicbt scbon mit einem Doppeldreiecke des 
bereits gebildeten Complexes relativ Equivalent ist. 

Aber der bescbriebene Process muss alsbald zum Abscbluss 
kommen, da man docb fiir unsere Untergruppe vom Index g iiber- 
baupt im ganzen nur ft Doppeldreiecke ausfindig macben kann, von 
denen keine zwei relativ Equivalent sind. Indem wir also in bezeich- 
neter Weise ^ Doppeldreiecke zu einem zusammenbangenden 

Comjdex vereint haben, wird nun jedes demselben nacb aussen gerade 
benacbbarte Doppeldreieck Da mit einem im Complex liegenden Doppel- 
dreiecke Dt relativ Equivalent sein. Da beacbte man dann weiter, dass Di 
iiotwendig bart am Rande des Complexes liegen wird; denn eines der 
Da benacbbarten Doppeldreiecke gebort dem Oomplexe an und ist docb 
mit einem Di benacbbarten Dreiecke relativ Equivalent, welcbes letztere 

*) Soust enthielto die Substitutionen S und T und wiirdo nait dor Ge- 

samthoit f identisoh soin. 
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eben deshalb dem Complexe nicbt angeboren kann, Es wird solcber- 
gestalt D, mit einer seiner Seiten eine Randcurve des Complexes 
liefern, welclie mit einer anderen von Da gelieferten Randcurve relativ 
aquivalent ist. Die Bandciirven des DreiecJiseom'j^lexes sind liiernacU 
2 )aanveise einander als relativ dgiiivalent mgeordnet, Wir wollen darauf- 
bin dem von unseren Dreiecken iiberdeckten Bereiclie insofern fortan 
eine scbarfere Definition geben^ als wir immer mir die DimMe der einen von 
xivei dergestalt einander mgeiviese^ien Itandcnrven dem Comiiilexe sureclinen. 

Mit Hilfe dieses Satzes ist es nun sebr leicht zu erkenneU; dass 
wir m dem constrxiiertov Complexe von Doppeldreicclcen hereifs einen 
vollen Fiindamentadbereiclh dcr TJntergriippe r« hesifmi. 

In der That kbnnen sicli erstlicli in demselben keine zwei relativ 
aquivalente Punkte finclen. Solclie zwei Punkte inllssten luimlicli 
bomolog in zwei Doppeldreiecken gelegen sein, welebe danii ersichtlicli 
nacli ibrer ganzen Ausdebnung relativ aquivalent warcii. Woforn niui 
unsere zwei Punkte nicbt gerade auf dem Rande des Dreieckscomplexcs 
gelegen sind, mlissten aber diese beiden als relativ aquivalent erkaniiten 
Doppeldreiecke dem Complexe angeboren, was docb bei der Art, wic 
wir denselbeii aufbauten, ausgescblossen ersebeint. Die auf dem Rande 
des Complexes gelegenon Punkte werden froilicb immer zu Paaren 
relativ aquivalent seinj in dicsem Betracbt aber baben wir sebon voviib 
die notwendige Festsetzung gemaebt. 

Des weiteren aber werden wir ftir ciiien beliebigen der positivon 
Halbebene aiigebbrigen Punkt w einen relativ aquivaleiiten im Inneni 
des oft genannten Complexes nacbweisen kbnnen. Zicbeu wir Jiamlicli 
von einem beliebigen Punkte cdq des Complexes cine ganz in dor 
positive!] Halbebene verlaufende Linie nacb dem gewiiblteu Ibmkie co 
imd dureblaufen dieselbe von cOq an. Ein erster Toil unsorer Linie 
liegt ini Complexe; an einer bostimmton Stello aber iibersebreiton wir 
dessen Greuze imd durcbliiufen demnlicbst das bart an der Grenze 
liegende aussere Dreieck Dieses jcdocli ist mit oinenn Dreicck D/ 
des Complexes relativ aquivalent, und wir kbnnen also Itlr don min 
folgenden Teil unserer Bahn einen relativ ilquivalentcn Weg auslxndig 
macbeii, der zuvbrderst jenes Dreieck 7^-, demnlicbst al)t‘r eino Jteiln) 
weiterer Dreiecke der Modulteiluiig durebsei^zt. Indcm wir so gleich- 
zeitig zwei relativ aquivalente Wego bosebrieben denken, wird diescr 
letztore zuniichst im Tnnern des Complexes vorlaufendo Weg alsbald 
wiedcr an einer neueu Stello dessen Grenze ubersebroiten, um nun in 
Da cinzutreten. Ist dann wxeder D« mit 7)/ relativ lupii valent, so 
wiederbolen wir unsere Zuriickwerfung in das hmero dos Complexes 
aucb fiir das naebste Stuck der nacb co fiilirenden Balm und so fort 
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Leielit sielit man, wie diese "Dberlegung zum Abschliiss kommeii 
wird. Unsere ursprungliclie Balm von naeli eo durebsetzt nur eine 
eiidliclie Zalil von Dreiecken, da sie ganz innerlialb der j^ositiven Halb- 
ebene verlaufen sollte. Dieselbe iibertragt sicli demnacli aucli nur aut 
eine endliclie Zabl in bezeicbneter Weise mit Stiicken der Babn relativ 
iiquivalenter Linien, die den Complex durebzieben. Die letzte der- 
selben wird in einem Punkte co' des Conij)lexes zu Ende kommen, 
wenn gleichzeitig ausserhalb der Endpunkt co der Babn erreicbt ist. 
Jener erstere Endpunkt co' ist sonacb in der That ein mit cd relativ 
aquival enter Puiikt im Innern des Dreieckscomplexes. 

Hiermit aher ist dor in Anssiclit rjenommene jBetveis voTlst(indi(j 
(jefiUirt. 

Dass die soebeii mit bezeielinete Anzabl der Doppeldreieeke 
miseres Complexes gerade mit dem Index ft der Untergruppe fu in 
Ubereinstimmung seiii muss, ist nun leicht binterber zu erkennen. 
In der That muss ja fiir jedes beliebig ausgewablte Doppeldreieck 
der Modulteilung ein relativ liquivalentes aufweisen. Aber die zu relativ 
uquivalenten Doppeldreiecken geborenden Substitutionen stelien in der 
nilmlichen Horizontalreihe des Schemas (1) p. 309. Wir sehen also, 
dass nicbt kleiner als ft sein kann, was mit ^ ft in der That 
fi^ = ft ergiebt. — Dio ft Substitutionen, deren beziiglicbe Dreieeke 
den construierteii Puiidamentalbereicb zusammensetzen, werden wir 
geradezii, wio oben bei der fg, zum Repraseniantensystem fiir die f,, 
wilblen kbnneu. 

Seiner Gestalt nacb ist der erhaltene Pundamentalbereich F^^ eiii 
ein/ach isusammenJimgendcs K^'eishogcnpohjgon mit paarweise auf einander 
bezogenen Randern. Wir werden denselbeii demnach auch sebr bauBg als 
Fimdamcntalpohjgon (cf. Math. Ann. Bd. 14, p. 133) bezeichnen. Ubrigens 
ist die Gestalt unseres Bereiches im boben Grade willkurlicb. Immer 
kbnnte man beliebige Stiicke am Rande des Bereiches ausscbneiden unci 
dieselben dafiir vermoge der gerade in Betracbt kommenden Substitu- 
tionen an den beziiglicben relativ uquivalenten Randstellen wieder an- 
heftcn. Die beiden Ufer des Scbnittes, vermoge dessen wir das betreifende 
Stuck aus Ff, auslosten, liefern dann fiir die neue Porm dieses Bereiches 
zwei auf einander bezogene Raiidcurven. Wir werden diese Mass- 
naluuc wie oben als ^,erla%ibtc AJbdndenmg^^ des Pnndamentalbereichs 
F^i bezeichnen und dieselbe im folgendeii des dfteren zur Verweudung 
bringem Dabei soli es sich aber immer nur um Abtrennung cines 
Oder mebrerer gamer Elementardreiecke handeln, so dass F(t aucb 
nacb Ausfiibrung der Abanderung immer wieder von gewissen Kreiseu 
der Modulteilung begrenzt erscheint. 
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Letzten Elides sei noch darauf aufmerksam gemaclit, dass die 
tlberlegungen des gegenwartigen Paragraplieu ausnalimslos in Kraft 
bleibeii aucli fiir den Fall einer Untergruppe von unendlicli lioliem 
Index, -wie man durch Recapitulation des durchlaufeneu Gedanken- 
gangs leiclit bestatigen wird. Da erlialten wir daun freilicli als 
Fundanientalbereicli ein eiiifacli zusammenhiingendes Kreisbogen- 
polygon von unendlicli vielen Seiten, von dem aber iiii iibrigcii alle 
die Bemerknngen gelten, welclie wir soebeii aut den Fall eiues end- 
lichen ft bezogen. 

§ 3. Uberdeeknng der co-Halbebene mit Polygonen, die der Unter- 
gruppe r« entsprechen. Erzeugung der 

Mbge fur irgend eine vorgelegte Untergruppe in obbcscliriebener 
AVeise ein Fimdamentalpolygon F^t construiert sein, das also aus 
cinem einfacli zusammenhaiigenden Complex von 2 ft bez. auch iniend- 
lich vielen Elementardreiecken besteht (je naclidem wir mit einer Unter- 
gruppe von endlichem oder unendlicli lioliem Index zu tluin luibcn). 
Vermbge einer beliebigen Substitution vu der Untergruppe wird 
in ein neues Polygon ilbergcfuhrt, welches wir nonuou wollon. 
Denke man sich dann der Gesamtlieit der Siibstitutionen dor Unter- 
gruppe entsprechend in der co-Halbebeno alio zugchorigen I^oly- 
gone *= Fl^^J • * • entworfen. Da treten nun vbllig 

allgem ein die Verhaltnisse ein, die wir oben beroits fQr die Gosamt- 
gruppe r wie auch fiir fg kennen lernten. Da F^i einen Fundamental- 
bereicli fiir bildet, so ziehen wir wiedor als eine unmittelbaro Fol- 
gerung aus der Begriffsbestimniung des Fundainentalbcreicbs : Jene 
Folygone F^^^^ iverden in Hirer Qcsamilieit die Ualhcbene vollstmdig iibcr- 
dedtenj oline dass irgendwo mci von ihnen iiber einatider Irdtcn; sie wor^ 
den sich vielmchr allenthalhen glatt an emander Icgm, ohm irgendwo m 
collidieren. 

Benennen wir nunmelir wie friilicr das einzelno Polygon nach dor 
Substitution Va, vermbge deron es aus F^,, hervorgehi, aclbst als Vk^ ho 
wollen wir nimmohr denjenigen Kranz von Polygonen in Bolracht 
ziehen, welcher das erste 1 oder Ff^, rings umgiobt. Mag die Zahl 
dieser Polygone m sein, wo alsdami m fiir Untorgruppeu von ond- 
lichem Index stets endlich, fiir solcho von unendlicli hohom Index im 
allgemeinen auch unendlich gross sein wird. Wir donkou gcradezu 
die auf diese m Polygone boziiglicben Opcrationoii dor Untergruppe 
durch «;jj, • Vm bezeichnet und also in dor gedachton Reilio der 
Substitutioiien von niichst der Identitat = 1 an orstcr Stollc 
untergebracht. Nun hat das Polygon Vi =» mit dom Fundamental- 
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polygon 1 = Flit eine Randcurve gemein. Es wird demgemass die Sub- 
stitution Vi eine bestimmte andere Randcurve von die ebeii 

gemeinte iiberfuliren, welclie also mit jener relativ aquivalent sein 
muss. Auf solcbe Weise zeigt sicli: Die m Suhstihitionen v.,, • • 
sind diejenigenj icelclie die relative Aqidvalmz der paariceise auf einander 
bez’oqenen Randcuruen von Fu vermittehi; dahei findet slch neben der 
einzelnen Substitution v\ -iinter diesen m Snhstitutionen aiicli stets derm 
inverse v~^ = ^A•. 

1st jetzt V irgend eiii beliebiges unter den Polygonen, mit denen 
wir die m-Halbebene bedeekteU; so ist auch dieses wieder von m wei- 
teren Polygonen umkranzt. Die Namen der letzteren bringen wir 
gerado wie oben an entsprecliender Stelle bei der in Erfalirung; es 
sind offenbar diese: vv.,, • • Wenn wir also vom Polygon 1 

immer zu benacbbarten Polygonen fortgeben, werden wir fiir alle 
diese auf Namen gefiilirt^ die sicb in der Form • • • darstellen, 

w'obei • • • jedesmal Zalilen aus der Reibe 1, 2, 3, • • •, m 

sind. Da wir aber durcb Fortgang zu benacbbarten Polygonen iiber- 
baupt zu jedem vorliandenen Polygone gelangen konnen, so entspringt 
der Satz^ dass sich jede Operation der Untergnippe als eine Combi- 
nation der m Operationen Vm darstellen IdssL Diese m Sub- 

stitntionen bilden also cm System von Ermigendcn fiir die Untergnippe . 
Die Anzabl m dieser Erzeugenden ist, wie sicb bier von selbst er- 
giebt, fiir Untergruppen von endlicbem Index jederzeit selbst endlich^)^ 
fUr Untergruppen von unendlicb bobem Index ist sie aber wi allgemeinen 
selbst unendlicli gross"^''^'). 

§ 4. Transformation von Untergruppen. Gleichberechtigte und 
ausgezeiolinete Untergruppen. 

Die Erorterungen fiber Transformation der Untergruppen fg und fg 
itn vorigen Kapitel und die daraus gezogenen Folgerungen iibertragen 
sicb ebonfalls obne weiteres auf den allgemeinen Fall. Transformieren 
wir die Substitutionen Vk einer vorgelegten Untergruppe durcb eine 
beliebig gewiiblte Modulsubstitution erster Art V und sebreiben dabei 



Wollten wir don Satz, dass mit jeder Substitution aueb ihre inverse als 
gogoben gilt, strenge handhaben, so wurden wir das System der Erzeugenden 
^ji» * * *> offenbar nook weiter reduoieren kOnnen, 

***‘) In der That kann die letzte Behauptung nur beschrllnkt ausgesprochen 
werden, Nehmen wir z. B. als Notbehelf fiir die Veranscbaulichung des Falles 
fir^oo eine cycUsche Untergruppe der Modulgruppe, so ist bei ihr m sogar nur 
gleioh 55. 
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SO biiden die Substitution en t?/ wieder eine Untergruppe; die heissen 
mag; und die durcli die Zuorduung von Vk zu Vl boloedriscli isomorpli 
auf bezogen ist Wir sagen, T/ entstelie aiis durcli Transformation 
t'crmoge V: 

(1) r,/ = F-^r,,F, 

n72d nennen Vf und r« hmerliaTb der Gesamtgrtqype T gleiclilcrecUigt 
Ist Vk eine Substitution der Untergruppe f,,, so ist Vk~^^f^Vk = ^n 
infolge der Gruj)peneigensehaft von ftf Des weitereii foJgt: 

{vkV)-K^,,(vkV:) = Vr^Vk-^r,,VkV, = F-ir,.F; 
wobei V^ ein beliebiger der g, von uns fiir die Untergruppe gewlililtcn 
Iteprasentanten sein soli. Wir werden demnacli bereits alle mit T,, 
gleicliberecbtigten Untergruppen gewinnen, wenn wir zur Transformation 
von nur die yi Substitutionen des zugeliorigen Reprasentautensystems 
zulassen. Demgemdss ist die Ansalil v der verscliicdmai mit glaicli- 
hereclitigten Untergrtippen (fa seTbst ah solcJie immcr mitgemhlt') glcich 
Oder hleiner als ^x*); wir wollen sie durcb f/,, • • ■; Vj! bezeiclmen. 

Im aussersten Falle kann eine Untergruppe einzig mit sick selbst 
gleicliberecbtigt sein. Sie wird daun durcli jodo Modulsubstitutiou 
erster Art in sich traiisformiert; man kann auch sagoii, j(Klo Modub 
substitution erstor Art sei mit der Untcrgrupj)e f,, vertauschbar; da 
man in der That in dicsem Falle (1) in die Form sotzcn kann: 

Fr,. = r,,F 

Untergruppen dieser Art heissen in der Gesamtgruppe f ansgeceiclinct. 
Dieselben werden alsbald eine bevorzugte Stellung einnolimon. Um 
cine Untergruppe als ausgezeiclinct in der Oesaiutgruppo zu or- 
kennen, geniigt es librigens ersichtlich; die Vertausclibarkeii von S 
imd von T mit dersolben darzuthnn. 

Weiter werden wir nun nebon den Modulsubstitutioncn orster Art 
auch solche der zweiten Art zur Ti'ansformation zulassen. 

Um hier vorab kurz zu recapitulioren; so wird sich jedo Modulsub- 
stitution z weiter Art auf die Fox'm v^ViA bringen lasseii; fiir Vk und 
F die bisherige Bedeutung beibehalten. Oflenbar kann man somit die 
gesamten Operationen der erweiterten Modulgruppc f, der F 
sprechend; in ein Schema von 2y, Horizontalreihen cinreiheii; desson 
erste Halfie gerade das Schema (I), p, 309 darstollt, wahroiid die Bub- 
stitutionen der letzten y, Horizontalreihen aus jencm Sclienia (1) cin- 
fach dadurch entstehen, dass man die einzelne Substitution ^’^F^ dos- 
selben mit A zu vfViA vorbiudot. Wir werden sageU; sei innerhalb 

'0 J^iac weseatlicho Vorsclnlvfuiig dieses Rutzes folgt weiter imten in tJ B, j). 
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der r dls Uniergruj.i;pe des Index 2^ entlialten, wohei man dann als m- 
gelioriges Bejprdsentantensgstem zweclzmcisslger Weise die 2ft Operatione^i 
^ 1 ? ^ 2 ? * ’ *; Vju—iA ausivdhlt 

Jetzt werden wir offenbar scbon alle mit innerlialb der er- 
weiterten Modulgruppe gleicbberecbtigten Uutergruppen gewinnen, weiin 
wir Yermoge der Operatiouen des eben ausgewahlten Reprasen- 
tautensystems transformieren. Wir erbalten da erstlich die v bereits 
innerbalb f mit f,, gleiebbereelitigten Gruppen fu, • • •; wieder, 

nnd werden alsdann jede einzelne derselben noch vermbge A zu trans- 
formieren liaben, um in 


( 2 ) 


AT^,A, ATI, A, 


Ar^ 


- 1 ) 

} 

O'-I) 


die Gesamtbeit dor mit innerbalb f gleicbberecbtigten Untergruppen 
zu besitzen. 


Hier bat man nun zwisclien zwei Moglicbkeiten zu unterscbeideii. 
Eine elementare Betracbtung zeigt, dass in der zweiten Reibe (2) v 
verscliiedene, gleicbfalls bereits innerbalb der ursprllnglicben f gleicb- 
berecbtigte Untergruppen steben. Diese letzteren Gruppen werden ent- 
weder von den v Gruppen der ersten Reibe (2) durcbgebends ver- 
scbieden sein, oder beide Reiben stellen, von der Reibenfolge abgeseben, 
die niimlicben v Untergruppen dar (letzterer Fall findet bei den Tj des 
vorigeu Kapitels statt). Im ersieren dieser hclde^i Fctlle ist mncrJialh f 
cine von 2v gleicliberecMigten Untergriipijcn. Wir lidben alsdann den 
heiden Ileilicn (2) entsprechend mvei Systeme von je v innerhaTb der 'iir- 
sprunglichen f glcicJiberechtigten Untergrztppen; diese heiden Systeme sind 
noch nicht innerhaTb f gleichherechtigt, sic iverden es indessen inne^'halh 
der erweiterten f, Im meilcn Faille ist mch in der erweiterten f 
nur mit jenen v Untergniipen gleiciliherechtigt, die aucJi schon innerhalh 
der ursprilngliehen f gleichbercclitigt ansfielen, 

Weitef bemerkt man so fort, dass im ersten der beiden eben unter- 
schiedenen Plille fft mit keiner einzigen Operation zweiter Art ver- 
tausebbar ist (was sogleicb auch von den tibrigen Untergruppen (2) 
gilt). JetBt also ist nicht der Erweiterwig diirch eine Operation 
fjweiter Art fdhig. Im letzteren Falle dagegen ist Ar^t,A eine aucb 
scbon innerbalb f mit gleicbberecbtigte Untergruppe, etwa 
und wir folgern dann aus AF^iA — dass nunmehr mit der 

Operation meiter Art V = ViA vertauschhar ist und also durch Combi- 
nation mit derselben eine erweiterte bildet Wir mussten bier an Stelle 
dor friiber allein zur Geltung gekommenen Erweiterungen durch Spiege- 
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lungen allgemeiner solche durch Operationen zweiter Art heranzielien. 
Dabei kommen wir imnier auf jenen specielleren Fall zuriick, so oft 
die erweiterte Vjx wenigstens eiiie Spiegelang entbalt; ersichtlicli ware 
namlich Vu niit dieser vertauschbar und wiirde mit ibr combiniert die 
gerade betracbtete ergeben. Von vornberein freilicb scbeint die 
Existenz aucb solcber nicbt ausgeseblossen, die keine einzige Spiege- 
lung entbalten. Inzwiscben ist kein einziges Beispiel einer derartigen 
fa bekannt, nnd es werden in der That fernerbin allein wieder die 
Erweiterungen durcb Spiegelungen in Betracbt kommen^). 

Letzten Endes macben wir aucb bier wieder den besonders wieli- 
tigen Specialfall v = 1 nambaft. Wir babeu alsdann einc in der ur- 
spriinglicben f ausgezeicbnete Untergruppe tvelche mm offenTjar ent- 
iveder aucli in der enveiterten f misgemchnet ist oder innerliaLh der 
leMeren eine von mei gleicliberecliUgien Untcrgruppen darstelU, derm andcre 
durch AV^A gegelen ist Wir inerken uns scbliesslicb nocb den obne 
weiteres einleucbtenden Satz: Ist eine vorgelegte Untergruppe mit 
den Spiegelangen A, B, G vertauschbar, so ist sie in der erweitortcn 
Modulgruppe ausgezeichnet entbalten. 

§ 5. Von den Fundamentalpolygonen gleichborecbtigter und 
ausgezeielineter Untergruppen. 

Fiir irgend eine vorgelegte Untergruppe von ondlichom oder 
unendlicb hobem Index sei in Fft ein aiis den Doppeldroieckon 
1) 1^2? • • •; bestehendes Fimdamontalpolygon in fruber er- 

klarter Weise gewoimen. Auf Ff, wollen wir daim die Modulsub- 
stitution erster Art Vz'~^ anwenden, welcbe das Doppoldroiock Vf des 
Pundameritalpoljgons F^i nacb dem Ausgangsdreicek I verlogt. Moge 
der aus Fjn solchergestalt entspringende Bcreicli lieissen. Die 

Zuordnung der Randcurven von F/i^ soil bei dieser Transfonnation 
eine Veranderung nicbt erlitten baben, d. b. in FfS^'^ sollcni ipimcr zwei 
solcbe Randcurven auf einander bezogeri sein, die in Hirer ursprting- 
licben Lage als Randcurven von F^^ bereits einander zugoordnet waren. 
Sind zwei der letzteren IC und Jf, so batten wir 

Die erweiterten Gruppen f und r,j ontkielti*n ni<‘bt nur Holbat luumdlioh 
viele Spiegelungen, aondern konnten (maschlicsitlich aus Si)iegolung(ui erzougt wordoiu 
Es hatie dieser Umstand die wichtige Folgo, dass dio Fundaiuontalbereicho jonor 
Gruppon von vornberein gestaltlioh lost bestimmt waron, Bio ‘woitorhin in IJo- 
tracht kommenden Gruppon sind, wio eingchondore Gntcrsuchungcn zeigoit, im 
allgemoinen nicbt mchr anssoliliessligb aus Spiegelungen erzougbar. J>eragomliHS 
fiillt aucb der Vorzug der gestaltlicbcn Bestimmilieit filr dio Fundamontalberoicbo 
dieser Griippen r„ binweg. 
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(1) K' = v,{K), 

WO h unter Beibelialtung der Bezeichnung des § 3 eine Zalil aus der 
Reihe 2, • • m ist. Durcli Ausfiiliruiig der Substitution Vi~~^ 
gehe jetzt KinK^ = Vr^(K) und K' in AT/ = Yr^(K') liber. Als 
Beziehung zwisclien und findet sicli daun aus (1) 

K' = Vr^v,K(K,), 

so dass Vr'^Vj.Viy Qc = 1, 2, • • •, w) die Substitutionen sind^ welclie 
die auf einander bezogenen Randcurven von in einander iiber- 

fuhren. Das sind aber gerade die erzeugenden Substitutionen der mit 
fu gleicliberecbtigten Untergruppe 

r ' = F -— F- 

SO dass ein Fundamentalbereicb dieser sein wird. Durcli Ans- 
flihrung der g, Siibstitiitionen Vr'^ getvlnnen wir demnacli aus dem Polygon 
der Untergruppe fu die Polygone alter mit Vu innerJialb der Gruppc f 
gleiclibereclitigten Untergruppen, 

Wird die Untergruppe durcb Fi“^ in sich transformiert, so 
muss sich das also an der Gestalt des Fundamentalbereichs F^i dahin 
aussprechen, dass durch erlaubte Abanderung in F^^ ubergefillirt 
werden kann. Das Fundamcntcdpolygon F^a einer ausge^eiclmeten Unfcr- 
gnippe '^on f muss demgemdss, von erlanhter Abanderung ohgeselien^ 
durch alle Substitutionen Vr~^ und also iiberhaxipt durch jede Modiil- 
substitution erster Art in sich transformiert werden. Fin Fundamental- 
polygon dieser Art wollen wir regular nennen^'). Die Regularitat eines 
Fundamentalpolygons wird bereits hinlanglich dadurcli erkannt, dass 
ein solclies (von erlaubter Abanderung abgesehen) durch die beiden 
Substitutionen S und T in sich transformiert wird*^"^*). 

Ganz alinlich gestalten sich die Verhaltnisse bei Transformation 
einer Untergruppe durch eine Operation zweiter Art. Gehen wir 
z. B. vermoge der Spiegelung V zu der mit innerhalb f gleich- 
berechtigten Gruppe = FF^tF, so werden wir einen Fundamental- 
bereich fiir diese aus dem zu F^^ gehorenden^Polygone herstellen^ 
indem wir letztores am Symmetriekreise von F zur Spiegelung bringen, 
wobei man natlirlich die Schraffierung der Elementardreiecke umzu- 
andern hat und je zwei Randcurven des neuen Bereichs immer 
dann zusammenordnen muss, wenn sie vor Ausfilhrung von F als 

**’) Eingebende Bemerkungen aber die Regularitat folgen weiter uiiten in 
§ 10, p. 333 n. f., wo daun auch die bezuglichen Litteraturnachweise gegeben sind. 

****) Beziiglicli dor typiscben Form eines derartigen rogularen Eundaiuental- 
IDolygous miisscn wir auf die ktinftigen Beispiele verweisen. 
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Kaiiten des ursprunglichen einander zugewiesen waren. Da ergiebt 
sicli insbesondere der Satz: Eine Unterg7‘'H])xoe V f, ist der EriveUernmj 
ve 7 inoge der Spiegehmg V fdUig %mte7' der Bedbigiing, dass das Polygon Ff^, 
von r« durclh die Spiegelmig V, von erlaubter Abdnderimg dbgeselien^ in 
sich selbst iibergefiilwt loird. Wir wollen Fu in dem Falle hcznglicli des 
Spiegelh^eises von V mit sich selbst symmetrisch nenuen. Ist insonderlioit 
V = A, so wird mau demgemass die Elemeutardreiecke von derarfc 
anordnen konnen, dass die Gestalt von im elementaren Sinne Syiii- 
metrie an. der imaginliren (o-Axe aufweist. Die eine der beiden durcli 
diese Axe abgesclinitteiien Hillften von bildet alsdann eiuen Funda- 
ment alb ereicli ftir die aiis dureli Erweiterung vermilge A eiit- 
springende Uiitergrupj)e f,,. Welclie Raiidpuiikte dieseiu Bereiclic zu- 
zurecbnen sind, und wie die Randcurvon desselben zu Paarcii einander 
zuzuordnen sind, entscheidet man im Einzelfalle leiclit von der Gestalt 
des Bereiches aus. 

Ist r„ niclit nur in f, sondern sogar iunerluilb dor ervvoitevi.en 
Modulgruppe f ausgezoiclmet, so ist Ff, bcziiglich aller diesen Bereicli 
durebzieliendeu Kreise, von erlaubter Abanderuug abgeseluui; niit sich 
selbst symmetrisch. Ein Ftmda^ncnfalpolygon diesar Art soli regaUb- 
sy)mnetrisch hclssen, da es in der Thai aiich slots Pegularildt in obigan 
Sinne besitmi iclrd, Um eiu Polygou F^, aks regulILr-syinm(‘lrisch zu 
erkenneii, geniigt es schou, die Symmetrio desselben an dca R|)i('g(‘l- 
kreisen der drei Operationen A, C zu coiisiatioreu’^'). 

§ C). Von den endlichen G-ruppon (if, und wclcho oinor 

ausgezeiclineten Untergruppe entsproebeii. 

Die Entwickluiigen, welchc in § 8 des vorigen Ivapitels fur die. aus- 
gezeiclinete Untergruppe durcligoriihrt wiirden, nb<n’trag(in sich Jotzt 
fast Wort ftir Wort auf don allgenieinon Fall <‘iii(ir a.usg('zeiclin(den 
Untergruppe von cndlichem odor niclit-eudliehcm Zieliou 

wir namlicb das der ausgezeiclmcton Uiitorgru|)])o f,, cntsprochendo 
Schema (1) p. JIGO lieran^ so beweiscii wir durch oine ScdilusHlblgerung; 
die derjenigen in § 8 des vorigen Kapitols bis ins cinzolnc ghncht, 
den Satz: Comblnlcrt man in vorgcschriehmer Bcihcnfolge cwol vollig 
beliebigc Substiintionen aus bestimmtm swei Jlorimitalrclhcn des eben 
gemeinten Schema, so entspringt eine Stil)stitution>, die eine.r be.stimmtan 
dritte^i llorimxtah'cihe angeJibrL 

*) Audi ubor die KSymniotrio der Fundanuailalpolygono v(!rgloi<duj taati 
union in § 10 nud 11, p. 333 u, f., noch weitorgi^Uoudo Uomorkuiigou. 
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Hier werden wir nun wieder gerade wie oben den vorliegenden 
Verhaltnissen zweckmassiger Weise dadurch. Reclinung tragen^ dass wir 
UQS eutseliliessen; die Sxibstiixdionen v der XJntergriip^e ^eiticeise als 
von einander niclit verschieden ansuseTien. Wir bezeiclinen dies dureh. das 
Aquivalenzzeichen : 

VgOs^Vh 

und baben dann als unmittelbare Folgerung daraus VgViCOVj^Vt anzu- 
merken. Infolge dieses letzten Umstandes gelten nns alle in der 
einzelnen Horizontalreibe nnseres Schemas untergebrachten Operationen 
als nicht verschieden, und also entspringt nun allgemein der Satz: 
Falls ivir die Siibstitutionen der in der QesamtJieit f ansgeseiclmeten 
JJntergrup;pe f t, als von einander niclit verschieden anselien, reducieren sich 
die Ojoemtione^i der Gesamtgruppe F atif nur g. verschiedene, 

Als diese g, verschiedenen Substitutionen werden wir je eine aus 
der einzelnen Horizontalreibe des Schemas nach Belieben auswahlen 
und mogen so etwa das System der Substitutiouen F/, * • *, Y^^t 

erlangt haben. Es ist dann 

( 1 ) • Yir^csoV^, 

und wir werden dem am Eingang des Paragraphen aufgestellten Satze 
nun dahin Ausdruck geben, dass den heiden in (1) gerade vorliegenden 
Zahlen i^ Jc diese gan^ lestinimte Zdhl I in der lezeichneten Weise m- 
geordnet ist, volUg unabhdngig davon^ welche hesondere Siibstitution F' 
wir aus der einzelnen Horimntalreilie auswdhlten. Nehmen wir dem- 
nach fortan als Substitutionen F/ wieder diejenigen g Modulsubstitu- 
tionen erster Art, welche den g Doppeldreiecken eines fiir F^ etwa 
ausgewahlten Pundamentalbereichs F/,c entsprechen, und schreiben also 
F/ == Yi und insbesondere F/ = F^ — 1. 

Der Pormel FFtOoF^ werden wir jetzt dadurch eine pracise 
Deutung verschaflfen, dass wir sagen: Die g Operationen 1, 7^, P 2 ; 

hildm infolge unserer Verdbredung eine Gruppe G^^ deren Ordnung g 
mit dem Index der ausgemchneten Untergruppe F^ . uhereinstimmt und 
also jenachdem endlich oder unendlich hock ist. Der erste Satz des 
vorliegenden Paragraphen lehrt dann, dass diese Gruppe Gfj, isomorph 
auf die Modulgruppe F bemgen werden Icann^ namlich dadurch, dass wir 
der einzelnen Operation der G/^, deren „Symboh‘ Yi ist, alle diejenigen 
Modulsubstitutionen erster Art zuordnen, welche in der (i + !)*» 
Horizontalreibe des oft genannten Schemas enthalten sind. Der Iso- 
morphismus von Gjn und F ist also ein solcher von unendlich hoher 
Me^vedrie. 

.Diese Satze sind durchgangig nur dann in Geltung, wenn F^ aus- 
gezeichnete Untergruppe von F ist. Haben wir in F^i sogar eine in 

KIlciii-3^xIcko, HoduUunctlouou, 21 
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der erweiterten Modulgruppe f ausgezeiclinete Untergruppe, so ge- 
statten die gesclielienen EntTricMungen dementsprechend eine weitere 
Erganzung. Da denke man an das sciion soeben eingefiilirte Schema 
Yon 2^ Horizontalreihen, in welches sich der entsprechend die 
Substitution en der Gruppe f anordneix lassen, Setzm ivir dann tvieder 
Vg oo so rediicieren sich die SiibstituUoneii dev f ciuf 2^ ver- 
scJtiedene, dls tvelcJie tvir 1, • ' *, i? F^f— 

nehmeji. Unter Aufrechterhaltung unserer Festsetzung Vg ro werden 
wir dann den Satz gewinnen, dass jene 2^ Operationen erne Gruppe 
G 2 ,u bilden. Aiis dem TJmstande, dass fu der erweite7'ten Madid- 
grille r ausgezeiclinet seiii sdllte^ entsprhigt also die Moglichheity hi so fait 
ersichtliclier Weise swisclien den Gruppen G 2 ft und f einen Isoinorphis- 
mus von unendlich holier Meroedrie m hegriinden. Auch dieser Satz 
wird spaterhin von Bedeutung werden; vorab freilich wollen wir aus- 
schliesslich bei der verweilen und die aus der Betrachtung dieser 
Gruppe 2 U gewinnende Ausbeute fiir die Behandlung unseres gruppen- 
theoretisehen Grundproblems in allgemeinen Zugen skizzieren. 

§ 7. AUgemeine Gesiehtspunkte fur die Zerlegung der Gruppen 

in ihre Untergruppen. 

Die Gruppen welche wir soeben den ausgezeichneten Unter- 
gruppen der Modulgruppe f hinzugesellten, spielen in der Folge 
eine tiberaus wiehtige Rolle, und es ist namentlich die Zerlegung der 
einzelnen in die Gesamtheit ihrer Untergruppen eines unserer wich- 
tigsten Hilfsmittel zur Auffindung von Untergruppen der Modulgruppe. 
Ehe wir diese Behauptung des naheren erlauteru; wollen wir vorerst 
eine Reihe von Gesichtspunkten erortern, welche weiterhin bei Zer- 
legung solcher Gruppen G^ massgeblich sein werden. Die Regeln, die 
wir hier (und im folgenden Paragraphen) entwickeln wollen ^ ha ben 
ubrigens durchaus . allgemein gruppentheoretische Bedeutung und ge- 
horen zu den verbreitetsten Hilfsmitteln gruppentheoretischer Unter- 
suchungen; naturlich werden wir diesen allgemeinen Entwicklungen 
hier nur insoweit nachgehen, wie wir sie kiinftighin notwendig zur 
Hand^haben mussen. Wir setzen dabei zunachst g. als endlich voraus 
und gehen erst am Schlusse des gegenwartigen Paragraphen auf die 
Prage ein, inwieweit unsere Erorterungen fiir den Pall g ^ oo Giltig- 
keit behalten. 

Liege eine Gruppe unserer Art Gfj, der endlichen Ordnung g vor^ 
so bezeichnen wir deren Operationen wie bisher durch die Symbolo 
1? ^ 2 ? • • •? die dann im gegenwartigen Sinne ihren Cha- 
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rakter als Modulsubstitutionen eingebiisst haben*^). Sei (?r eine Unter- 
gruppe von so ist r Teller von ft, und wir setzen 

(1) = T • llr, 

unter den ganzzabligen Quotienten von [i und r verstanden. Be- 
zeichnen wir^ dem bisberigen Braucbe entsprechend, diejenigen unter 
den Operationen Vi, vt'elcbe die TJntergruppe Gt zusammensetzen, iin 
speciellen durcb 1, i, so bringen wir durch bekannte 

Uberlegung die ^Operationen von in dem recbteckigen Schema unter: 



1, 


• • •; 


F^i? 

% ^1? 

•••, Vr-iVu, 

(2) 

v^, 




XT 




das wir fortan kurz nennen wollen. Wir werden demnacb sagen, 
Gt hesit^e als Untergruppe von G^ den Index g^t, nnd wir wablen die 
g,t Operationen der ersten Verticalreibe von 8ju^ zum Beprdsentanten- 
system filr Gt^ Begriffe, welcbe den oben fiir die Modulgruppe ein- 
gefiihrten genau nacbgebildet sind. 

Jetzt bemerke man weiter: Sind zwei Operationen Ft, F* der G^^ mit 
der Untergruppe Gt vertauscbbar, so gilt dies aucb von der dritten FtF*. 
Sammeln wir also alle mit Gt vertauschbaren Operationen, so besitzen 
wir in ihnen die Operationen einer Untergruppe Gt', welcbe ersicbt- 
licb Gt in sicb entbalten wird. Wir scbliessen bieraus zunacbst^ dass 
der Teller r' von ft. ein Multiplum von r darstellt; umgekehrt folgt 
dann aus 

(3) ft = -r . r '' , 

dass lit' Teller von iit sein wird. Wir denken ubrigens die Operationen von 
Gt' durcb 1, v^y Vc^, • -*, Vt'—x bezeichnet (wobei die z Operationen von Gt 
an erster Stelle aufgefiibrt sind) und wablen 1, Va\y 
zum Reprasentantensystem fiir Gt'^ 

Die construierte Gruppe Gtf umfasst gerade alle diejenigen Ope- 
rationen, welcbe Gt in sicb transformieren; sie ist also die umfassendste 
Untergruppe von 6r^, innerbalb deren Gt ausgezeicbnet ist. Wollen wir 
zur kurzen Obarakteristik dieser Sachlage die Ausdrucksweise ver^bredeu, 
Gt sei relativ ausge^eichnety ndmlich ausgemchnet in der umfassendsten 

*) In § 10 (p, 336) werden wir fCir die Operationen der 6 -^ wieder eine con- 
crete Bedeutnng gewinnen (man vgl. tlbrigens § 12 des vorigen Kapitels, p. 297). 
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Vntcrgnipxje Gt'- Unter dieseii Umstanden beliaupten wir, class 
innerlidlh der Gesamtgnqj^e Gu dne von gleiclibereclitigten Unter- 
grup^en ist, die iclr in der Form schreiben Fonneni 

Gr, Vjr^GrVa',, ■ ■ ; . 

In der That konnen von den Gruppen (4) keine zwei identiscli 
sein. Ware namlich etwa 


Vjr^G.K,, = FaZ^ G^Ya-„ {i ^ Jc) , 


SO wiirde die Gruppe Gt in sieh transformieren und also eine 

Operation Vi aus der Eeihe 1, Vz'—i sein. Wir warden dann 

fur Va'. die Form Vu\ == I'cVa^j^ berechnen, was gegen die Eigen- 
sehaft der Operationen 1, Va\, • • •, ein Reprasentantensystem fur 
G^^'vorzustelien; verstiesse. Dass andrerseits ausser den Gruppen (4) 
nicht noch weitere mit Gt gleichberechtigt sind, folgt aus dem Urn- 
stande, dass die Operationen der einzelnen Horizontalreilie des zu Gr' 
gehorenden Schema ersichtlich Gt je in dieselhe andere Gruppe 
transformieren werden. 

Vor allem merken wir uns noch den Satz an: JDie Anzahl fit' der 
mit Gt gleiclibereclitigten Untergruppen {sie selbst stets mitgereclinet) ist ein 
Teller des m Gt gehorenden Index 

Der Fortgang von einer Untergruppe Gt zu derjeiiigen umfas- 
sendsten Untergruppe Gt'j in welcher jene relativ ausgezeichnet ist, 
wird ktinftighin in den durchzufuhrenden Einzelfallen ein oft wiederholt 
anzuwendendes Hilfsmittel sein. Welcher Gang fiir unsere Unter- 
suchung dabei einzuschlagen ist, konnen wir in allgemeinen Ziigen so 
skizzieren: Unser Ziel ist Aufzahlung aller Untergruppen von 6f^<. Wir 
werden dabei zuvorderst diirch Wiederholung der einzelnen Operationen 
von Gfi deren Perioden bestimmen, um solchergestalt zur Kenntnis 
der cyclischen Untergruppen von G^, zu gelangen. Man ordne sodann 
immer die gleichberechtigten unter diesen cyclischen Untergruppen 
zusammen und zahle deren Anzahl ah. Haben wir etwa fit' gleich- 
berechtigte cyclische Untergruppen Gt der Ordnung t gefuiiden, so 
entspringt vermoge unserer obigen tJberlegung sofort der Satz, dass 
die einzelne imter ihnen relativ ausgemchnet in einer Gruppe Gt* der 

Ordnung r' = r • — ist Diese neuen Gruppen Gt' mogen dann wieder 

ein System Ton ft*- gleichberechtigten bilden, so entspringt aufs neue 
der Satz, dass die einzelne Gr' relativ ausgezeichnet ist in einer (?«" 

der Ordnung r"= . Diese Schlussweise kommt ersichtlich immer 
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danB zu Ende, wenn "wir zu einem System von gleiclibereclitigten 
Untergruppen gelangt sind, deren AnzaLI mit ihrer Ordaung muliipli- 
ciert die Ordnung ^ der Gesamtgruppe Git ergiebt. So sebr man 
nun betonen muss, dass diese Methode noch keineswegs obne weiteres 
Gewabr leistet, zur Gesamtbeit der Untergruppen von Gu zn fiiliren, 
so wird sie gleicbvobl in alien spaterhin zur Spraclie kommenden 
Einzelfallen von Gruppen Gu mit grosster Leiclitigkeit zur Kenntnis 
der weitaus grossten Zahl in Betracbt kommender Untergruppen that- 
sacblicb kinleiten*). 

Gehen wir nun zuni Falle ^ = oo. Bei einer wird in dem 
Schema, welches wir (2) entspreehend fiir irgend eine in Betracht 
kommende Untergruppe Gt; herstellen, entweder die Anzahl der Hori- 
zontal- Oder die der Verticalreihen oder gar beide zugleich unend- 
lich gross. Das hindert nicht, von einem endlichen oder unendlich 
hohen Index der Untergruppe Gx zu sprechen, sowie fiir dieselbe 
ein Reprasentantensystem aufzustellen. Des weiteren bleiben die Er- 
orterungen ilber die umfassendste Untergruppe^ in der eine anclere 
relativ ausgezeichnet ist, vollstandig in Geltung. Aber freilicli bleibt 
bier fdr eine grossere Anzahl verschiedener Mbglrchkeiten Raum; eine 
Untergruppe kann in der Gesamtgruppe G^ ausgezeichnet sein, sie 
kann mit einer endlichen, ja schliesslich auch mit einer unendlich 
grossen Zahl weiterer Untergruppen von G^ gleichberechtigt sein. 

Ubrigens ist die Zerlegung einer G^ ein Problem, das moglicher- 
weise infolge seiner Compliciertlieit einer ilbersichtlichen Losung iiber- 
haupt nicht fiihig ist, wahrend demgegenilber die Zerlegung einer 
von endlicher Ordnung immer durch eine endliche Anzahl von Schritten 
zu Ende gehracht werden kann. In der That werden wir auch unsere 
oben gegebene Zerlegungsregel immer nur auf Falle endlicher Ord- 
nungen anwenden. 

§ 8- Bedentung des vorigen Baragraplien fiir imser gnippentbeore- 
tisches Grundproblem. Planmassige Erledigung des letzteren. 

Indem wir nunmelir die Bedentung aufweisen wollen, welche der 
Zerlegung einer der in § 6, p. 320 aufgetretenen Gruppen G^i fiir die 

Die im vorigen Kapitel besproohene Gq ist noch nicht hinreichend eom- 
pliciert, um die abstraoten Regeln des Textes aweckmEssig zu illustrieren; wir 
tniissen vielmehr auf die spHteren bezuglichen Beispiele verweisen. Inzwischen ist 
ja die gegebene Regel ffir die Zerlegung jeder Gruppe verwendbar, und man ver- 
s'aume insbesondere nicht z. B. die Ikosaedergruppe Gqq nach dieser Regel zu 
zerlegen. Im Texte k5nnen wir an dieser Stelle wegen Mangel an Raum ein 
Beispiel nicht einfleohten. . 
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Losirng nnseres Grundproblems zukommt, gehen wir dayon aus, dass die 
einzelne jener Grnppen isomorpli auf die ilodnlgruppe bezogen wurde. 
Einer Modulsubstitution erster Art entsprach dabei immer eine und 
nur eine Operation von Gu} umgekebrt entsprach en einer Operation 
von Git bestimmte Modulsnbstitntionen in nnendlicher Zahl. Insbe- 
sondere waren der identischen Operation von die Modulsubstitu- 
tionen der ansgezeichneten Untergrnppe r« zugeordnet^ die allererst 
znr Bildung der Gruppe G„ Anlass gab. 

Bei dieser Sachlage ist nnn der einzelnen Untergrnppe G^ auf 
Grand der hier in Betracht kommenden Satze der Gruppentheorie eine 
bestimmte Untergrnppe der Modulgruppe f zugeordnet. Dieselbe wird 
ans denjenigen Modulsubstitutionen bestehen, welche den Operationen 
der Untergrnppe Gt durch den Isomorphismus zugeordnet sind, und 
also werden wir fiir diese Untergrnppe der Modulgruppe f ein Schema 
gewinneU; wenn wir im Schema (2), p. 323, der Gruppe G^ an Stelle der 
einzelnen Operation alle ihr entsprechenden Modulsubstitutionen setzen. 
Wir hahen so den Satz gewonnen: Dar eimelnm Untergrujope G« von 
G^t entsp'icht eindexdig eine lestimmte Untergmjgpe r.. der Grupjpe f 
vom Index tcohei ersichtlich ihrerseits die Gruppe als Unter- 
gruppe in sich enthdlt 

UmgeTcelirt gewinnen wir dber auf diesem Wege auch die Gesamtheit 
derjenigen Untergruppen der Modulgruppe^ die in sich enthalten, Irgend 
eine solche Untergrnppe wird namlich, da sie enthalt, aus den 
Substitutionen einer gewissen Anzahl von Horizontalreihen des zu F^t 
gehorenden Schemas zusammengesetzt sein. Die Zahl dieser Horizontal- 
reihen moge r sein; dann werden die r Operationen von G«; welche 
jenen Horizontalreihen zugeordnet sind, notwendig eine Untergrnppe 
G<t von G^i bilden, die also der gedachten Untergrnppe der Modul- 
gruppe eindeutig zugeordnet ist, und von der aus wir demnach jeneUnter- 
gruppe von F in oben gekennzeichneter Weise hatten erlangen konnen. 

Ist Gt? nun innerhalb G«', also relativ aiisgezeichnet, so zeigt man 
auf Grund des hier vorliegenden Isomorphismus ohne Muhe, dass 
auch die entsprechenden Gruppen und Vf,i^ in dem namlichen Ver- 
haltnisse zu einander stehen. Insbesondere wird F^^ in der umfassendstcn 
Gruppe relativ ausgegeichnet sein, wenn (?«- die umfassendste TJnt&r- 
gn<^e ist, in der Gt ausgegeichnet ist. Ist also G^ innerhalb Gfi mit 
ft,' Untergruppen gleichberechtigt, so ist entsprechend eine von ft,- 
innerhalb f gleichberechtigten Untergruppen. Da hierbei ft,' Teiler 
von ft, ist, so kommt der Satz (cf. Note p. 316): Die AngaM der 
mit einer vorliegenden Untergrujgpe von endlichem Index innerhalb der 
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Gesamtheit f gleicliberecMigten Untergruppen ist stets ein Teller dieses 
Index, 

Infolge dieser SacUage erscheint es nun angezeigt, bei Anf- 
suchung von Untergruppen der Modulgruppe zuvorderst das Saupt- 
augenmer'k auf die Geivinnung aiisgeseicimeter Untergruppen mi legm, 
um alsdann m den nicJit aiisgeseiclineien Untergruppen von der Zer- 
legting der herngliclien G^'iippen Gu aus vorzudringen. Diese Bemerkung 
gewinnt um so mehr Bedeutung, als sicli zeigen lasst, dass eine Unfer- 
griippe irgend toelclier Art von endliclmn Index stets eine Unter- 
gruppe Fm' von gleiclifalls endlicliem Index in sicJi enthdUj die in der 
Gesamtgriippe F ausgezeiclmet ist, 

Ehe wir diese Behauptung darthun, wolle man den Satz er- 
harten, dass die gemeinsamen Substitutionen zweier beliebigen Unter- 
gruppen F^^, der endliclien Indices eine Untergruppe F^, 

bilden, deren Index namlich die Operationen der 

F^ durcb 1, *** bezeicbnet, ein Reprasentantensystem fur 

diese Untergruppe aber durcb 1, so wollen wir 

die Operationen vjp-^ jener ersten jetzt der zweiten Gruppe F^^ ent- 
sprechend in ein Scbema anordnen. In der ersten Reibe desselben werden 
die r.. und gemeinsamen Substitutionen ••• aufzuschreiben 

sein, wabrend ersicbtlicb die Zabl der Horizontalreiben dieses Schemas 
p^ ^p 2 sein wird. Wollen wir dieselben durcb die besonderen Sub- 
stitutionen 1, • • •, y^l—i reprasentieren. Eine beliebige 

Modulsubstitution F gestattet jetzt die Darstellung: 

F=V">FW = ^;,F,(2)F<^), (i = 0, 1, lz = 0,l, p^-^1). 

Die = PiP^ ^ Pi_P 2 Substitutionen bilden demgemass ein 

Reprasentantensystem fur die Gruppe r,. der Substitutionen 

1 , Vi, V2, Vi •, 

welcbe zugleich in F^^^ und r,. entbalten sind, so dass in der Tbat 
unsere obige Bebauptung beziiglicb der r.3 sicb bestatigt. 

Kebren wir nun zur oben vorgelegten Untergruppe F^^ von end- 
licbem Index p zuriick. Mogen im ganzen die v Gruppen 

( 1 ) r/, 

innerbalb F mit F^^ gleicbberecbtigt sein, so ist v als Teller von p 
gleichfalls endlicb. Man scbliesst nun sofort aus dem eben bewiesenen 
Zwiscbensatze, dass die gemeinsamen Substitutionen der v Gruppen (1) 
eine Untergruppe F m von endlicliem Index tA^p^ bilden, Diese F m 
dber ist innerhalb F ausgezeichnet Transformieren wir namlich durcb 
die beliebige Modulsubstitution erster Art F; so ist den durcb diese 
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Transformation aus (1) entstehenden v Untergruppen die Gruppe 
fjyi = gemein. Aber diese v transformierten Gruppen stellen 

ja die v Gruppen (1) nur vielleicht in anderer Reihenfolge dar, so 
dass in der That stets Tm = Pm ist^ welcbes aucb die Substitution V 
sein mag. Zugleich entspringt aus unserer TJberlegung der Satz: Die 
solckergestalt gefimdene Gnii^pe Pm ist die mnfassendste in der Oesamt- 
lieit P ausgezeiclmete Untergruppen tvelche m der vorgelegten Untergrnppe 
Pju entlialien ist 

Hatte man also Kenntnis erlangt von der Gesamtbeit ausgezeicb- 
neter Untergruppen der Modul gruppe von endlichem Index, '*^so v^iirde 
alsdann die Aufstellung alter nicht-ausgezeicbneten Untergruppen von 
eudliebem Index auf die Zerlegung von Gruppen endlicJier Ordnung in 
ibre Untergruppen zuriickbommen. 

§ 9. Zusammenbiegung des rundamentalbereiclis zur 
geschlossenen iPlaclie. Geschlecbt jp einer Untergrnppe P^. Beziehung 

znr a)-Halbebene. 

Es hat in § 11 des vorigen Kapitels (p. 294) zur Deutung der damals 
in Betracht kommenden Verhaltnisse die besten Dienste gethan, dass wir 
den Fundamentalbereich JPg der Pg aus der a)-Halbebene herausschnitten 
und aus demselben durch Zusammenbiegung der auf einander bezogenen 
Eandcurven eine geschlossene Flache herstellten. Wir werden zur 
besseren Deutung unserer letzten Erorterungen versuchen, eine ahn- 
liche Massnahme all gemein fur irgend eine vorgelegte ausgezeichnete 
Oder nicht-ausgezeichnete Untergrnppe P^^ durchzufuhren. Ubrigens 
betonen wir bier ausdriicklich, dass unsere nacbstfolgenden Betracb- 
tungen sich nur erst auf die Untergruppen eines endlichen Index g, 
beziehen sollen. Dass sie wesentlicb aucb fiir ^ = oo besteben bleiben, 
werden wir spaterbin an ausfuhrlicb zu betracbtenden Beispielen be- 
merken. 

Denken wir iins also das Pundamentalpolygon Ff.^ einer Unter- 
gruppe P^ in irgend einer particularen Weise gewahlt und sclmeiden das- 
selbe langs seiner Eandcurven aus der co-Halbebene beraus. Diese 
Eandcurven des so isolierten einfacb zusammenhangenden Bereiches sind 
paarweise auf einander bezogen, und nun denken wir frei im Eaume 
eine Deformation von F^ vorgenommen, bei der die auf einander be- 
zogenen Eandcurven einander angenabert werden-, scbliesslicb sollen 
sie sogar zusammengebeftet werden, und zwar so, dass je zwei vor- 
dem relativ aquivalente Eandpunkte von Ff_i nun zur Coincidenz ge- 
bracht sind, Der Deform ationsprocess, den wir dabei verwenden, bat 
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nur der einen Bedingung zu geniigen, iiberall stetig zu verlaufen, JVir 
lidbm auf dem Werje aits dem Folygon Fu etne gescMossene Flaclie Jier- 
gesfellt, die wlr aitcJi ivieder F^^ nennen, iind die eine sogleich noch 
nalier m ietracldende Einteilung in 2g dbivecliselnd scliraffierte and freie 
Dreieclce trdgt Die Gestalt dieser gesclilossenen Flache ist noch im 
hohen Grade willkurlich, und wir wollen entgegen unserer oben bei 
der Fq yerfolgten Massnahme in diesem Betracht besondere Verab- 
redungen hier nieht treffen. Haben wir also einmal eine particulare 
Gestalt fiir die Flache Fu erhalten, so wird es erlaubt sein, dieselbe 
hinterher noch einer ganz beliebigen nur ohne Zerreissen vor sich 
gehenden stetigen Formanderung zu unterwerfen; der Gebrauch, den 
wir hier von der geschlossenen Flache Fu zu machen gedenken, wird 
dadurch nicht beeintrachtigt. 

Fiir die in Rede stehende, geschlossene Flache Fj^t ist es nun vollig 
gleichgiltig, von welcher besonderen Gestalt des Polygons F^ in der 
(D-Halbebene wir ausgingen. In der That ziehe man diejenigen 
Linienziige auf der Flache in Betracht, welche aus den zusammen- 
gehefteten Randcurven des Polygons her vor gin gen. Wir werden die- 
selben offenbar als ein ^Schnittssystem^^ der Flache im Riemann'schen 
Sinne auffassen konnen (durch welches dieselbe dann in eine ein- 
fach zusammenhangende Flllche zerschnitten wird). Da heisst nun 
j,erlaubte Abanderung“, wie wir sie fiir das Polygon in der 
o-Halbebene definierten, nichts anderes, als „Ersetzung des gezogenen 
Schnittsy stems durch ein neues^^, eine Operation also, die an der 
Flache selbst keinerlei Anderung hervorbringt. 

Wollen wir uns insbesondere sogleich ansehen, welche Satze sich 
betreffs der Aufeinanderfolge der 2^, Elementardreiecke aufstellen 
lassen, die unsere Flache Ffc netzartig umspannen. Wir werden dabei 
speciell die Umgebungen derjenigen Punkte der Flache in Augenschein 
nehmen, welche aus den Ecken der Dreiecke des Polygons Fju entspringen 
und die wir in sofort verstandlicher Weise als Punkte bezeichnen, die mit 
Q, i oder ioo liqui valent sind. Ein einzelner von den mit q aquivalenten 
Punkten der Flache kann erstlich von sechs Elementardreiecken urn- 
lagert sein, eine Sachlage, die uns von der co-Halbebene her sehr ge- 
laufig ist. Andrerseits kbnnte es aber auch sein, dass derselbe nur 
von zwei Elementardreiecken umlagert ist. Immer dann tritt dies ein, 
wenn in der diejenige elliptische Modulsubstitution der Periode drei 
enthalten ist, welche den in Rede stehenden Punkt in der o-Halb- 
ebene zum Fixpunkt hat. Der fragliche Punkt wird alsdann auf dem 
Eande des Polygons F^i liegen, da die sechs ihn umgebenden Modul- 
dreiecke zu je drei relativ aquivalent werden. Man dehnt diese Be- 
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trachtung sofort auf die mit i und ioo aquivalenten Punkte aus^). 
Beim Ausspruch des entspringecden allgemeinen Satzes bedienen wir 
uns der sogleicli verstandliehen Ausdrucksweise^ dass '^ir Yon der Um- 
gebung eines der in Rede stebenden Punkte sagen, sie werde^ Yon 
einer gewissen Anzabl ;;ini CycluszusanmienbangenderDreiecke gebildet. 
Danu baben wir den Satz: JBbi ein&Yit onit q dijxdvdX&iii&yi FiinJde dey Fldclie 
lidngen enhveder seeks oder ^tvei ElementardreiecTce wi Cychis mtsammen, 
Entsprechend findet man, dass lei eineni mit i aquivalenten FunMe entiveder 
vieT odev ^wei Elem&ntay'dveiecke im Oyclus ^iisammeyihdfigen, letzteres 
in dem Palle, dass die zu dem beziiglieben Punkte der o-Halbebene 
als Fixpunkte geborige elliptische Modulsubstitution der Periode zwei 
in der enthalten ist. Endlich wird ein mit ioo dqiiivalenter FimM von 
2n Eleyyientardreiecken rings unilagert sein, wo n irgend eine leliebige gawe 
ZaU ist Urn sie im Einzelfall zu bestimmen, miissen wir auf den 
beziiglieben rationalen reellen Punkt co zurilckgeben und die zu ibm 
als Fixpunkt geiorigen paraboliseben Substitutionen aufstellen. Denken 
wir dieselben nacb der Grosse ihrer Amplitude in eine Reibe an- 
geordnet, so ist diejenige der Amplitude n die erste Yon ibnen, welcbe 
der Untergruppe angebort. — Fiir alle diese Satze sind die im vorigen 
Kapitel betraebteten Untergruppen zweekmassige Beispiele, bei deren 
ausfubrlieber Betraebtung wir indes bier niebt nocb einmal Yerweilen 
konnen. 

Bei der Untergruppe Fg des vorigen Kapitels waren die Verbalt- 
nisse insofern ausserst einfache, als sicb die Poly gone und Fq 

direct zu einer Kugeloberflacbe zusammenbiegen Hessen. Im allgemeinen 
miissen wir aber durebaus der Moglicbkeit Raum geben, dass wir 
unter unseren gescblossenen Flacben aucb solcbe finden, die einen 
bbberen Zusammenbang als die Kugeloberflacbe darbieten. Allgemein 
misst man bekanntlicb dieHbbe des Zusammenhanges einer gescblossenen 
Flache durcb die Anzabl der Quersebnitte, durcb welcbe dieselbe in 
solcber Weise zersebnitten wird, dass sie, obwobl selbst nocb zu- 
sammenbangend, durcb jeden erneut nocb binzukommenden Quersebnitt 

*) Im specieHen bemerken wir nocb fiir die paraboliseben Substitutionen: Ist 
F eine in der entbaltene parabolische Substitution mit dem Fixpnnkte ooq, so 
giebt es einen mit co^ relativ aquivalenten Punkt, an den sicb das Polygon 
der mit einer Spitze beranziebt. Wir baben diesen an gegenw’artiger Stelle 
sofort einleuchtenden Satz nur desbalb angefiibrt, um auf die MOgliobkeit seiner 
Verallgemeinerung fiir die bei den s-Punctionen (1), p. 103, auftretenden Gruppen 
linearer Substitutionen aufmerksaxn zu macben. In der That sind es Betraebtungen 
dieser Art, durcb welcbe man die betreffs der paraboliseben Substitutionen oben 
(p. 178) gesobebene Bebauptung zu verificieren vermag. 
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in getrennte Stucke zerlegt Trird^). 1st diese ubrigens stets gerade 
Anzahl 2^^, so sprickt man von eineni GeseJilecJite p der gesclilossenen 
Fldche Fa . Diese Zahl p ersckeint durch Vermittlung der gescUos- 
senen Flache eindeutig aucli dem Polygon Fu nnd der Dntergruppe 
r« zugeordnet. Wir werden dieselbe also als ein Attribut der Unter- 
gruppe fassen nnd demnaeb fortan von einem Gescldeclite p einer vor- 
gelegten TJntergy'iippe sprecJien (ef. Matb. Ann. Bd. 11, p. 64). 

Die Kugeloberflacbe ist eine Plaebe des Gescbleebtes p = 0. Zu 
einer solchen aber liessen sieb im vorigen Kapitel das Fundamental- 
viereck der Untergrnppe Vq sowie die Pnndamentalbereicbe jPg der 
TJntergruppen fg znsammenlegen. Die im vorigen Kapitel betracbteten 
Untergruppen fg nnd fg sind also solcbe vom Gescblecbte p = 0. 
Besonders verdient es aber betont zu werden, dass aiich die Gesamt- 
gruppe f ein Geschleclit p = 0 hesiUt In der That wird man ja das 
Doppeldreieck 1 der Modulteilung, wenn wir es nacb oben gegebener 
Vorscbrift deformieren, aufs leicbteste zu einer einfacb bedeckten 
Kugel Oder Ebene zusammenbiegen konnen (wobei dann insbesondere 
durcb zweckmassige Ausfubrung dieser Operation die complexe Ebene 
der Grosse J{oci) erreicbt werden kann)* **) ^). 

Treffen wir nun wieder gerade wie oben bei der fg derartige 
Verabredungen, dass die gescblossene Plache F^ nicht nur, wie bisher, 
auf das einzelne Polygon bezogen erscbeint, sondern dass wir es 
ganz allgemein mit einer JBemehung der Ober fldche Ffi mr co-Salbebene 
zu tbun haben. 

Durcb unsere anfanglicbe Construction sind die g, Doppeldreiecke 
des Polygons welcbe die Namen 1, V 2 , 1 batten, 

.wechselweise eindeutig den g, Doppeldreiecken der Plaebe F/n zu- 
geordnet, welcbe letztere ja aus jenen durcb die vorgenommene De- 
formation des Polygons entsprangen. Wollen wir also aucb fur die 

*) Naheres uber den im Texte gemeinten Flachenzusammenbang findet man 
z. B. im siebenten Kapitel des sebon p. 28 genanntea Neumann’sehen Werkes, 
Oder auch in der Schrift von Klein: t]l>er Eiemann's Theorie der algehraischen 
Fmictionen mid ihrer Integrale (Leipzig, 1881). 

**) Genau wie im Texte konnten wir aucb den in JI, 1 besproebenen cycliscben 
Gruppen irgend welcber Operationen erster Art ein Geseblecbt zuteilen. Durcb 
Eiickgang auf die beziiglicben Fundamentalbereiobe (Fig. 44, 47, p. 187, 190) wiirden 
wir da die Satze erbalten: Fine cycliscTie Gruppe eTliptiscJier SuhsHtutionen ist 
vom GeschlecJite p = 0^ eine solche aus hyperhoUschen SuhsHtutionen ab&r vom Ge- 
schleclite p 1 . Einer Gruppe paraboliseber Substitutionen dagegen miissen wir 
das Geseblecbt p = 1 oder p =» 0 erteilen, je naebdem wir den Fundamental- 
bereicb derselben (cf. Pig. 46, p. 188) im bezuglicben Fixpunkte zusammenbangend 
Oder unterbroeben denken. 
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ft Doppeldreiecke der Fiache Fa diese Xameu 1, Fo, • • •; V^u—i 
bez. beibebalten. Da sind einander denn irgend zwei benachbarte 
Dreiecke F, F, der Fiache jeweils in clemselben Shine benachbart^ wie 
die beiden entsprechenden Dreiecke F*, Ft im Polygon jFw* Wir 
konnen geradezu die Beziehung des Polygons auf die Fiache dadurch 
festgelegt denken, class tvir clas JDreieck 1 des Fdlygons dem Freieclz 1 
der Fldclie zuorduen nnd von da ah immer henaclibarten JDreiech&n des 
Polygons im gleichen Sinne benachbarte Dreieche der Fldclie entsprechen 
lassen. Dadurch sind die Dreiecke freilich zuiiachst nur als ganze 
einander zugeordnet; doch halten wir an der Vorstellung fest, dass 
anch fur die inneren Punkte je zweier einander entsprechender Dreiecke 
eine stetige eindeutige Beziehung vorliegt, wie sie ja in der That 
durch die stetige tJberfuhrung des Polygons Fa in die Fiache Ff^^ fest- 
gelegt ist. 

Diese Auffassungsweise gestattet nun direct auch die ausserhalb 
des Polygons gelegenen Teile der tu-Halbebene auf die Fiache zu 
beziehen. (Jberschreiten wir namlich, immer unsere eben gegebene 
Eegel aufrecht erhaltend, jetzt die Grenze des Polygons F^^ an irgend 
einer Stelle, so werden wir zuvorderst zu einem ausserhalb am Rande 
des Polygons F^i gelegenen Moduldreieck v^Vi gelangen. Dem ist 
dann vermoge unserer Festsetzung auf der Fiache F^^ dasjenige Doppel- 
dreieek zugeordnet, das bereits den Namen F? efhalten hat; denn wir 
hatten das Polygon derart deformiert, dass die auf einander 

bezogenen Randcurven desselben zur Deckung kamen. Auch hier ist 
dann zunachst nur erst das Moduldreieck VkVi als ganzes dem Dreieck V, 
der Fiache zugeordnet; doch denken wir wieder auch die inneren 
Punkte dieser beiden Dreiecke in stetiger Weise einander zugeordnet. 
und zwar derart, dass relativ aquivalente Punkte in den beiden Modul- 
dreiecken F? ^aF dem namliehen Punkte von Ft entsprechen, wie 
wir denn auch weiter die in diesem Betracht bei der F (p. 296) aus- 
fiihrlich gegebenen Vorschriften im vollen Umfange aufnehmen. Hier 
wird man nun die Uberlegung miihelos weiter verfolgen und als endliches 
Resultat derselben iiberblicken: Die gescklossene Fldclie Ft ^^*<3 posi- 
tive (o-Halbebene sind auf einander ein-oo~deuUg be^ogen^ indem jedem 
Doppeldreiech der Halbebene ein DoppeldreiecJc der Fiache, ndmlich 
F> einem ein^elnoi DojppeldreiecJc der Fiache F ciber die unendlich vielen 
Moduldreieche Vi, v^Vi, v^Vi, ••• mgeordnet sind"^). 

*) Wollen wir wechselweise eindeutige Beziehung von Halbebene und Fiache 
haben, so mussen wir letztere unendlich oft iiberdeokt denken, wobei dann die 
verschiedenen Blatter in denjenigen Linien in einander "ubergehen wUrden, welche, 
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Irgend zwei relativ aquivalente Punkte to nnd (d' = i\{m) sind 
sonacli anf den gleichen Punkt der Flache bezogen. Wenn man 
also zwisclien solcben zwei Punkten o, o' eine in der Halbebene yer- 
laufende Balm ziebt und selbige bei der nun begriindeten Znordnung 
auf die Oberflacbe iibertragt, so finden wir sie auf als eine ge- 
scldossene Linie wieder. (Dabei macbt es fiir anderweitige Unter- 
snch ungen bei einer Placbe Fy, mit einem Gescblecbte p > 0 eine 
wicbtige Fallunterscbeidung aus, ob eine solcbe gescblossene Linie auf 
der Placbe obne Zerreissen auf einen Punkt zusanimengezogen werden 
kann oder nicbt.) 

§ 10. Besondere Ansfulirungen fiir die aTisgezeiclaneten Unter- 
gmppen Kegularitat nnd Symmetrie der zugebbrigen Flaehe 

Wabrend die bisberigen auf die Flaclien F^ beziiglicben Entwick- 
lungen obne Unterscbied fur ausgezeicbnete und nicbt-ausgezeicbnete 
Untergruppen galten, folgen nun eine Reibe besonderer Aus- 
fiibrungen, welcbe allein die in der Gesamtbeit f ausgezeicbneten 
Untergrupjien betreffen. Setzen wir vorerst nur voraus, die Modul- 
substitution Vi (welcbe man als eine der g Substitutionen 

denken mag), transformiere in sicli oder sei mit vertausch- 
bar. Fiir die Gestalt des Fundamentalpolygons P), war diese Tbat- 
sacbe glei ebbed eutend mit der anderen, dass dasselbe durcb Vij 
von erlaubter Abanderung abgesehen, in sicb transformiert wurde. 
Durcb diese Transformation erleiden die Dreiecke des Polygons eine 
Permutation, bei deren Ausfubrung ersicbtlicb benachbarte Drei- 
ecke immer wieder im gleichen Sinne benachbarte Dreiecke wer- 
den. Docb mtissen wir, wenn dies uneingeschrankt gelten soli, aucb 
zwei am Rande des Polygons gelegene Dreiecke benaebbart nennen, 
wenn ibre auf dem Rande liegenden Seiten relativ aquivalent sind. 
Dieses letzteren Zusatzes sind wir nun iiberboben, wenn wir das Poly- 
gon zur gescblossenen Fliicbe zusammengelegt denken. Wir werden 
bier den Satz aussprechen dtirfen: Die Vertausclibarkeit der Substitution 
Vk mit r ^4 ist gleichbedeutend mit der Moglichkeit einer eindeutigen Trans- 
formation der Fldcke F^ oder, nock genauer, der auf Fy, befndlichen 

aus den Randcurven des Polygons entspringend, sebon vorhin ein Schnittsystem 
der Flache lieferten. In dor That hahen wir so die unendlich vielen Poly- 
gone JP.., F " , • • „\iber“ einander gelagerfc, welch o wir oben in § 3 (p. 314) 
„neben“ einander in der co -Halbebene einlagerten. 
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DreiecltSteihoig in sicli^ derjenigen Transformaiion ndmlicliy hei welclw) 
Dreiecl: 1 in Dreleclt Ft, uhrigens dber benacJibarte Drelecke stets wiedet' 
in henaclibarte iibergeJien, 

So konnte di© Flache Fq d6s vorigen Kapitels niit ilirer Ein- 
teilung in seclis Doppeldreiecke derart in sicli transformiert werden, 
dass das Doppeldreieck 1 in ein beliebig unter den secbsen gewabltes 
Ft iiberging, wahrend die iibrigen Dreiecke dann entsprechend permu- 
tiert wurden*) **^). Diese Transformationen konnten wir sogar dni’cb eine 
continuierliche VerscMebung der Oberflacbe Fq in sicli, d. h. durch 
eine Drebung der Engel Fq um ibren Mittelpunkt versinnlicben. Zur 
Klarstellung der Yerbaltnisse bemerken wir bier nebenber, dass in 
alien Fallen einer Flacbe F^, des Gescblecbtes p = 0, sowie zum Teil 
aueb noeb bei dem Gescblecbte p = l eine jede im Sinne des ebeu 
ansgesprocbenen Satzes etwa eintretende Transformation der Flacbe 
in sicb ebenfalls durcb eine continuierlicbe Verscbiebung derselben in 
sicb bergestellt werden kann; fiir alle Flacben F^c init jp > 1 ist aber 
eine derartige Yersinnlicbung einer Transformation derselben in sicb 
Yon vornberein ausgescblossen. 

Wenden wir uns nnn sogleicb znm aussersten Fall einer in der 
Gesamtgruppe T ausgezeicbneten Untergruppe Fur eine solcbe ge- 
winnen wir sofort den Satz: Die Vertmiscliharkeii jeder Mod^dstibsUiMtion 
erster Art mit der Untergruppe ist gleichhedeutend mit der Mdglich- 
Tieity die hezugliche Fldche F^^ auf g. verschiedene Weisen derart in sich 
0 u transforonieren, dass die Einteilung derselben in g DoppeldreiecJce in 
sich selbst iibergefuhrt wird, (Unter diesen g Weisen zablt die iden- 
tiscbe Transformation, bei der jeder Punkt von F^c sicb selbst ent- 
spricbt, selbstverstandlieb als eine solcbe mit.) Wie wir das Polygon 
Fa einer ausgezeicbneten Untergruppe regular nannten, so wollen wir 
nun von der bezuglicben gescblossenen Flacbe Ff^, sagen, sie hesiUe eine 
reguldre Einteilung in g Doppeldreiecke (cf. Matb. Ann. Bd. 14, p. 459). 
Und in der That tritt bier die voile Bedeutung des BegrijQfs der Regu- 
laritat aufs einfacbste bervor, wie denn liberbaupt der Ausdruck „Regu- 
laritat^^ von bier stammt- Wablen wir irgend zwei Doppeldreiecke der 
regular geteilten Oberflacbe Ffly so giebt es eine zugeborige Trans- 
formation, welcbe derart in sicb iiberfiibrt, dass das eine der ge- 
wablten Doppeldreiecke in das andere ubergebt. Indem wir bier nur 
auf die Lagenbeziebungen der Doppeldreiecke der Flacbe Ff.^ acbten und 

*) Demgegenuber haben wir an der gescblossenen Ffacbe F^^ welcbe im 

vorigen Kapitel ans dem Fundamentalbereicbe der Pg bergestellt wurde, dortselbst 
(p. 302) ansfubrlicb gezeigt, dass dieselbe eine Transformation in sicb von der im 
Texte geforderten Art nicbt zulasst. 
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von metrischen Bezieiningen ganzlicii absehen, zeigt sich also bei der 
Aneinanderlagerung der Doppeldreiecke zum Fu umspannenden Dreiecks- 
netze eine derartige Regeimassigkeit, dass sicli die ^ DoppeldreiecJce um 
eines iinter ihnen gerade so anordne^i tcie um jedes andere. Im spe- 
ciellen muss sicli die Regularitat aucli in der Anordnung der Doppel- 
dreiecke um die mit p, i und ioo aquivalenten Punkte der Flacbe 
zeigen. Wir haben da offenbar den Satz: Eei einer regiildren FldcJie 
ivird jeder Fmikt der einselnen dieser drei Kategorien immer von genau 
so vielen ElementardreiecJcen umlagert seiriy me jeder andere PimM der 
ndmlicJien Kategorie, 

Wollen wir nacli zweckmassigen Beispielen fiir die Verauscbaulicliung 
unserer allgemeinen Erorterungen suchen, so fassen wir den Begriff 
einer regular geteilten gescblossenen Oberflacbe in vollig independenter 
Weise, Wir werden jede, mit einer Einteilung in p Bereiche ver- 
seliene, gescUossene Oberflacbe so benennen^ wenn sicb dieselbe auf 
solebe g, Weisen eindeutig auf sicb selbst bezieben lasst^ dass jenen 
g, Bereicben dabei gerade die Rolle zufallt, welcbe soeben im spe- 
ciellen die g Doppeldreiecke spielten. Da sind uns denn vor allem 
wicbtigste Beispiele die den gewobnlicben regularen Korpern ent- 
sprecbenden regularen Einteilungen der Kugeloberflacbe. Wable man 
z. B. die Ikosaederteilung; die secbzig Bereicbe derselben sind geradezu 
aucb Doppeldreiecke und die nabere Betracbtung zeigt, dass dieselben 
sicb um ibre Eckpnnkte in einer Weise scbaaren, welcbe sicb den 
bei unseren Flacben vorliegenden Verbaltnissen "direct subsumiert***). 
Diese regularen Kugelteilungen liefern uns selbstverstandlicb nur Bei- 
spiele regular geteilter Oberflacben des Gescblecbtes jp = 0, und man 
zeigt, dass diese letzteren bierbei vollig erscbopft werden. Was die 
zunacbst weiter in Betracbt kommenden Gescblecbter jp = 1, 2, 3 an- 
geht, so verweisen wir bier auf die diesen Gegenstanden gewidmeten 
Abbandlungen von Btn. Dyck, die wir nocb baufig zu nennen baben 
werden In denselben sind die regular geteilten Oberflacben sogleieb 
in ibrer vollen functionentheoretiscben Bedeutung in Discussion ge- 
zogen, die wir bier (soweit sie iiberbaupt fur uns in Betracbt kommt) 
erst spaterbin kennen lernen werden. 

*) Dasselbe tritt auch fiir die tibrigen regularen Kugelteilungen mit einer 
einzigen Ausnahme ein. Wir werden diesen Umstand im folgenden Kapitel weiter 
verfolgen. 

**) liber regular verzweigte JRiemanvfsche Fldchen und die durch sie definierten 
Irrationalitdten (Dissertation, Mduchen 1879), liber Untersuchung und Aufstellung 
von Gruppe und Irrationalitdt reguldrer Miemann^ seller Fldchen, Math. Ann. Bd. 17 
p. 473 (1880), Gruppentlieoretische Studien, Math. Ann. Bd. 20 p. 1 (1881). Weiter- 
gehende Litteraturnachweise findet man namentlich in der letztgenannten Arbeit. 
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Indem wir jetzt zu unserer regular geteilten Flaclie Fu zuriick- 
kehren, bemerken wir, dass die Transformationen derselbeu in sicli 
offenbar eine Griq^pe dev Ordnimg bilden. JDiese Griippe ist 7imi 
JioloedriscJi isomorph 7nit derjeiiigm G^'uppe G^y icelclie dbe^i rZer m 
Grunde liegende^i aiisge/zeiclmeten TJ^itergmppe mo7'dnete7%y wobei dann 
der durcli das Symbol F* bezeichneten Operation von diejenige 
Transformation von in sick zuzuweisen ist, bei der das Doppel- 
dreieck 1 in dasjenige mit dem Namen Vh iibergefukrt wird. Den 
koloedriscken Isomorpkismns bemerkt man in der That aufs leicbteste, 
wenn man anf die den beiderlei Gruppen zu Grunde liegenden Modul- 
substitutionen und Moduldreiecke zuriickgelit. Wirklicli kommt ja 
auch die isomorpke Beziekung von G^ anf f, wie sie in § 6 zur 
Aufstellung kam, genau u herein mit der Beziekung der Doppeldreiecke 
der gescklossenen Flacke F^t auf die Doppeldreiecke der cu-Halbebene, 
indem wir F* das eine Mai als Operation einer Gruppe, das andere 
Mai als Doppeldreieck interpretieren. Unser gefundenes Resultat wird 
uni so wicktiger ersckeinen, als ww damit erne concrete Fedeubmig fur 
die Gruppe Gj^ geivo7inen lidbeny wakrend bislang die einzelne Operation 
derselben dock nur ein Symbol fur eine gewisse unendliche Reike fiir 
identisck geltender Modulsubstitutionen war**^). 

Mit sekr viel grosserer Kiirze geken wir jetzt auf den Fall 
ein, dass die vorgelegte Untergruppe auck in der erweiterten Ge- 
samtgruppe f ausgezeicknet entkalten ist. Dann gekt das Funda- 
mentalpolygon F^i nickt nur durck die /x Operationen F.., sondern 
auck nock durck die p, Operationen zweiter Art V^A von erlaubter 
Abanderung abgeseken in sick liber, unter welcken Operationen 
sick insbesondere auck die Spiegelungen an den F^t, durckziekenden 
Kreisen der Modulteilung finden. Wir nannten in diesem Falle 
das Polygon regular - symonetrisch und werden jetzt diese Be- 

nennung auf die beziiglicke gescklossene Flacke F^^ iibertragen, in- 
dem wir sagen, dieselbe trage eine reguldr-symmetrische Einteilung in 
2 p Eleme^itardreiecJce. Abgeseken von den bislang besprockenen p Trans- 
formationen der Flacke Ffi in sick kommen kier nock p neue kinzu, 
die wir als ^Transformationen mit Umlegung der Winkek'^ bezeicknen 
werden. Auck durck sie wird das Dreiecksnetz der Flacke F/^ unter 
Aufreckterkaltung seiner Continuitat in sick iibergefiikrt, dock so, 
dass sekraffierte und nickt - sckraffierte Dreiecke gegen einander ver- 


*) Es ist empfehlenswert, dass man diese Verhaltnisse auch nock unter 

Heranziehung der unendlich oft iiberdeckten PJllche durckdenkt, von welcher 
in der Note p. 332 u. f. die Rede war. 
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tausclit werden. Insbesondere finden sieb unter diesen Trans- 
formationen aucli solclie, bei denen gauze aus Dreiecksseiten be- 
stebende Linienziige der Flache Punkt fiir Punkt in sieli selbst tiber- 
gefiibri} werden. Derartige Transformationen, die den Spiegelungen 
der G5-Halbebene entsprecben, werden wir symmetrisclhe Umformmigen 
der Placlie in sieb nennen; iiberJimipt aier nennen tvir jede Fldche^ 
die eine oder melirere solclie Umformungen in sich gestattet, eine sym- 
metrisclie^'). Ini speciellen wird die in Pede stebende regular-syni- 
metriscbe Flacbe langs jeder ans Dreiecksseiten ibrer Teilung 
zusainmengesetzten Linie Symmetric zeigen; denn die zu Grunde 
liegende, in der erweiterten Modulgruppe F ausgezeicbnete TJntei-- 
gruppe ist ja als solcbe mit alien in F entbaltenen Spiegelungen 
vertauscbbar. Dass es sicb bei alien diesen geometriscben Aussagen 
bier allentbalben nur um Lagenbeziebungen, nicbt um Massbeziebungen 
bandelt, braucben wir kaum nocb einmal binzuzusetzen. 

Letzten Elides bemerken wir nocb, dass die 2^ Transfer mationen 
unserer regular -symmetriscben Flacbe in sicb wieder eine Gruppe 
bilden werden, in der man sofort die des § 6 erkennt. 

§ 11. Teilweise Hegnlaritat Oder Syrmnetrie der Flacben bei relativ 
ausgezeiclmeten Untergruppen F^^. 

Wir baben bislang allein den aussersten Fall betracbtet, dass eine 
vorgelegte Untergruppe F^^ in der Gesamtgruppe F bez. F ausgezeicbnet 
ist. Unsere gegebenen Entwicklungen lassen sicb aber aucb auf die 
iibrigen Gruppen F^ verallgemeinern. Wir miissen da auf die um- 
fassendste Gruppe F^' zuriickgeben, in welcber die gerade betracbtete 
F^/ ausgezeicbnet enthalten ist. Der Index g,' derselben ist ein Teiler 

von g und also ist t eine game Zabl. Dieselbe ergiebt zufolge 

der Entwicklungen in §§ 7, 8 (p. 322 n. f.) den Index, welcher als 
einer Untergruppe von f/ zukommt. Wir konnen das aber auch dahin 

Die symmetriscben Flachen warden zum ersten Male in der gcbon oben 
(p. 331 ) genannten Schriffc von Klein: ,,t]‘ber Eiemann^s Theorie etc/‘ in all- 
gemeiner Weise betrachtet; bieran scbliesst sich die Ahhandlnng von G. Wei- 
cbold, tiber symmetrisehe Eiemann^sche Flachen und die jPeriodicitatsmoduln 
der mgehdrigen AheVschen Normalintegrdle erster Gattung, in der „Zeitschrift fur 
Matbematik und Pbysik“ Bd, 28 p. 321 ( 1883 ). Wir werden uoch mebrfacb Ge- 
legenbeit haben, auf die betreffende Tbeorie zuruckzukommen , bei der es sicb 
librigens zum XJntersobied von den gegenwartig im Texte vorliegenden t]rber~ 
legungen um „conforme‘‘ symmetrisehe Beziehungen einer Flacbe anf sicb selbst 
handelt. 

Klein- Fricke, Modnlfunotionen, 22 
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ausdracken, dass es im Reprasentantensystem der Untergruppe im 
ganzen r der angelioreade Substitutionen giebt. Sie mogen durcb 
1, Fj, Fo, • • •, Vt bezeicbnet sein. 

Die T gewonnenen Substitutionen 1, F^ Fg, • • F^ sind die- 
jenigen unter den ^ Substitutionen des zu f u geborenden Reprasen- 
tantensystems^ welche mit vertauschbar sind und eben deshalb das 
bezuglicbe Polygon Fin von erlaubter Abanderung abgesehen in sich 
uberfubren. Wir finden so: Uoiter den angegebenen Verlidltnissen Idsst 
die zu r« gelidrende gescJdossene Fldclie r sdlclie Transformationen in sich 
zuy bei der Hire Eintellung in ft Do^jpeldreiecJce mit sich selhst z%vr 
Dechung hommt Hier kommen wir nun fur r = ft und also = f 
auf den im vorigen Paragrapben abgebandelten Fall zuruck^ wabrend 
wir fiir r = 1 in eine nur in sich selbst ausgezeicbnet entbaltene 
Untergruppe baben. Im letzteren Palle nennen wir die Teilung der 
zugeborigen Placbe Fu irregular^ wabrend wir fiir die zwiscbenliegen- 
den Falle 1 < tt < ft von einer teilweisen Begularitdt der bezilglicben 
Placben Fy, sprecben* **) ). 

An dieser Stelle warden wir aucb nocb derjenigen Untergruppen 
gedenken, welcbe der Erweiterung vermoge einer Spiegelung F fahig 
sind; denn das beisst oflfenbar, Vy sei in der solcbergestalt entspringenden 
erweiterten Grruppe relativ ausgezeicbnet. Wir konnendas Polygon 
so gelegt denken, dass der Spiegelkreis von F durcb Fy bindurcbziebt. 
Man siebt so, dass die geschlossene Fldche Fy eine symmetrische ist; denn 
sie lasst jedenfalls eine V entsprecbende symmetrische Umformung in sicb 
zu, bei welcber die aus dem Spiegelkreis von F entspringende Linie der 
Flacbe Fy imd vielleicbt aucb nocb weitere Linien derselben*"^) punkt^ 
weise sich selbst entsprecben. Dass aber unsere Flacbe gar nicbt be- 
ztiglich aller Linien ibrer Teilung mit sicb selbst symmetriscb zu sein 
braucbt, koimten wir etwa dadurcb andeuten, dass wir sie im gegen- 
wartigen Falle teilweise symmetriscb nennen. Dock wiirde das mit 
der oben (p. 337) eingefiihrten Begrijffsbestimmung der „symmetriscben 
Flacbe^^ nicbt in tJbereinstimmung sein. 

*) In diesem ITalle geben gewisse ft' dem Polygon F^ angehSrige Loppel- 
dreiecke ein Polygon F. . fur f^/. Wir fassen dieselben auf der Plache F„ zuin 

• y y 

Bereich znsammen und werden durcb Ausiibung der z Transformationen von 
F^^ in sicb. F^, im ganzen in % Bereicbe transformieren, die nun unsere Flacbe F^^ 
vollstandig umspannen. Sie bilden dann fur die Oberflache F^ ersichtlicb wieder 
eine regulEre Einteilung im allgemeinen Sinne des vorigen Paragrapben. 

**) Zur naberen Erlauterung miissen wir bier durcbaus auf die spafceren 
Einzelausfiibrungen verweisen. 
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Zweckmassige Beispiele liefern liier die des vorigen Eapitels. 
Die ihnen zugehorigen ^^3 sind irregular und teilweise symmetrisch^ 
wie man leicht bemerken wird. 

§ 12. ILegeln zur BereelmttQg des GeseMeclites p einer Unter- 
grnppe Diophantische Gleielmng fur ausgezeielmete 

Untergnippen. 

Um eine bequeme Formel fiir die Berecbnung des Gescblechts p 
einer vorgelegten Dntergruppe zu gewinnen, denken wir uns die 
Elementardreiecke der zugeborigen gescblossenen Flache um der 
Einfacbbeit willen als ebene und dementsprecbend als geradlinig 
begrenzt. Wir baben dann in ein im allgemeinen mebrfacb zu- 
sammeiibangendes Polyeder vor uns, welcbes wir als ein solcbes vom 
Geschleclbte p bezeicbnen werden. Die einzelnen Elementardreiecke geben 
dessen Flacben, die Dreiecksseiten dessen Eanten, die mit p, i, ioo 
aquivalenten Punkte auf F^ endlicb die Ecken des Polyeders. Die 
Anzablen dieser drei Elemente unseres Polyeders bezeicbnen wir bez. 
durcb f, Jc und e und baben dann auf Grund des verallgemeinerten 
Euler'scben Satzes fur Polyeder unserer Art zwiscben diesen Anzablen 
und dem Gescblecbte p von die Gleicbung*): 

(1) ^ "f” f ^ H” 

**) Da der Beweis der Verallgemeinerung des Euler’scben Polyedersatzes fiir 
p 0 nicht sebr bekannt zu sein scbeiut, so scbalten wir Her eine kurze An- 
deutung uber denselben ein. Mau zerscbueide vorab durch 2p Querschnitte die 
Flache F^ derart in eine einfach zusammenh'angende, dass die Querschnitte eine 
in sich zuriicklaufende Randcurve fSr F^ bildeu. (Man vgl. Her die in Betracht 
kommenden Erdrterungen im ersten Kapitel des folgenden Abschnitts und nament- 
lich auch die dort gegebene Figur.) Man verfahrt nun zunachst genau wie beim 
elementaren Beweis fur p = 0, indem man nach und nach alle nicht von den 
Querschnitten durchzogenen Dreiecke des Polyeders abtr^gt und dabei jedesmal 
die riickbleibenden Zahlen e, k controbert. Die tlberlegung ist in der That 
genau dio elementare, da wir einen einfach zusammenhangenden Dreieckscomplex 
abtragen. Sind alle von Querschnitten nicht durchzogenen Dreiecke fort, so 
bleiben uns nun 2p einzeln ringformig geschlossene Ketten von Dreiecken, die 
teils direct, teils durch weitere als Bander fungierende Dreiecksketten mit ein- 
ander vereint sind und solchergestalt ein zusammenh*angendes Gerippe der 
Flache F^ bilden. Jetzt trenne man jede der gedachten 2p Dreiecksketten lS.ngs 
einer ihrer Kanten auf, wodurch die gerade erreichte Anzahl Jc bei unveranderten 
e, f einen Zuwachs um 2p erf^hrt. Dergestalt erhalt man wieder einen einfach 
zusammenhangenden Dreieckscomplex und bringt den Beweis durch die bekannto 
elementare Uberlegung zum Abschluss. Man hat also in der fur p = 0 geltenden 
Formel nur Jc um 2p zu vermindern, um die allgemein gUltige Formel zu er- 
halten^ so dass sich (1) in der That bestatigt. 
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Um diese Formel in eine fiir uns zweckmassigere Gestalt uber- 
zufuhren, bemerken wir zuvorderst, dass f mit der Anzahl 2^ der 
Elementardreiecke nnserer Flacbe identisch ist. Formel (1) kann 
man also in die Gestalt tiberfuhren: 

j? = — — e). 

Des weiteren denken wir die Ecken des Polyeders d. i. die mit i, q 
Oder ^*00 aquivalenten Punkte au£ Ff., in irgend einer Reibenfolge mit 
den Nummern 1, 2, 3, • • e verseben. Moge dann die unter 
ihnen von Blementardreiecken nmlagert sein (cf. p. 330), so werden 
in ibr 2nv Kanten des Polyeders znsammenlaufen. Bilden wir jetzt 

e 

die Summe so ist in ibr jede Kante offenbar doppelt gezablt, 

r— 1 

e 

SO dass wir Jc=^nv erbalten. Da uberdies die Gliederzabl dieser 

v==l 

Summe gleicb e ist, so baben wir: 

e 

Jc ““ 6 

V=sl 

mid erJialten demgemdss als endgiiltige Formel fur das Geschlecht p unserer 
Untergruppe 

( 2 ) ^ = 

r—1 

Insbesondere verfolgen wir diese Formel fiir den Fall einer in f 
aiisgezeicbneten Untergruppe Fiir eine solche baben aquivalente 
Ecken immer die gleicbe Zabl Wr, und zwar ist fiir die mit i aqui- 
valenten Ecken nacb § 9 u. f. Uv entweder 1 oder 2, desgleicben ist 
fiir die mit q aquivalenten Ecken entweder 1 oder 3, wabrend 
fiir die dritte Kategorie d. b. fiir die mit ioo aquivalenten Ecken der 
eintretende Zablwert von vornherein nocb nicbt naber bestimmt 
ist. Nennen wir diese drei fiir unsere ausgezeichnete Untergruppe 
in Betracbt kommenden Anzablen bez. ni, Hq, so Jieisse forfan die 
Zusammenstellung : 

das mr aiisgezeiclineten Untergruppe geJidrige Verzweigungsschema^'). 
Nun lasst sicb die Anzabl der Ecken der drei Kategorien im gegen- 


*) Die Bedeutung dieser Benennung werden wir spiiter nocb eingebender 
erlantern. 
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wartigen Falle leicht bereclinen. Das einzelne Elementardreieck be- 
teiligt sieb mit je einer Ecke an der einzebien der drei Kategorien 
der in Rede stehenden Punkte von Da nnn der einzelne z* B. 

mit Q aquivalente Punkt von Dreiecken umlagert ist^ so wird 

— die Anzahl der Punkte dieser Kategorie sein. Entsprecbend finden 

sich auf Ff^ im ganzen mit i and endlich ^ mit ioo aquivalente 

Punkte. Die unter (2) gegebene Pormel gestattet demnacK fiir eine 
ausgezeichnete Untergruppe folgende speeielle Scbreibweise: 


(3) 


p = — fX. + 1 + 





Pormel (3) ist eine diopliantische Bedingmig fiir Verzweigungs- 
schema, Index und Geschleclit einer ausgezeiclineten Untergruppe, die 
durch jede in der f entlialtene ausgezeiclinete Untergruppe befriedigt 
wird. Wir dihfen dber keineswegs diesen 8af0 dime loeiteres unikfdwen. 
Einer Losung von (3) in ganzen Zahlen kann moglieherweise eine 
ausgezeichnete entsprechen; es konnen aber auch ebenso gut mebrere 
oder iiberhaupt keine ausgezeichnete existieren, welche einer ge- 
fundenen Losung von (3) entsprechen. 

Wir bringen jetzt die Pormel (3) sogleiob zur Verwendung, indem 
wir fragen, ob es ausgezeichnete vom Verzweigungsschema { 1, 1, } 

giebt. In diesem Falle nimmt (3) nach leichter Zwischenrechnung 
die Gestalt an: 

Bei der Bedeutung you p, und folgt notwendig p = 0 und 
li(n^ + 1) == 3 ^ 00 ; woraus sich 



berechnet. Da aber eine ganze positive Zahl sein soil; so ist 
offenbar ^ = 1 , =1? woraus man sofort schliesst, dass die Ge- 

samtgryppe f die einzige hiergehorige Gnoppe ist 

In entsprechender W^eise discutiere man die beiden Schemata 
{2; 1; n^} und {1; 3; wobei man beachtO; dass unter den sich 

einstellenden Losungen von (3) in ganzen Zahlen nur die brauchbar 
sein konnen; iei deyien 1%^ Teil&y' vofi y* ist Man findet so nur zwei 
Mbglichkeiten: 

p=0, Schema: {2, 1, 2}, 

p—0, ^ = 3; {1;3;3}; 

deneU; wie wir beilaufig anfiihrto, in der That zwei ausgezeichnete Unter- 
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gruppen imd r 3 entsprechen*). ^Ue ubrigeti (zus^e^cich^zsteu 
grujppen fa lesiUen das Termeigimgssdmna {2, d, n) und geniigen 
also der diopJiantisclien Gleichung: 

(4) 12wp + ft(6 — n) — 12n, 

in der wir fortan den Index bei 7%^ unterdriicken. 

Discutieren wir (4) sogleich fur die niedersten Werte von p, wo- 
bei wir vorgreifend immer sogleicb anzeigen, fiir welcbe der entspringen- 
den Losungen Untergruppen spaterhin wirklich auftreten werden, 

Erstlicb baben wir fiir p = 0, da in diesem Palle ersicbtlich 
<! 6 sein muss, folgende vier lUdglichlceifeni 

ft = 6 , Scbema: {2, 3, 2}, 

= 12, {2, 3, 3}, 

ft = 24, {2,3,4), 

ft = 60, (2, 3, 6), 


in denen uns woblbekannte Zahlen entgegentreten, und dereii jeder 
wir im folgenden Kapitel je eine entsprecbende Untergruppe zu- 
ordnen werden. 


Wir sefczen ferner jp = 1 und finden ^ — 6, so dass die mis- 
gemclmet&ii Untergnippen de$ Geschlechtes ^ = 1 diejenigen vom 
Schema {2, 3, 6} sind:^ ft bleibt zunachst unbestimmt, und dem ent- 
spricht der Umstand, dass es in der Modidgruppe ausgemchnete TJnter- 
grwppm mit p = 1 in unendlicher Zahl giebt 

Fiir alle Geschlecbter jp > 1 schreiben wir (4) in der Form: 


12 (p —1) 


WO nun 12 (p — 1) durch {n — 6) teilbar sein muss^ da n Teller von ft 
ist. Bei gegebeneyn p giebt es hier also nw due begrende Zahl von 
Losmigen ft, n. Fiir die niedersten Werte von p und n stellen wir 
bier einige Losungen tabellariscb zusammen: 



*) Die fg ist diejenige Untergruppe, welche wir unter dieser Bezeichnung 
bcreits in § 8 des vorigen Fapitels (p. 288) kennen lemten* 
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Fiir die zweite, vierte uiid funfte dieser Losungen werden wir spater- 
hin in der That ansgezeiclmete TJntergruppen kennen 

lernen. 


Diese letzten Erorterungen sind hier selbstverstandlich niir ganz 
vorlanfige; denn sie ergeben uns nur die Maglichkeit der Esistenz 
gewisser ausgezeichneter Untergruppen, nicht schon diese selbst. Um 
so mehr haben wir aber nun Veranlassung, nach Mitteln zu suchen, 
welche uns die thatsachlich existiereuden Untergruppen der Modal- 
gruppe kennen lehren. 



Sechstes Kapitel. 

Definitiott samtliclier Untergruppen der Modulgruppe durch die 

Placlien 

Im vorigen Kapitel dachteii wir uns eine beliebige Untergruppe der 
Modulgruppe f als gegeben imd baben an ihr in abstracter Weise 
eine Reihe Yon Begriffsbestimmungen eingeiibt. Nun ist es an uns, 
die Prage nacb den wirklich existierenden Untergruppen von f auf- 
zuwerfen und uns also nacb. Mitteln umzusehen, vermoge deren wir 
diese Untergruppen zu definieren Stande sind. Wir werden in diesem 
Sinne zuvorderst eine allgemeine Massnabme zur Bestimmung samtliclier 
Untergruppen der Modulgruppe zu entwickeln baben. Dariiber binaus aber 
werden wir im gegenwartigen und den nacbst folgenden Kapiteln einen 
Teil der Untergruppen Yon f wirklicb bis ins einzelne kennen lernen, 
wobei uns dann diese besonderen Untergruppen die allgemeinen Erorte- 
rungen des Yorigen Kapitels in scbonster Weise yeranscbaulicben werden. 

§ 1. Metbode, dxircli Pnndamentalpolygone odor Flachen 
Untergruppen zn definieren: Der ’Verzweignngssatz. 

Im Yorigen Kapitel baben wir einer Yorgelegten Untergruppe 
Yon endlicbem Index ft (denn aucb bier scbieben wir die Betracbtung 
des Falles ft = cxd nocb binaus) ein Fundamentalpolygon zugeordnet 
und dieses zur gescblossenen Flacbe F^^ zusammengebogen. Die 
Eigenart Yon in der einen oder anderen Gestalt mfissen wir uns 
bier nocb einmal deutlicb Yergegenwartigen , und wir knupfen etwa 
sogleicb an das Netz der 2 ft abwecbselnd scbraffierten und freien Ele- 
mentardreiecke an, welcbes die gescblossene Flacbe umspannt. 
Diese Dreiecke scbaarten sicb in cbarakteristiscber Weise um ibre 
Eckpunkte, welche letztere in drei Kategorien zerfielen, je nacbdem 
sie in der o-Halbebene mit at = iy q oder ^oo Equivalent waren. Da 
wir diese Eckpunkte der Dreiecke auf Ffn binfort sebr baufig zu 
nennen baben werden, so wollen wir die mit i aquivalenten kurz 
durcb <^ 3 , • • * bezeicbnen und zusammenfassend als die Punkte a 

von benennen; entsprecbend beissen die mit p aquivalenten Eck- 
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punkte kurz die Puckte h and endlich die mit ioo aquivalenten die 
Punkte c von wobei wir in beiden Fallen zur Unterscheidung 
verscbiedener Punkte derselben Kategorie wieder untere Indices bei & 
Oder c zur Verwendung bringen. Nun spracb sich die Eigenart un- 
seres Dreiecksnetzes vor allem in folgenden Lagenbeziebungen aus: 
Fin ein^ehier Funkt a iinserer Fldclie tvar enUveder von mei Oder vier 
neben einander liegenden Elementardreieckmi^) umlageH; ein einselner 
Funlit h tear desgleiclien von ^ivei oder sechs, ein einzelner FunM c end- 
lich von irgend einer geraden AnzoJil neben einander liegender Elementar- 
dreiecke imilagert 

Man beaebte jetzt, dass umgekebrt durcb Angabe des Funda- 
ment alp olygons F^ unsere vorliegende Untergruppe batte definiert 
werden konnen^ denn die auf einander bezogenen Randcurven dieses 
Polygons bestimmen ein System von erzeugenden Substitutionen von 
und damit diese Untergruppe selbst. Ebenso gut konnten wir 
aber aucb durcb die gescblossene Flacbe Ffj, definiert denken, wenn 
nur dabei nocb festgestellt isfc, welcbes Doppeldreieck der Flacbe dem 
Ausgangsdreieek 1 der £o-Halbebene zugeordnet ist. Aufs leiebteste 
werden wir namlicb die Flacbe ruckwarts in der co-Halbebene aus- 
breiten, indem wir zuvorderst das eben gemeinte Doppeldreieck aus 
der Flacbe aussebneiden und fiber dem Doppeldreieck 1 der Halbebene 
ausbreiten, sowie dann weiter Elementardreieck ffir Elementardreieck 
von der Flacbe abtragen und in der co -Halbebene an riebtiger Stelle an- 
lagern. Wir werden diese Massnabme nocb in mannigfaltigster Weise 
ausffihren konnen; es ist aber nacb den tFberlegungen in § 9 des 
vorigen Kapitels (p. 328 u. f.) sofort deutlich, dass bierdurcb die zu- 
geborige Untergruppe keinerlei Anderung erfabrt. In der That 
lassen sich alle Polygons der o-Halbebene, welche wir durcb ver- 
sebiedenartige Abtragung der Elementardreiecke erbalten mogen, aus 
einem unter ibnen z. B. dem ursprfinglicben Polygon F^^ durcb erlaubte 
Ahdnderung berstellen. 

Hatten wir ubrigens niebt wie soeben das Doppeldreieck 1 der Flacbe, 
sondern vielmebr ein anderes, etwa F*, dem Ausgangsdreieek 1 der 
Halbebene zugeordnet und dann auf Grund dieser Zuordnung die Flacbe 
in der Halbebene ausgebreitet, so wfirden wir ersicbtlicb ein Polygon 
Fii[ erbalten baben, welcbes aus obigem vermoge der Substitution 
VjT^ hergestellt wird. Dieses Polygon F^ ist aber zufolge § 5 des 

Bs ist ein niebt v611ig stronger Ansdrnck, wenn wir sagen, dass gegebenen 
Falls zwei „Dreiecke“ einen Punkt a nmlagern. Indessen werden wir ibn dock 
beibekalten nnd also einen solcken Punkt a als Bekpunkt zweier Dreiecke an- 
seken, die dort einen Winkel von 180° kaben. 
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vorigen Eapitels (p, 318) dasjenige der mit gleichbereclitigten Unter- 
gruppe r^= und also haben wir den Satz: Diirch die ge- 

scJilossene Fldclie jPu ist die vorgdegte TJnten'gn'jgige oder eine mit Hit 
gleichierecJdigte definiert^ je nacMeni tcir das DoppeldreiecJc 1 der Fldche 
Oder ein anderes dem Foppeldreieck 1 der Halbehene mordne^i. 

Diese t^berlegungen fiihren uns nun miibelos zu dem Hauptsatze 
bin, um welcben es uns bier zu tbun ist. Bs moge jetzt namlicb 
irgend eine vollig beliebige gescLlossene Flacbe gegeben sein, um- 
spannt von einem Netze von 2ft Dreiecken, welcbe diejenigen cbarak- 
teristiscben Lagerungsverbaltnisse darbieten, die wir vorbin als bei den 
Fiacben vorbanden erkannten: Immer definiert uns dann im Sinne 
nnserer vorhergehenden tlberlegung diese unaihdngig gegebene geschlossene 
Fldche vermbge Hirer JDreiecTcsteilung ein System gleichberechtigter TInter- 
gruppen der Modidgruppe vom Index ft, tmter denen wir dadurch eine 
eimelne cliaraMerisiei''en, dass wir ein bestimmtes Foppeldreiech der Fldche 
dem Foppeldreiech 1 der Halbebene mordnen. Wir benennen den so 
aufgestellten Hauptsatz fortan als ^Verzweigungssatz^^, wobei wir die 
voile Bedeutung dieser Benennung erst spater aufweisen werden***). Die 
unabbangig gegebene Flacbe beisse sogleicb Ff^) die Eckpunkte ibrer 
Teilung wird man im Einzelfalle leicbt in die drei Eategorien son- 
dern und dann in obiger Weise wieder als Punkte a, c bezeicbnen; 
endlicb denken w'ir uns aucb sogleicb die Elementardreiecke der 
Flacbe in ricbtiger Folge abwecbselnd scbraffiert und frei gelassen, 
wodurcb wir nun unsere Flacbe in zweckmassiger Art zum Be- 
weise des Verzweigungssatzes vorgericbtet haben. 

§ 2. Herstellung einer Beziebung zwiscben der geteilten Flacbe 
und der co- Halbebene. 

Bevor wir zum eigentlichen Nacb weise des Verzweigungssatzes 
ubergehen, soli durcb ein scbon ofter angewandtes Verfabren eine 
bestimmte Beziebung zwiscben der gegebenen Flacbe F^ und der 
a» -Halbebene bergestellt werden. Wir ordnen zuvorderst irgend ein 
scbraffiertes Dreieck der auf gelegenen Teilung dem scbraffierten 
Ausgangsdreieck der £*>- Halbebene zu, wobei die Ecken &, c des 
ersteren Dreiecks den Punkten co = ioo bez. zuzuweisen sind, 
und aucb die sonstigen Punkte der beiderseitigen Dreiecke einander 
nacb irgend einem stetigen Gesetze wechselweise eindeutig entsprecben 
mbgen. Dariiber binaus sollen ferner in analoger Weise benacbbarten 
Dreiecken auf jF^ stets im gleicben Sinne benachbarte Dreiecke der 


*) Cf. Math. Ann. Bd. 14, p. 128 (Note). 
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Modulteilung entsprecten und umgekehrt; finden sich dabei zwei ver- 
schiedene Moduldreieeke als deni namliclien Dreiecke der Flaclie 
entsprechend, so ordnen wir die inneren Punkte wieder derarfc einanderzu, 
dass 'aquivalente Punkte der beiden Moduldreieeke demselben Punkte der 
Piacbe entsprechen. Da so^ohl die Flache, wie die Halbebene „zu- 
sammenbangende^^ Dreiecksnetze tragen, so warden wir solcherart jedem 
Dreieek von Fu wenigstens ein Moduldreieck, jedem Moduldreieeke 
aber umgekebrt wenigstens ein Dreieek der Plache zugewiesen finden. 

Seien jetzt <q und p irgend zwei einander entspreebende Punkte 
der Halbebene und Flacbe, so wollen wir genauer naebseben, in 
weleber Art die Umgebungen unserer beiden Punkte auf einander be- 
zogen sind, Wir werden das in der Weise tbun, dass wir den einen 
Punkt auf kleiner kreisformiger Babn umsebreiten und zuseben, wie 
der entspreebende TJmgang um den anderen Punkt ausfallt. Sind 
unsere beiden Punkte co, p niebt gerade Ecken der bezugliehen Tei- 
lungen, so ist die Sacbe sebr einfaeb, es sieJit dann einmalige Tim- 
hreisung von co einmalige von p nach sich und umgehehri. Das Gleiebe gilt 
aueb, wenn p ein Punkt a oder h ist, wofern nur die Zabl der p um- 
gebenden Dreieeke dieselbe ist, also 4 oder 6, wie die Zabl der den 
zugeordneten Punkt co umgebenden. Dagegen andert sieb die Saeb- 
lage in diesem Falle, wenn p, was ja aueb vorkommen kann, von nur 
zwei Dreiecken umgeben ist: Alsdann hat einmalige UmJoreisung von c», 
je nachdem tvir in p einen Funkt a oder h haben, meir be^. dreimalige 
Unikreisung von p mr Folge. Eine besondere Rolle spielen endlicb 
die Punkte c in diesem Betraeht. Ist p ein solcber, so ist der zu- 
geordnete Punkt co (um niebt gerade von dem besonderen Werte 
C 3 = ^*oc zu sprechen) ein rationaler reeller Punkt co == y . Die 2n 
um p im Cjclus zusammenbangenden Elementardreiecke sind 4lsdann 
den Dreiecken des Bereicbes zugewiesen*), weleber nun die 


Rolle der Umgebung von cu == ~ spielt Indem wir auf den Wegen 

zu den Punkten c bez. — eines der 2n Dreiecke um c einem be- 

y 

stimmten Dreieek von zugewiesen fanden, erscheint jetzt die Tim- 

gebtmg von c auf •^(y) ein-oo-dmtig bezogen, Jedem Dreieek von 
finden wir namlicb offenbar ein Dreieek aus der Umgebung 
von c zugeordnet; einem der letzteren aber unendlieb viele von 


*) Hier ist die Bezeicbmingsweise aus 11, 2 § 11, p. 236 wieder aufgenommen 
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welche immer in Intervallen von 2n Blementardreiecken im Dreiecks- 
facker auf einander folgen. 

Moge nun wieder ein beliebiger Punkt co im j;,Innern^^ der Halb- 
ebene angenommen sein, wahrend p ein ibm entsprechender Punkt 
von Fjrc ist. Von 0 ) aus wollen wir einen kleinen sicb nicht selbst 
iiberkreuzenden gescblossenen Weg bis co zuruckzeicbnen, der vielleicbt 
in einem einzigen Moduldreieck verlauft, vielieicbt auch in benacb- 
barte Dreiecke iibertritt und moglicber Weise aucb einen mit q oder i 
aquivalenten Punkt umgebi Dabei denken wir uns diesen Weg in 
der Ricbtung durcblaufen, dass er den kleinen von ihm eingescblos- 
senen Bereicb im posifiven Sinne umgeht. Wir betracbten den ent- 
sprecbenden Weg, den der zugeborige Punkt auf bescbreibt. 
Offenbar wird derselbe zufolge der Uberlegungen, die wir gerade 
durcbfuhrten, ebenfalls geschlossen sein und also zu p zuriickfahren, 
mag er dabei vorkommenden Palls einen einzelnen Punkt a oder h 
der Placbe mebrfacb umkreisen oder nicbt. Auf unseren beiden 
gescblossenen Babnen mogen nun co' und p' irgend zwei einander ent- 
sprecbende Punkte sein. Da macben wir jetzt co' zum Ausgangspunkt 
einer abnlicben gescblossenen Babn, wobei wir anfangs eine Heine 
Strecke des schon gezogenen Weges entgegen der damaligen Fort- 
scbreitungsricbtung durcblaufen, im tibrigen aber bis zum Endpunkt co' 
bin jene erstere Babn nicbt weiter treffen wollen. Die neue Babn 
scbliesst in der co-Halbebene einen kleinen Bereicb ein, welcber sicb 
langs der nun doppelt durcblaufenen Strecke an den schon eingegrenzten 
ersten Bereicb anlegt. Entsprecbend werden wir auf F^i von p' aus 
anfangs eine Strecke lang die schon gezogene Linie im entgegengesetzten 
Sinne durcblaufen, bernach aber abbiegen, um auf gescblossenem Wege 
nacb p zuriick zu gelangen. Indem wir nunmebr in der Halb- 
ebene von jenem Punkte cd aus unter Beibebaltung der bisherigen 
Bewegungsricbtung in ununterbrochenem Zuge die beiden gescblossenen 
Wege durcblaufen, konnen wir die doppelt beschriebene Strecke offen- 
bar sparen und gewinnen einen grosseren von o entspringenden ge- 
scblossenen Weg. Wir baben dann offenbar demselben entsprecbend 
auf Ff.c einen von p entspringenden und gleicbfalls gescMossenm Weg. 
Da aber die co-Halbebene einen „einfacb“ zusammenbaugenden Bereicb 
darstellt, so kann man durch Portsetzung des eiugeschlagenen Yer- 
fahrens iiberbaupt zu jedem von o entspringenden gescblossenen Wege 
der Halbebene gelangen. Wir gewinnen also den wicbtigen Satz: 
JBei der vorliegenden JBemhung mischen Fldche Fju und m-Halhehene 
ist jeder, einem geschlossenen Wege der Halbebene entsprechende Weg der 
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A* 

Fldclie Ff^ gleiclifaUs gescMossen. Setzen wir dabei noeli ausdriicMich 
liinzu, dass der geschlossene Weg der Halbebene aucli beliebig sicb 
selbst iiberkreuzen darf. Immer lasst er sicb namlicb in einem solcben 
Fall© aus mebreren sicb nicbt uberbrenzenden gescblossenen Wegen 
zusammensetzen^ nnd wenn fur diese einzeln der ausgesprocbene Satz 
gilt, so gilt er ofPenbar ancb fiir den ganzen Weg, den sie zu- 
sammensetzen, 

Wir zieben nun sogleicb eine wicbtige Folgerung aus diesem Ee- 
sultate. Mogen wir auf Grund der zu Beginn des Paragrapben ge- 
schebenen Festsetzung einem beliebig herausgegriffenen Moduldreieck 
ein bestimmtes Dreieck auf F^ zugeordnet finden. Wie wir dann aucb 
waiter vermoge des verabredeten Continuitatsgesetzes den sicb an- 
schliessenden Moduldreiecken Dreiecke von zuweisen, kommen wir 
auf irgend einem gescblossenen Wege in der co -Halbebene nocb ein- 
mal zum eben gemeinten Moduldreieck zuriick, so finden wir ihm 
wieder jenes namlicbe Dreieck anf F^ zugeordnet; denn wir baben 
dann auf F^u notwendig aucb einen gescblossenen Weg besebrieben. 
Wir baben so den Satz bewiesen, der die Grundlage aller folgenden 
Entwicklungen ist: Bei der vorliegendmt JBe^ieliung sivisclien der Fldche 
und der m- Halbebene ist einem Dreieck der leUteren jeder^eit mir ein 
ein^iges Dreieck der Fldclie F^ zugeordnet 

Dass umgekebrt einem Dreieck von Ffi unendlicb viele Modul- 
dreiecke entsprecben, und dass also einem gescblossenen Wege auf 
der Flacbe keineswegs stets geschlossene Wege der Halbebene ent- 
sprecben, braucben wir nicbt erst zu beweisen. 

§ 3. AnsbreitTing der Flacbe F^ in die a? -Halbebene. Beweis 
des Verzweigxingssatzes. Hacbste Anwendnngen. 

Mit Hilfe der so gewonnenen Einsicbt ist es nun sebr leicbt, den in 
§ 1 aufgestellten Verzweigungssatz zu verificieren. Zu dem Ende wollen 
wir jetzt die Flacbe Ff.i auf folgende Weise in der q- H albebene aus- 
breiten. Das scbraffierte Elementardreieck von Ffi, welcbes wir dem 
scbraffierten Ausgangsdreieck der Modulteilung zuordneten, scbneiden 
wir aus der Flacbe beraus und breiten es fiber dieses letztere Dreieck 
aus. Dann tragen wir ein weiteres an der entstandenen OfFnung der 
PJ*acbe gelegenes Dreieck ab und lagern es dem scbon ubertragenen 
Dreieck in der co -Halbebene an. Wir fabren so fort, bis alle 2 ft 
Dreiecke der Flacbe fibertragen sind. Keine zwei verschiedene Dreiecke 
von F^t kbnnen dabei auf das namlicbe Moduldreieck ausgebreitet sein, 
denn sonst ware letzteres bei der im vorigen Paragrapben unter- 
suchten Beziebung von Flacbe auf Halbebene zwei Dreiecken von F^^ 
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zugeordnet. Wir gewinnen sonacli in der HaTbehene einen msammen- 
hdngenden Gomjplex von 2g> neben einander liegenden JElementardreieclcen, 
der iibrigens nocli in sehr verschiedener Gestalt auftreten kann, je 
nach der Eeihenfolge, in der wir die Dreiecke yon abtrugen. Be- 
nennen wir unseren Dreieckseomplex als Folygon F^. 

Das Polygon Fu wird eine Anzahl freier Randcurven haben, die 
zu Paaren auf einander bezogen sind; in der Tliat werden wir imnier 
solcke zwei Eandcurven desselben einander zuordnen, deren Bilder auf F^ 
coincidieren, Denken wir uns die betreffenden, die Randcurven des Poly- 
gons liefernden Linienziige der Teilung von F^ starker markiert oder 
geradezu F^ langs dieser Linienziige zerscknitten. Irgend einem Mo- 
duldreieck, welckes hart am Rande^ aber ausserbalb des Polygons F^^ 
liegt, entspricht jetzt im Sime des vorigen Paragrapben ersicbtlicb ein 
Dreieck der Placbe, das an einem gewissen der eben ausgefiibrten Scbnitte 
der Flacbe gelegen ist, und dieses wieder ging bei der nun gescbebenen 
Ausbreitung der Placbe in der Halbebene auf ein gewisses bart am Rande, 
aber innerbalb des Polygons gelegenes Dreieck uber. Die Modulsub- 
stitution erster Art, welcbe das erste dieser Dreiecke in das dritte iiber- 
fiibrt, ist offenbar gerade diejenige, welcbe die eine bier in Betracbt 
kommende Randcurve des Polygons in die andere transformiert. 
Wir stellen uns jetzt auf solcbe Weise das ganze System der Modul- 
substitutionen erster Art auf, welcbe die Correspondenz zwiscben den 
Randcurven des Polygons jF^ zum Ausdruck bringen. Seien diese Modul- 
substitutionen erster Art durcb 

( 1 ) • • •, 

bezeicbnet. 

Gebe jetzt ein beliebiger Punkt co durcb Anwendung einer dieser 
Operationen Vk in (o' = Vk(co) uber, so denken wir uns (o mit (o' durcb 
eine in der o -Halbebene verlaufende Bahn verbunden, Diese DaJm 
wird sick dcmn stets auf dm geschlossem Linie der Fldche iihertragen. 
Denn wie wir gerade bei der Einfiihrung von saben, sind gewisse 
zwei Moduldreiecke V und V' = VkV auf dasselbe Doppeldreieck der 
Placbe Ffj^ bezogen. Bei der Art unserer Zuordnung der Flacbe JF^ 
und der o-Halbebene entspricht dann sofort aucb den beiden Doppel- 
dreiecken V' S und V8 das namlicbe Doppeldreieck der Placbe 
wie denn aucb V'T und VT einem und demselben Doppeldreieck der 
Placbe zugeordnet sind. In sehr bekannter Weise scbliessen wir 
hieraus, dass iiberhaupt je zwei Punkten a> und (o' ~Vk(jxi) der Halbebene 
ein und derselbe Punkt der Placbe F^ zugewi'esen isfc. 

Wollen wir nunmebr noch durcb erlaubte Abanderung, die wir 
offenbar mat unserem Polygon JF^^ gerade so gut vornebmen konnen^ 
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wie friilier mit den Fundamentalpolygonen der TJntergruppen, das Poly- 
gon derart nmgestalten, dass sicli die Elementardreiecke zu 
^ Doppeldreiecken der llodulteilung zusammenordnen**^). Diese letzteren 
mogen die Doppeldreiecke Fu— i der ilodulteilnng sein, 

Benennungen, die wir sofort aucb auf die Doppeldreiecke der Flacke F^^ 
libertragen denken. 

Jetzt erzeugen wir durch Combination und Wiederholung der 
Substitutionen (1) eine Gruppe f', welche als Untergruppe in der 
Modulgruppe F enthalten ist (vielleicht auch, was wir einstweilen 
noch als Aloglichkeit zulassen mussen, mit dieser Gruppe F selbst zu- 
sammenfallt). Seien die neu hinzukommenden Substitutionen von F' (in- 
dem wir auch die Identitat in dieselben mit aufnehmen) durch 1, 

• ‘ • bezeichnet. Da jede Randcurve des Polygons F^u auf eine 
andere bezogen wurde (vermoge einer Substitution (1)), so ergiebt die 
unveranderte Wiederholung der p, 312 vorgenommenen tJberlegung, 
dass zu jedem Punkte co' der Halbebene wenigstens ein beziiglich F' 
aquivalenter Punkt o im Polygon F^^t naehgewiesen werden kann. 
Liege jetzt w' im Doppeldreieck F der Halbebene^ wahrend der relativ 
aquivalente Punkt co dem innerhalb F^i gelegenen Doppeldreieck F* 
angehore. Es giebt alsdann fur F eine Dar'stellung: 

(2) ' F=t;.F,, 

da doch gerade cd' und c^ beziiglich F' aqui valent sein soil ten. Aber 
eine Bahn von co naeh co' zieht sich auf der Plache F^t, weil einer Ope- 
ration y entsprechend, auf einen geschlossenen Wegzusammen. F* ist also* 
dasjenige wohlbestimmte Doppeldreieck von welches wir im vorigen 
Paragraphen eindeutig dem Moduldreieck V zugeordnet fanden. In (2) 
erscheint so mit gegebenem F auch F* und demnach auch Substitution 
Vi = VVjT^ eindentig bestimmt. Man hat so den wichtigen Satz: 
Jede Modulsuhstitution ersUr Art gestattet auf eine eimige Weise eine 
Darstelhmg (2). 

Denken wir uns jetzt aus unseren bier in Rede stehenden Modul- 
substitutionen v^, F* ein Schema construiert, welches der ausseren Form 
nach mit dem Schema (1), p. 309, iibereinstimmt, so ist in demselben 
dem Gesagten zufolge jede Modulsubstitution erster Art aufgefiihrt und 
jede nur emmal, wobei die Substitutionen der Gruppe F' in der ersten 
Horizontalreihe angeordnet sind. Diese drei Eigenschaften des aufge- 
bauten Schema geniigen, um in ihm das zur Untergruppe F' im Sinne 
von § r des vorigen Kapitels (p. 308) gehorige Schema zu erkennen. So 

Wir denken also hier mit F^^ diejenige Umgestaltung vorgenommen, der 
p. 281 das dort untersuchte Polygon Fq unterworfen wurde. 
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haben wir das Resultat: f' ist Tzemesicegs mit der Gesamigmp^e f iden- 
tlsch, sondern eine Untergruppe r« derseTben vom Index g,. Wir erJcemzen 
in 1, Fi; Fg, • • F«-i ein Bepz-dsentaoitensystem derseTbmz, ini Polygon 
F^u einezi Fundame^italbereicJij in den Siibstitutionen Vg? * * *? '^dlclie 
die Eanten des FundanientalhereicJis paartueise msammenordnen, ein 
System er^eugender Siibstitutionen iind mdlich in der FldcJie F^t die 
im Sinne von % Q des vorigen Kapitels mgelibrige gesclilossene FldcJie, 
Damit aber haben wir den vollen Beweis des Verzweigungssatzes ge- 
fiibrt. Dass wir nun die samtlicben Entwicklungen des vorigen Ka- 
pitels umkehren konnen, dass wir insbesondere durch eine regular 
geteilte Flacbe F^ eine ausgezeicbnete Untergruppe definieren u. s. w., 
sind Folgerungen, die sicb jetzt nacb § 1^ p. 344 u. von selbst versteben. 
Tor allem aber ist wesentlicb, dass wir aucb nocb der einfachen und 
Ittckenlosen Bedeckung der co-Halbebene mit unendlich vielen Be- 
reichen F),, F^^^\ • • • gedenken, die wir nacb § 3 des vorigen 

Kapitels (p. 314) den Operationen 1, • • • unserer gewonnenen 

Untergruppe zuordnen. Da baben wir denn fiir die im vorigen 
Paragrapben gegebene 1-oo-deutige Beziehung der ^Flacbe" auf 
die <D-Halbebene die bequemste Anscbauung gewonnen, indem in der 
That die Bereicbe • • • alle die unendlicb vielen Bilder der 

Flacbe in der cj-Halbebene darstellen. 

Im Verzweigungssatz besitzen wir biernacb ein vollig allgemeines 
Mittel, die Untergruppen der Modulgruppe zu definieren; wir konncn 
solcbergestalt geradezu zu deren Gesamtheit gelangen. Alle Unter- 
gruppen z. B. eines gegebenen endlichen Index g aufzustellen, bietet 
sicb nun als eine durcbfiibrbare Aufgabe dar. Wir wiirden tibrigens bei 
ibrer Erledigung statt mit den gescblossenen Flachen sogleich zweck- 
massiger mit den Polygonen Ff^ arbeiten. Alle moglicben Complexe 
zu g Doppeldreiecken wiirden wir uns zunacbst bilden, die man etwa 
vom Ausgangsdreieck 1 aus aufbauen kann. Fiir den einzelnen Com- 
plex wiirden wir dann eine Zuordnung der Randcurven festzustellen 
baben, die der einzigen Bedingung geniigt, dass beim Fortgang zur 
beziiglicben gescblossenen Flacbe die Anordnung der Dreiecke auf 
der letzteren den Yorbedingungen des Verzweigungssatzes geniigt. 
Diese Zuordnung der Randcurven mag fiir den einzelnen Dreiecks- 
complex nocb in mannigfaltigster Weise berstellbar sein. Jedes solcber- 
gestalt fertig bergestellte Polygon Ffi definiert dann eine Untergruppe 
wobei aber alle durcb erlaubte Abanderung aus einander ent- 
springenden Polygone die namlicbe definieren. Man wird auf 
Grund des eben durcblaufenen Gedanken gauges leicbt erkennen, dass 
es nur eine endUcJie Anmhl von Untergruppen des endlicJien Index g 
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gieh^ aber es gehbrt niir ein geringes Mass praktiselier Haiidliabung 
der ModiilteiluDg dazu, am einzusehen^ dass bei nicbt ganz niederen 
Zalilwerten Ton ^ die Anzahl der beziigliclieii alsbald eiae ausser- 
ordentlicb betracbtlicbe ^ird. 

§ 4. Die Kngelnetze der regularen Korper und die ansgezeiclmeteii 

Untergruppen der Modulgnippe f vom Gesehleclite = 0. 

Von der direeten nun gewonnenen Metbode zur Aufstellung von 
Untergruppen von f wollen vriv jetzt diejenige Verwendung machen, 
die im Anscblusse an unsere friiheren Betrachtungen besonders nabe 
liegt. Wir betracbten die in der Tbeorie der regularen Korper auf- 
tretenden regular - symnietrisclien Dreiecltsteiliingen der Kugeldberflliclie. 
Unter denselben erfilllen offenbar diejenigen des Dieders mit n = 3 
(Fig. 13, p. 72)^ des Tetraeders (Fig. 29, p. 104), des Oktaeders (Fig. 15, 
p. 76) und des Ikosaeders (Fig. 31, p. 106) die Vorbedingungen des 
Verzweiguugssatzes. Jene Teilmigen der Kugel definiercQi tins also vier 
in der enceiterten 3IodidgnipgG f axisgeseiclmefe Untergruiyjfyen fg, ^24 
nnd r«o der Modulgrtipge P. Das Geschlecht dieser vier Untergrtippen ist 
p — 0, mid Hire hesUgliclien Ver^weigimgsscliemata findet man hereits in 
der Tdbelle (5) p. 342 vor. Die tinseren Gnippen entsprechenden end' 
lichen Gnippen Gq, G^^, 6 ^ 24 ? ^go holoedrisch isomorph mit den 
Gnippen der Drelmngen der hernglichen regularen Korper in sich^). Es 
entspringt also die Moglicbkeit, diese vier Gruppen einzeln auf die 
Modulgruppe in bekannter Weise isomorpb zu bezieben, wie denn 
aucb das gleicbe Verbaltnis zwiscben den zu jenen vier regularen 
Korpern geborigen durcb Spiegelungen erweiterten Gruppen einerseits 
und der erweiterten Modulgnippe P andrerseits bestebt. Setzen wir 
nocb binzti, dass ausser jenen vier Untergruppen P^ nicht noch andere 
vom Geschlecht p — 0 in der Modulgruppe P ausgeseichnet cnthalten sind (so 
dass also jeder Nummer des p. 342 mitgeteilten Schemas immer nur eine 
Untergruppe entspricbt). Wir werden diesen auf § 12 des vorigen Kapitels 
berubenden Satz im folgenden Abschnitt nocb weiter besprechen^*). 

Vor allem wird man nun aucb die Fundamentalpolygone fiir unsere 
jetzt gefundenen Gruppen, hi moglichst zweckmassiger Gestalt fixiert, 
vor sich seben wollen. Da die r«, wie wir bereits andeuteten, durcb 


**•) Die bier auftreteude Vq ist mit der im vorletzten Kapitel uutersucbten 
Untergrux^pe Pg ideatiscb. 

**) Man sebe die ErSrterungen fiber Galois’scbe Hauptmoduln im nacbsten 
Absobnitt nnd ziebe daneben die Entwicklungen „Ikos.“ p. 117 n. f. beran. Vergl. 
iibrigens aucb die beziiglicben EntwicMnngen in Bd. 14 der Matb. Ann. x^. 149 u. f. 

Kloxu-Fricko, Modulfunctionon, 3 3 
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das Yorletzte Eapitel erledigt ist, so gelien wir sogleicli zur unci 
liaben in Fig. 80 die bereits oben in Fig. 28, p. 104, mitgeteilte 
tetraedrische Teilung der Ebene in etwas geanderter Lage reproduciert. 
Diejenigen Dreiecksseiten, welche beim Fortgang zum Polygon 


Randcurven desselben geben sollen, 



baben wir starker ausgezogen. 
Ordnet man alsdann etwa das 
links oberbalb in Pig. 80 sicb 
nacb clem unendlicb fernen Punkte 
der zu Grunde liegeuden com- 
plexen Ebene binziebende scbraf- 
fierte Tetraederdreieck dem Aus- 
gangsdreieck der Modul teilung 
zu, so biegt sicb die tetraedriscb 
geteilte Eugel (oder Ebene) F,, 
auf das in Pig. 81 gegebene Fun- 
damentalpolygon F^^ der 
riick. Yon der Zusammcngeborig- 
keit der Randcurven dieses Poly- 
gons ist sogleicb in der Figur Ver- 
merk genommen. Auf Grund 
dieser Angaben berecbnen sicb 


als ermigende Suhstitutionen der aiisge^ciclmeten JJntergrnppe fjo: 

-Li-S). 

von denen wir dann aucb an Ort und Stelle in der Figur SI Vermerk 
genommen baben. 


Etwas kiirzer werden wir die beiden zuruckbleibenclen Gru])pen 

und r(,Q bebandeln, da wir bier 
offenbar die Oktaeder- bez. Iko- 
saederteilung einer ganz ana- 
logen Deformation zu uiiter- 
werfen baben, wie soeben die 
Tetraederteilung. Fiir die r 24 ^ fin- 
det sicb so als moglicbst iiber- 
sicbtlicb gestaltetes Fundamon- 
talpolygon das in Fig. 82 
dargestellte. Aus der bereits in 
der Figur angedeuteten Zu- 
sammengeborigkeit der Rand- 
curven von fiuden sicb dabei folgende Suhstitutionen als Ersscugendc 
der TJntergrw^’jge r 24 : 




durch die Flliclien F, 
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Die beiden hiermit gefandeuen Polygone unci konnen 
wir aus seclis bez. acbt abwecbselnd sjmmetrischen und congruenten 



Fig. 82. 

Streifen aufbauen, dereii einzelner zwiscben zwei auf einander folgen- 
den Geraden der Modulteilung eingelagert erscbeint. Entsprecbend 
findet man, dass sicli das aus dem Ikosaeder entspringende Polygon 



jPyo der Dntergruppe Too aus zebu an einander gereihten, abwechselnd 
symmetrischen und congruenten Streifen aufbaut. Es wird demnacb 
gentigen, wenn wir dieses Polygon F^^ der Eaumersparnis wegen nur 

23 *^ 
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teilweise aufzeiclinen, was in Fig. S3 geschelien ist. Durcli Heran- 
ziejbnng cler oben in Fig. 30, p. 105, mitgeteilten Ikosaederteilung be- 
stimmt man miibelos, in welcher Folge die Randcurven von auf 
einander bezogen sind, nnd findet darans endlicli als System der Er- 
zeugenden fur die Untergnipj^e 



§ 5. tJber die den Fnnctionen § (yj y? j) entspreehenden 
■ Untergruppen T { „ } . 

Die Irrationalitaten der eben betracbteten regularen Korper bil- 
deten im dritten Kapitel "des ersten Abschnitts die vier ersien Glieder 
in der Reihe der s-Functionen y, y, J*), (w = 2, 3, 4, ). 

Sie erschopfen zugleicb. diejenigen unter diesen 5-Functionen, welche im 
Sinne unaerer frtiheren Erbrterungen der ersten Art angehorten (cf. p. 102). 
Anschliessend folgte in der Reibe als funftes Glied fiir n = G eine 
s- Function zweiter Art, walirend der ganze Rest fiir n > 6 der dritten 
Art angeborte. Greifen wir jetzt irgend eine 5- Function mit ^^ > 6 
aus der Reihe heraus nnd bezeichnen ilire Dreiecksteilung kurz als 
„Teilung (2, 3, ny^. Moge ausserdem nm der einfacheii Ausdrncks- 
weise willen das scbraffierte Ausgangsdreieck der Teilung (2, 3, oi) 
so fixiert werden, dass die beiden Schenkel desselben, welche den 
Winkel y einschliessen, geradlinig werden, wabrend der Scbeitelpunkt 
dieses Winkels im Nullpnnkt der complexen 5-Ebene liegt. Fiir > 6 
sei dann immer die dritte Seite des Ausgangsdreiecks so gewablt, 
dass der in diesen Fallen anftretende Orthogonalkreis der Teilung 
(2, 3, n) mit dem Einbeitskreise der complexen 5 -Ebene zusammenfallt. 
Endlicli sei unser Ausgangsdreieck nocb so gerichtet, dass der gomein- 
same Schenkel seiner Winkel y und y auf die negativ imaginarc 
Axe zu liegen kommt. Es sind dies lauter Bestimmungen , welche 
wir bereits oben, Fig. 33 (p. 109), im Falle n — 1 eingehalten haben. 

Nun ist es sebr interessant, dass die Anordnung der FreiecJce in der 
Teilung (2, 3, n) genau den Voriedingungcn des Vermeigungssatzes genUgt, 
%md dass wir in der That diesen SaU auf unsere Teilung (2, 3, n) gerade 
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SO gut amvenden IconneUy icie auf jede Fldclie mit einer endliclim 
Zcdd von Freieclien, TJin dies des nalieren zu belegen, soil das Aus- 
gangsclreieck der Teilung (2, 3^ n) dem Ausgangsdreieck der Modul- 
teilimg entsprecliend gesetzt werden. Wii- konnen dann ferner, zumal 
da wir hier sogar 'beiderseits mit einfacli zusammenliangenden Dreiecks- 
teilungen zu tkun kaben^ vermoge der Vorscbrift des § 2 sicher jedem 
Dreieek der eineu Teilung wenigstens eines der anderen zugewiesen 
linden mid denken dabei immer im Sinne der fruheren Erorter ungen 
auch die inneren Punkte soldier zwei Dreiecke einander zugeordnet. 
Die Punkte a und b der Teilung (2, 3, ^^) sind von vier bez. sechs 
Elementardreieeken uinlagert, genau wie es in der o-Halbebene der 
Fall ist. Pinden wir also einmal auf Grund unserer getrofifenen Vor- 
scbriften in w uud s zwei besondere einander entsprecbende Punkte 
der beiden Teilungen, wobei wir nur die Punkte c ftir s und also die 
rationalen reellen Punkte fiir co vorab ausschliessen, so zeigt sich 
nun sofort, dass die TJmgebungen dieser beiden Funlcte tvecliselweise ein- 
deutig auf einander besogen sind. Dabei wollen wir unter der Urn- 
gebung eines Punktes s fortan insbesondere das Innere eines Kreises 
um s versteben, der bis an den niicbsten Punkt c der Teilung gerade 
lieranreicbt, und denken dann die Umgebung des entsprechenden 
Punktes m in soldier Weise fixiert^ dass sie derjenigen von s eindeutig 
zugewiesen ist. 

Anders ist die Saclilage^ wenn der erste der beiden in Rede 
stehenden Punkte Sj o ein Eckpunkt c der Teilung ist, wobei dann o 

ein rationaler reeller Punkt wird. Da betracbten wir als Umgebung 

dieses Punktes s den Kranz von 2n Dreiecken, der ibn umgiebt, und 
finden diesen, wie scbon friiber (p. 347) ausfiibrlicb erortert wurde, 

1-oo-deutig auf den Bereicb bezogen. Pindet sicb in der That 

einmal eines jener n Doppeldreiecke am fraglicben Punkte c dem Modul- 
dreieek V mit der Spitze o = y zugewiesen, so fiibrt eine einmalige, 

etwa im positiven Sinne ausgefuhrte Umkreisung jenes Punktes c 
zum gerade gedaebten Doppeldreiecke der Teilung (2, 3, n) zuruck, 

wabrend der entsprecbende Weg im Bereicbe vom Doppel- 

dreieck Y nacb dem neuen VS^ binfuhrt. Dieses letztere aber ent- 
steht aus dem Doppeldreieck F einfacb dadurcb, dass man auf F 
die parabolisebe Modulsubstitution F/S^F""^ der Amplitude n anwendet. , 
Merken wir uns also den Satz; Ein cinmaligcr geschlossener Umgang um 
einen Punlct c der Teilung (2, 3, n) giebt, wie wir ihn auch in der 
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co-SaTbebene iibertragen fmden mogen, dort einen nicM gesclilossenen Weg 
mit eineni Anfangspmikt m tmd dent Endpimlct 
( 1 ) = 

wohei Sk eine geivisse pardbolisclie Siibstitiition der Amplitude + 1 
deren Fixpurikt jeneyn umlreiste^i Funicte c mgewiesen ist. 

Nun ergiebt die Erorteruug des § 2 den Satz, dass jeder ge- 
scMossene Weg, den man in der to-Halbebene zieben kann, in der 
Teilimg (2, 3, immer wieder einen geschlossenen Weg giebt Wir 
konnten liier sogar mit denselben Mitteln aucli umgekelirt zeigen: 
Einem gescblossenen Wege der Teilung (2, 3, der sicli^ obne uber 
einen Punkt c fortgezogen zii werden^ auf einen Punkt zusammen- 
zieben lasst, tann nur wieder ein ^^gescblossener^^ Weg der Halbebene co 
entsprecben. Weiter folgt daraus wie oben: Finem Modiildreieck ist 
mimer mir ein Dreieck der Teilimg (2, 3, n') gugeordnet. Einem Dreiecke 
der letgteren entspreclien dber auch hier unendlich viele Moduldreiecke. 

Des weiteren werden wir bier, um nicht ganz den obigen Gedanken- 
gang zu reproducieren, in folgender Art die Scblussweise fortsetzen: 
Alle linearen Substitutionen erster Art der comp]exen Variabelen s, 
durch welcbe die Teilung (2, 3, n) in sicb selbst iibergefilhrt wird, 
bilden eine Gruppe unendlich bober Ordnung, die wir neimon 

wollen und deren Substitutionen wir kurz durcb 1, • • • 

bezeicbnen. Nacb ibnen benennen wir in gewobnter Weise die Doppel- 
dreiecke der Teilung (2, 3, genau so, wie wir die Dreiecke der 
Modulteilung durcb die Modulsubstitutionen V benennen. Durch die 
Beziebung der beiden Teilungen auf einander wird so eine Zuordnung 
zwiscben G {n} und der Modulgruppe P bergestellt, bei der joder Modul- 
substitution V eine bestimmte Operation kF, umgekebrt jeder Ope- 
ration W unendlicb viele V zugewiesen werden. Diese Zuordnung der 
beiden Gruppen (?{„} und P erkennt man dann auf Grund der Be- 
ziebung zwiscben den beiden Teilungen aufs leiebteste als Isomorpbis- 
mus. JDemgemdss entspreclien der identischen Substitution 1 der Gruppe 
G{n} die Operationen 1, *•* ciner G/usgegeiclineten XIntergruppe 

der Modulgruppe vom Index oo, die wir durch P{,*} begeichnm wollen* 
tibertragen wir die Dreiecke von (2, 3, w) nun tbatsachlicb in die 
o-Halbebene, so werden sie dort ein Fundamentalpolygon fiir P{«} 
zusammensetzen, das wir entsprecbend F{n) nennen ***'). Moge dabei 

*) Diese Operation der Ausbreitung fiber der co- Halbebene lasst sicb ffir die 

TeiluDg (2, 3, 6) noch Jeicbt explicite dnrchffihren; man vergleiche dariiber die 
Abhandlnng des Herausgebers, Uber die ttusgescichnctevb Timber gruppen vom 

G-escJhlechte p == 1 ^ welclie in der Gruppe der linecLren co - Subeiitutivnen enthdlten 
Bind, Math. Ann. Bd. 30, p. 345 (1887). 
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das Doppeklreieck tiber das Doppeldreieck Vk gebreitet seiii, so 
tverden tvir nun in den Modidsiibstitutionen 1, ^ 2 ? * * ' 

prdsentantensystem fiir f •„> hesiUen, Tbatsacblich baben wir ja in der 
Teilung (2, 3, n) fur unsere Uiitergruppe rf;^} vom Index oc das, 
was fur eine Untergruppe von endlichem Index ^ die geschlossene 
Flacbe ist, und es reducieren sicb die Modulsubstitutionen erster 
Art auf die Substitutionen des eben genannten Systems 1, Fg, 
wenn wir die Operationen der f { » } als unter einander identisch an- 
sehen. Ubrigens gestattet die Gruppe G [n] , wie der blosse Anblick 
der Teilung (2, 3, ii) bestatigt, Erweiterung vermoge der Spiegelung 
an einem Kreise der Teilung (2, 3, n), Wir scliliessen sofort, dass 
die Uniergruppe f { j vom Index 00 nicJit nur in P, sondern aucli in der 
enveit&>'te^i Modidgriippe P ausgeseichnet ist^). 

Um jetzt fur unsere Untergruppe P{ 7 i} ein System von erzeugen- 
den Substitutionen zu berecbnen, beacbten wir, dass ein in der Halb- 
ebene co zwiscben zwei beziiglicb P j w } aquivalenten Punkten gezogener 
Weg in der Teilung (2, 3, n) ein gescblossener Weg wird, dass aber 
aucb umgekehrt jeder gescblossene Weg G der Teilung (2, 3, n)y wie 
wir ihn aucb iibertragen mogen, in der Halbebene zwei relativ aqui- 
valente Punkte cd und o' = Vk{p) verbindet. Lasst sicb nun C auf 
einen Punkt zusammenzieben, obne dabei uber einen Punkt c der 
Teilung binweggezogen zu werden, so entspricbt ibm, wie wir bereits 
oben bemerkten, die identisebe Substitution Vk= 1. Scbliesst G da- 
gegen einen Punkt c ein, den er etwa im positiven Sinne umgebt, so 
ist Vk — 8l' eine paraboliscbe Substitution der Amplitude scbliesst G 
zwei Punkte c im positiven Sinne ein, so ist Vk — S7 St etc. etc. Man 
folgert sofort: Ein beliebiger gescblossener Weg, der die Teilung 
(2, 3, n) durcbziebt, verbindet, in die Halbebene co iibertragen, zwei 
Punkte 0 und co': 

(2) 0' = 

wo unter den v beliebige ganze positive oder negative Zablen verstanden 
werden. Demnach stelU eine gewisse JReilie pardbolischer Substitutionen 
der AmpliUide n ein System von Erzeugenden fur P{„} dar. Nun sind 
andrerseits alle paraboliscben Substitutionen der gleicben Amplitude, 

Lasst man an Stelle der Modulteilung die zur P^ gehCrende Dreiecks- 
teilung (cf. Pig. 66, p. 273) treten, so kann man iibex'baupt alle Punctionen 

^ (Jl. Jl a . genau so verwerten, wie im Texte s » 4- » • Poch 

\Vi V 2 "^3 ' » \ 2 3 / 

verfolgen wir diesen Gegenstand nicbt weiter, da wir dergestalt zu ausgezeicbneten 
Untergruppen nur von fg, nicht aber von P gefiLbrt werden. 
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wie wir wisseu, aiit einander gleielibereclitigt. Nelimen wir hiuza, 
dass r(,jj in r ausgezeiclmet ist, so kommt der Satz, dass alle para- 
bolisehen iSubstitutionen der Amplitude n in r<„} entbalteu sind. 
Letitere Gru^ijje r(„} -icerclen wir also siclier chwch elk Qesmntheit dieser 
Siilstitutionen S[^ ergeiigen. Explicite habea die in Rede stelienden 
Operationen zufolge leieliter Reelmung die Gestalt: 


( 3 ) 




(1 — ctyn)G> -} - cc'’^7i^ 
— y^noj-j- 1 + ^7^ ’ 


■vrobei (s, y alle Paaru zu einander rclativ primer Zableu durcblauten 
solien. 


§ 6. Bedeutung der V [„} fiir die Iiosiing des gruppentheoretischen 
Grnndproblems. Classeneinteilung der tTiitergrnppen. 

Die Heraiiziehung der Untergruppen fin) ist fur eine sjate- 
matisclie Losung des gruppeutlieoretisclieii Grnndproblems von grossem^ 
Xutzen, was wir uunmelir auseinanderzusetzen haben. Moge irgend 
eine Untergruppe des endlichen Index ft vorliegen, so denken wir 
ein Fundamentalpolygon filr dieselbe in der to-Halbobene abgegrenzt, 
dieses daiin aber sogleich zur gesclilossenen Flaclie zusammen- 
gelegt. Die Dreiecksteilung dieser Flacbe wird eine bestimintc; 
endlielie Anzabl Ton Punkten c aufweisen^ und letztere seien bez. yon 
2«2; 2%, ' • • Elementardreiecken kranzformig ximlagert. Ist jetzt 

gj, eiuL beliebig anfgegrijdener rationaler reeller Punkt der cj-Halb- 

ebene, so moge derselbe beztiglich m.it dem Punkle Ci von Fu ixejui- 
valent sein, welcber letztere Punkt auf der gesclilossenen Fliicbe yon 
Elementardreieeken umlagert sei. Leicbt finden wir daiin aul 
Gruiid einer tlberlegung, wie wir sie aucli sebon im vorigen I^ara- 
graphen durchzufuhren batten, dass die parabolisebe Substitution der 

Amplitude ni, die den Punkt — zum Pixpunfct besitzt, der XJnter- 

gruppe angebort. Wir mogen jetzt dio gleiche tJberiegung auf 
die iibrigen rationalen reellen Punkt© o? anwenden. Indetu wir so- 
dann das kleinste gemeinscbaftlicbe Yielfaclie der oben eingefiibrten 
Zablen n^j • - • durcb n bezeichnen, baben wxr offenbar das 

Eesultat: In der sind alle pardbolisclien Suhstitutionen der Amplitude n 
enthalten. Dieses aber beisst, dass f { „ j in V ^ 4 , als TJntergrihppe mtthalten 
ist Da zugleich samtliclie paraboliseben Substitutionen, welcbe der 
Einzelpunkt Ciy wie wir kurz sagen wollen, fur liefert, durcb teil- 
bare Amplituden haben, so ist ubferdies aufs leicliteste zu sebon, dass 
nicht schon eine friihere Gruppe r{n— 2 ), - <11^ Untcr- 
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griijjpe entlialteu seiu Icami, Um fur die hiermit entwickelte Saehlage 
einen kurzen Ausdrack zu besitzen, wollen wir fortan r« als tine 
Untergriq^pe Classe bezeiclinen. 

Die Gruppe G[u\ der Oi^eratiouen 1, ••• des vorigen 

Paragrapbea stelit zur Modulgruppe bekannter Weise im Verlialtnis 
des Isomorplusiniia yon imendlicb liober Meroedrie. Dabei eiitsj}reehen 
uun ersicbtlicL die zur Classe geliorigen Untergruppen der Modul- 
gruppe wechselweise eindeutig den einzelnen Untergruppen der Gruppe 
G[n}^ Statt also die Untergruppen Classe der Modulgrup2)e direct 
aufzusueben, kounen wir unser Problem aucb daliin formulieren, dass 
wir G{n] in die Gesamtheit ibrer Untergruppen zerlegen sollen. Wir 
liahen solcliergestalt unser gru]p])enfJieoretisches Grunclprdblem den ver- 
schiedenen Werten von n entsiyrechend in cine unendliclie JReihe analoger 
JPrdUleme von einfacltereni Gliardlder m'legt Bei jedem einzelnen dieser 
Probleme ist die Dreiecksteilung (2, 3, n) das, was fiir das Gesamt- 
problem die Modulteilung selbst ist, wie wir denn aucb alle Begriffs- 
bestimmungen und Massnabmen, die wir fiir die Untergruppen der 
Modulgruppe eingefiibrt baben, auf die Untergruj^pen von G { 71 } iiber- 
tragen werden. 

Vornebmlicb gewinnen die gerade durcbgefiibrien tJberlegungen 
fiir die Fandamenialpohjgone der Untergruppen Classe Bedeutuiig; 
geben wir also auf diese ein wenig niiber ein. In moge eine zur 

Classe geborige Untergruppe des endlicben Index ft vorliegen, 
deren in der o-Halbebene gelegenes Pundamentalpolygon sei. 
Dieses Polygon werde jetzt auf Grund der zwiscben der co-Halbebene 
und der Teilung (2, 3, n') festgesetzten Beziebung in die letztere 
iibertragen. Keine zwei Doppeldreiecke von Ff^ konnen bierbei iiber 
das namlicbe Doppeldreieck der Teilung (2, 3, w) gelagert erscbeinen; 
selbige waren namlicb beziiglicb der f {n} und demnacb aucb beziiglicb 
der tiquivalent und als solcbe nicbt heide dem Polygon Ffi angebbrig. 
Wir gewinnen also ein aus ft Doppeldreiecken bestebendes Polygon 
der Teilung (2, 3, w), dessen Randcurven durcb diejenigen Operationen 
der G{n} auf einander bezogen sind, welcbe durcb den Isomorpbis- 
mus gewissen unter den Erzeugenden von zugeordnet sind. J?/ ist 
sonach das Fundamentalpolygon derjenigen Untergruppe der G{n}p welclie 
der fu zugeordnet ist, Ganz wie in der to-Halbebene werden wir dem- 
gemass durcb wiederbolte, auf Grund der Zuordnung der Kanten aus- 
gefubrte Reproduction von eine einfacbe und vollst'andige Bedeckung 
der Teilung (2, 3, n) mit Polygonen F^ gewinnen. In der That wird 
man bereits bemerkt baben, dass das Polygon den Bedingungen 
eines fur die Teilung (2, 3, n) geltenden Verzweigungssatzes Geniige 
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leistet. Letzterer wird offenbar bier gerade so zu formulieren sein, 
wie es oben fiir die Modulteilung selbst gescbab, nur dass auch fur 
die Punkte c nocb eine Bedingung binzukommt; in der That wird ja 
die Anzalil der Do;ppeldreiecke ^ die auf der geschlossenen FUiche einen 
einzelnen PunJd c umgeb&n, noUvendig ein Teller von n sdn mussen, Unter 
diesem Gesichtspunkte batten wir aber gerade die Classeueinteilung 
der Untergruppen oben eingefiibrt. 

Der Wert dieser tJberlegungen ist in der Verscbiedenbeit der 
Gestalt unserer beiden Polygone 2^ nnd 2^' begriindet. Scbon wieder- 
bolt baben wir bemerkt, dass fur die Mebrzabl der Anwendungen, 
welcbe wir kiinftigbin von den Pundamentalpolygonen zu macben 
baben^ einzig die Lagenverbaltnisse der Doppeldreiecke in Betracbt 
kommen. Hier leistet also 2^/ jedenfalls dieselben Dienste wie 2^^. 
Das Wicbtige ist aber, dass das in der Teilung (2, 3, n) ausgftbreitete 
Polygon 2^/ stets sebr viel ubersicbtlicher gestaltet ist als In 

der That werden wir tins desselhen an Stelle des nrspriinglichen in der 
o-HaTbebene gelegefnen Polygons bei der Mehrmhl der hlinftigen Unter- 
siichimgen mit Vorteil bedienen, Freilicb sollte man zuvorderst nieinen, 
dass das Operieren mit der geschlossenen Placbe F^ uberall das vorteil- 
bafteste sei, weil man da gar nicbt mebr mit offenen Randcurven zu 
tbun bat. Dem aber stebt entgegen, dass die directe Anscbauung einer 
in zablreiebe Dreiecke geteilten geschlossenen Flacbe boberen Ge- 
scblecbtes p sicb nur scbwierig bewerkstelligen lasst. Wie leicbt 
sieb dagegen mit den in der Teilung (2, 3, n) gelegenen Polygonen 
arbeiten lasst, wollen wir in den folgenden Paragrapben an oin paar 
ausfiibrlicb zu betracbtenden Beispielen durcbfiibren. Wir werden zu 
diesem Ende zweckmassig ausgezeicbnete Untergruppen beranzieben, 
weleben wir ja iiberbaupt bei der Aufzablung der Untergruppen in 
erster Linie unsere Aufmerksamkeit zuwenden wollten. Scbalten wir 
daber bier vorerst nocb einige allgemeine Bemerkungen iibor aus- 
gezeicbnete Untergruppen Classe ein. 

Man weiss aus § 8 des vorigen Eapitels, dass jede nicht-aus- 
gezeicbnete Untergruppe der Modulgruppe vom endlicben Index ^ in 
sicb eine Untergruppe von gleicbfalls eiidlicbem Index g,' entbiilt, 
die in der Gesamtgruppe f ausgezeicbnet ist. Ist dabei von Classe, 
so gilt dasselbe anch fur Da namlicb r{^} ausgezeicbnet ist, so 
wird diese Gruppe in alien mit gleicbberecbtigten Untergruppen 
zugleicb enthalten sein und demnacb aucb der Gruppe angeboren. 
Pass ubrigens jede ausgemchnete Untergruppe n^^ Classe das Vcrmeigungs- 
schema {2, 3, n] besiUt, diirfte obne weiteres einleuchten. 

Eine planmassige Erledigung unserer dem ganzen gegenwartigen 
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Absclinitt zu Grunde liegenden Problemsstellung wurde die sein^ dass wir 
die den verscliiedenen Werten von n zugeliorigen Classen der Reilie nach 
der Einzeluntersuchung unterwerfen. Dabei wiirden wir dem Gesagten 
zufolge bei der einzelnen Classe vorerst die in Betracbt kommenden 
ausgezeicbneten Untergruppen nambaft zu maehen liaben und dann 
wiederuni von der einzelnen solcben ausgezeicbneten Untergruppe nacb 
§ S des vorigen Eapitels zu den nicbt- ausgezeicbneten vorgeben. Die 
Fundamentalpolygone der ausgezeicbneten Untergruppen Classe 
besitzen, wie wir gerade sagten, durcbgangig das Verzweigungsschenia 
{2, 3, n}. Lagern wir sie in die Teilungen (2, 3, ein, so werdeu 
gegeniiber der urspriinglicben in der co-Halbebene gelegenen Gestalt 
nur nocb solcbe offene Randcurven ubrig bleiben, welcbe in jener 
urspriinglicben Gestalt durcb hyperholisclie Modulsubstitutionen mit 
einander correspondierten. Hierin ist aber, wie wir bald seben werden, 
ein ausserordentlicber Vorteil begriindet. 

Wollen wir bier sogleicb betreffs der niedersten Werte von n 
einige besondere Angaben niacben. Fiir die ersten Palle n — 2j 3, 4, 5 
kommt G[n} auf die Gruppen Gig, Gtqo I'egularen Korper 

zuriick, deren Zerlegung in die bezuglicben Untergruppen bereits in 
den Vorlesungen iiber das Ikosaeder geleistet ist. Fiir sicb allein 
stebt die Classe ot = 6, bei der wir mit der Teilung (2, 3, 6) einer 
5 - Function zweiter Art zu tbun baben. Die Verhaltnisse sind fiir 
diesen Pall nocb leicbt zu iiberblicken, und man kann z. B., wie wir 
bier nebenber anfubren, obne besondere Miibe die Gesamtbeit der 
bierber geborigen ausgezeicbneten Untergruppen cbarakterisieren 
Dass diese Untergruppen keine anderen sind, als diejenigen, welcbe 
wir sonst die ausgezeicbneten Untergruppen des Gescblecbtes p = 1 
nannten, ist vom Scbluss des vorigen Eapitels (p. 342) her bekannt. 
Die iibrigen Fillle = 7, 8, * - • bekommen insofern wieder einen 
ubereinstimmenden Oharakter, als ibnen alien Teilungen (2, 3, von 
5 -Functionen dritter Art zu Grunde liegen. Wir werden in den Scbluss- 
paragrapben des gegenwartigen Eapitels in dieser Hinsicbt ein zu 
n = 1 geborendes Beispiel ausfiihrlicb beranzieben. 

Wenn wir vorstebend unsere Betrachtung immer auf Unter- 
gruppen von endlicbem Index bezogen, so wiirde dies tibrigens gar 
nicbt bindern, vorkommenden Palls aucb von Untergruppen Classen 

Diesel ben sind v^on Hrn, Dyck teils in der Arbeit ^jtiber AufsteUung und 
JJniersuclvbmg von Gruppe und Irrationalitdt reguld/rer Miemann'seher Fldclien“, 
Math. Ann. Bd. 17 p. 473 (1880), teils in den j,Gruppentheoretischen Studien*% 
Math. Ann. Bd. 20 p. 1 (1881) angegeben worden, und wurden spaterhin vom 
Herausgeber ausfuhrlich untersncht; vergleiche die schon p. 358 genannte Arbeit. 
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vom Index oc zu handeln ; ersichtlieli werden uns ja die in G {n} 
lialtenen Untergruppen vom Index oo solche liefern. Desgleiclien 
konnte man auch den Grenzfall n = oo lieranziehen, wo wir dann 
also zuvorderst die Aufgabe batten^ die ausgezeiclineten UntergruiDpen 
der Classe oc nambaft zu macben. Sie alle baben ein Verzweigungs- 
scbema {2^ 3, csoj^ und es coincidiert 6r(co] mit der Gesamtmodul- 
gruppe r, wahrend nur die eiiie Operation o' = a> umfasst. 

Docb darf man, wie wir bier zum Scblusse und ganz beilaufig an- 
tubren, beineswegs glauben, dass diese nur aus der Identitat bestebeiide 
fioDj die einzige ausgezeicbnete Untergruppe der Classe oo ist***). 

§ 7. Bespreebung einer besonderen aiisgezeicbneten Untergrappe 
secbster Classe vom Index 72. 

Die in der o-Halbebene gelegenen Fundamentalpolygone der in 
§ 4 (p. 353) besprocbenen ausgezeiclineten Untergruppen fiir die 

Werte oi = 2, 3, 4, 5 konnten durebgebends aus 2n abwecbselnd sym- 
metriscben und cougruenten Streifen zusammengesetzt werden. Durcb 
diese Gestalten der Polygone wurde die Vertauscbbarkeit der bezfig- 
licben Untergruppen mit den Operationen S und A zur Anscbauung 
gebracbt. Wollen wir jetzt bei grosseren Werten von n Untergruppen 
Classe, die in der erweiterten Modulgruppe f ausgezeichnet sein 
sollen, durcb ibre in der o-Halbebene gelegenen Fundamentalpolygone 
definieren, so werden wir dieselben zweckmassiger Weise entsprechend 
wablen, d. b. ebenfalls aus 2n abwecbselnd symmetriscben und con- 
gruenten Verticalstreifen aufbauen, Bei der zwiscben der oj-Halbebene 
und der 5-Teilung bestebenden Beziebung kommt dies darauf binaus, 
dass wir die zugeborigen Polygone rings um den Mittelpunkt ^ = 0 
der Teilung (2, 3, n) derart anordnen, dass sie aus 2n abwecbselnd 
symmetriscben und congruenten Ausschnitten besteben. Wie dies 
gemeint ist, erlautern wir sogleicb an dem fiir = 6 in Anssicbt 
genommenen Beispiele, 

Die Teilung (2, 3, 6), welcbe durcb die dritte Zeicbnung in 
Fig. 32 (p. 107) versinnlicbt wurde, bat den besonders elementaren 
Charakter, dass sie aus geradlinigen Dreiecken bestebt. Von ibnen 


**■) Ausgezeicbnete Untergruppen der Classe oo sind votn Horausgeber 
wiederholt betracbtet worden; man v.ergleicbe die Arbeit „Uber die SuhstUutiom- 
grupjpen^ welche m den aus dem Legeoidre^sclien Jnfegralmodul 7c^(a>) gejsogcnen 
Wtirzeln gehdren^^ (namentlich § 6), Math. Ann, Bd. 28 p. 09 (1880), fornor ^^Uhcr 
ausge;:eiclmete Untergrujppcn in der Gh'u^)pe der ellipiiscJien Modulfunctionen‘^ (vergl. 
yornohmlicb die Note zu p. 232 dortselbst) Math. Ann. Bd. 31 (1887). 
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liaben wir 2*72 abwecliselnd scbraffierte und freie Dreiecke in Fig. 84 
zu einem regelmassigen Secbseck zusammengelegt^ das um den Punkt 
s — Q sjmmetriscli angeordnet ist. Jedesmal zwei gegenuberliegende 
Seiten dieses Secbsecks wollen wir jetzt einander znordneii; eine 
Bestimmung, von der aucb neben Fig. 84 Yermerk genommen ist. 
Wenn wir also z. B. die mit 1 bezeicbnete Seite des Secbsecks parallel 
mit sich selbst bis zu Seite 4 liintiber verscliieben, so definieren wir 





Fig. 84. 


dadurcli iin Siniie von Kapitel 1 dieses Abscbnitts eine erzeiigende 
Substitution der zu unserem Polygone gehorigen Untergruppe von 
G{g). Die gemeinte Untergruppe wird also aus gewissen drei Ope- 
rationen erzeugt warden konnen, und es ist bier sogar besonders leicbt 
zu seben, wie durcb wiederbolte Anwendung dieser drei erzeugenden 
Operationen auf unser Secbseck nacb und nacb die ganze s-Ebene 
liickenlos und einfacb von solcben Secbsecken bedeckt wird. In der 
That handelt es sieb ja nur um Zusammensetzung von paarweise ver- 
tauscbbaren Operationen. 

Wir wollen uns jetzt denken, dass unser Secbseck auf Grund der 
Zuordnung der Randcurven zu einer gescblossenen Flache ■^72 ZU- 
sammengebogen wird*^). Diese F ^2 dann von einer Einteilung 

*) Es ist keineswegs leicbt (und im Texte aucb nicbt erforderlicb), sicb eine 
solcbe gescblossene ■Fra lebbaft vorzustellen. Eben bierin liegt der scbon oben 
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in 2 ’ 72 abwecliselnd schraffierte mid freie Dreiecke bedeckt sein. 
Dabei Tverden sieli die Dreiecke za je vieren um 36 Punkte a 
scliaaren, Trie das zum Teil scbon in der ebenen Figur 84 direct 
sicbtbar ist. Nur gewisse seeks Pimkte a der gescklossenen Placke 
sind au£ denjenigen Liuien derselben gelegen, welcke bei Wiederaus- 
breitimg der Placke in der s-Ebene die Seiteii des Secksecks ergeben. 
Da sind danii immer zTrei von den vier einen solcken Punkt a um- 
gebenden Dreiecken von den zwei anderen getrennt, und alle vier im 
einzelnen Falle zusammcngekorige Dreiecke kommen so an die Be- 
randung des Polygons zu liegen. Des ferneren umlagern die 2 • 72 
Dreiecke zu je seeks 24 Punkte & der gescklossenen Flacke^ was 
iibrigeiis in Fig. 84 okne Einsekrankung sicktbar ist. Endlick finden 
sick auf der Flacke 12 Punkte c, von je 12 Elementardreieckon der 
Teilung umgeben. Sieben von diesen zwolf Punkten sieht man im 
Innern des Secksecks der Fig. 84 vollzaklig von ikren 12 Dreiecken um- 
geben; drei weitere Punkte € eiitspringen aus den drei Paaren einander 
gegeniiberliegender Seitenmittelpunkte desselben; endlick liefern die 
seeks Ecken des Secksecks die beiden nock feklenden Punkte c, und 
zwar geben die in Fig. 84 mit bezeickneten Ecken den einen 

unter iknen, die drei Ecken Cg? ^ anderen. 

Nunmekr gilt es, in mbglickst einfacker Weise zu erkennen, dass 
wir es bei unserer einer regular - symmetriseken Placke zu 

tkun kaben. Wir bemerken zunachst; dass im Polygon der Fig. 84 
thatsachlick ein solckes vorliegt, das um seinen Mittelpunkt s = 0 
kerum aus zwblf abweckselnd symmetriseken und congruenten Aus- 
seknitten zusammengesetzt ist. Drehen wir dasselbe also ura ,s = 0 

durck den Winkel y, so gekt es in sick liber und es sind zugleich 

nack Ausfiikrung der Drekung die Kanten in derselben Weiso zu- 
geordnet wie vordem. Desgleicken wird unser Polygon direct in sick 
selbst iibergefukrt, wenn wir die s-Ebene an ikrer imaginaren Axe 
spiegeln. Denken wir uns also das Polygon in die co-Halbebene 
iibertragen, so definiert dasselbe auf Grund des Verzweigungssatzes 
eine Untergruppe seckster Classe vom Index 72, welcke mit den 
Substitution en S und A vertausekbar ist; denn diese Substitutionen 
sind ja gerade den Operationen zugeordnet, durck welcke wir soeben 
das Seckseck in sick transformierten. Auf der anderen Seite wolle 


bemerkte Vorzug, den die Betracktnog des in die Teilung (2, Z, n) eingelagorten 
Polygons vor der Betrachtung gesclilossener Pliichen kat. Der gleicke Umstand 
kommt bei den auf w = 7 bezuglicken Bntwickl ungen des folgenden Paragraphen 
nocb entsebiedener zur Geltuiig, 
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man nun mit dem Sechsect -Ko ©ine erlaubte Abanderung in folgender 
Weise vornelimen (vgl. Fig. 84, in der diese Abanderung angedeutet ist): 
Man trenne erstlicli das Dreieek mit den Ecken ab und bange 

dasselbe langs der Seite 6 als Dreieek wieder an 5 in gleicber Weise 
trage man das Dreieek in die neue Lage hinuber. Da ist nun 
aus dem Seehseck ein Eechteck mit den Eeken Cg, Cg, Cq geworden, 
dessen Mittelpunkt der zum Ausgangsdreieck geborende Punkt a ist. 
Ziebt man aucb nocb die fur dieses Eecbteck geltende Zuordnung der 
Eandcurven in Betraebt, so ist sofort zu seben: Drebung des Eecbtecks 
um seinen Mittelpunkt durcb den Winkel tc fiibrt dasselbe mitsamt der 
ursprilnglicben Zuordnung seiner Seiten in sicb selbst uber. Aber dieser 
Drebung, als einer Operation der ist die Modulsubstitutioii T 

zugeordnet; aucb diese ist sonacb mit der vertausebbar. Damit 
aber baben wir, was wir wollen: TJnsere Gruppe seclister Classe F.g ist 
aiisge.^eicJmet in der enveiterten Modulgrnppe f; das siigeliorigc Fimda- 
nmitalpolygon ist smach ein regiddr-symmetrisches. 

Wir wollen jetzt nocb die erzeugenden Substitutionen der 
bereebnen. Zu diesem Zweeke miissen wir das Polygon tbatsacb- 
licb irgendwie in der co-Halbebene ausbreiten. Wir iibertragen zu 
dem Bnde zuvorderst einen der zwolf Aussebnitte der Fig. 84, etwa 
denjenigen, welcber sicb reebts an die negativ imaginare s-Axe anlegt. 
In der co-Halbebene wird daraus ein Complex von zwolf Elementar- 
dreiecken entspringen, der sicb reebts an die 
imaginare co-Axe anlagert. Man liberzeugt 
sicb leiebt, dass er die in Fig. 85 darge- 
stellte Form aufweist. Aus zwolf solcben 
Streifen, die einander abwechselnd symme- 
triseb und congruent sind, bauen wir das gauze 
Polygon o-Halbebene auf; seebs 

unter ibnen denken wir dabei zur rechten, die 
anderen seebs zur linken Seite der imagi- 
naren o-Axe an einander gereibt, so dass 
also das ganze Polygon zwiseben den beiden 
durcb £0 = 4-3 bez. £u= — 3 bindurchzieben- 
den Geraden der Modulteilung eingelagert 
ersebeint. 

Die unteren, balbkreisformigen Band- 
curven des so erbaltenen Fundamentalpoly- 
gons der fyg konnen wir am einfaebsten jedesmal durcb Angabe der 
beiden rationalen reellen co -Werte ebarakterisieren, die den Fuss- 
punkten zugelioren, in denen der einzelne solche Ereisbogen die reelle 
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CO -Axe trifft. So werden wir z. B. sagen, dass der eine in Fig. 85 
dargestellte Parallelstreif nnseres Polygons die beiden Randcurven 
(0, Vs) und (y., Va) babe. Aus Fig- 84 mlissen wir jetzt ablesen, wie 
die Znsammenordming der Randcurven nnseres neuen, in der oo-Halb- 
ebene gelegenen Polygons jplg zu treffen sind. 

Wir nebmen eine gewisse Gattung von Randcurven vorweg. Zuerst 
sind die beiden, nacb reebts und links abscbliessenden verticalen 
Geraden einander zuznweisen, von denen die eine durcb die Substitution 
(1) ^i(®) = S^(<x}) = 00 + 6 

in die andere ilbergebt. Dann ferner gebort die Randcurve ( — 3, — y..) 
mit (%, 3) zusammen, deren erste in die zweite durcb 


( 2 ) 


V.2{w) = 


170) 4- 48 
6® + 17 


iibergefubrt wird. Des weiteren geboren jedesmal die beiden Rand- 
eurven zu einander, welcbe bez. in den ftlnf Punkten cn = 0, +1; + 2 
sicb beriibren. Die funf Substitutionen, deren einzelne immer die eine 
Randcurve eiues solcben Paares in die andere Randcurve desselhen 
uberfiibrt, sind beziebungsweise: 


(3J 


Vs((0) = 


CO 

~ G® + 1 ^ 


Vi((a) == 


7co + 6 
— 6oj — 5 ’ 


= 


5® — G 
<) ® — 7 ^ 


Ve(m) = 


13a> + 24 
— 6(0 — 11 ’ 


= 


11 ® — 24 

6® — is 


Den biermit erledigten Randcurven unseres Polygons entsprocben 
nur ^erst solcbe Linien in der urspriinglicben Form von ■^72 > welcbe 
in Fig. 84 im Innern des Secbsecks verlaufen und also erst bei Fort- 
gang zur fij-Halbebene den Cbarakter als Randcurven bekommen. Es 
feblt nocb die Betracbtung der Randcurven, die den Secbseckseiten 
der urspi-unglicben Gestalt von entsprechen. Die Zusammengehorig- 
keit derselben entnimmt man naturlicb sofort aus den beziiglicben 
Bestimmungen der Fig. 84. Wir stellen bier sogleich tabellariscb je 
zwei einander zugeordnete Randcurven neben einander und scbreiben 
jedesmal diejenige Modulsubstitution daneben, durcb welcbc die erste 
Randcurve in ricbtiger Weise in die zweite ubergefiibrt wird. Man 
findet so die Tabelle: 

(- %, - %), (%, %); ««(«>) = 

(-%, -%), (%, %); = 

(- %, - %), (.%, %); «xo(«) = 


( 4 ) 



dutch die F13.cben F,,. 


3C9 


(5) 


(%, %), (-%, 


— Vs); ^uC®) = 

— %); «'i2(“) = 


— 290 + 12 

12 fo — 5 ’ 

— 170 + 24 

"120 — 17 ^ 


(V„ 




-Va); 


^13 ( cl >) == 


— 5 o + 12 
~12 o — 29 


In den solchergestalt geivonnenen dnizehn Opemtionen • * *? 

hesiUen uir nun em Syste7n von 'Erzeiigenden unserer aiisgemiclineim 
TJ^itefh'g^'uppe Wir schliessen damit vorlaufig die an Fig. 84 an- 
kniipfende Betraditung^ indem wir uns vorbelialten, auf die gewonnene 
r ^2 insbesondere auf die Gestalt der erzeugenden Operationen v^ 
im nacbsten Kapitel nochmals zuriickzukommen. Wir baben die Be- 
tracbtung um so lieber etwas ausfiibrlicber gestalt et, weil die samt- 
lichen von uns besprocbenen einzelnen Uberlegungen allgemeine Be- 
deutung baben und sofort in einem complicierteren Falle zu erneuter 
Anwendung kommen sollen. 


§ 8. Definition einer speeiellen ausgezeiclmeten Untergruppe siebenter 
Classe vom index 168*). 

Der Rest des gegenwartigen Kapifeels ist der Aufstellung und 
Untersucbung einer besonderen Untergruppe siebenter Classe gewidmet, 
welch e zu den interessantesten Untergruppen gebort, denen wir uber- 
baupt im Laufe unserer Untersucbungen begegnen. In Formel (6) 
p. 342 baben wir eine diopbantiscbe Relation kennen gelernt, welche 
das Gescbleebt p und den Index ft einer ausgezeicbneten Untergruppe 
Classe verband. Fur n = 1 lautet diese Relation; 

f^-84(jp — 1). 

Da p>l sein muss, so ist die niederste fiir uns in Betracbt kommende 
Losung dieser Relation p = 2, ft == 84; sodann folgt p> — 3^ ft —168. 
Wollten wir inzwiscben versuchen, nacb Massgabe der ersten dieser 
beiden Losungen um den Mittelpunkt der Fig. 33 (p. 109) ein Polygon 
aus 14 abwecbselnd symmetriseben und congruenten Ausschnitten auf- 
zubauen (dessen einzelner aus zwolf Blementardreiecken bestehen miisste), 
so wiirden wir doch, wie wir bier nicbt ausfiibren, mit der Zuordnung 
der Randcurven nicbt zurecht kommen; wir verfolgen also gleicb den 
zweiten Fall p — B, ft = 168. Da muss der einzelne unserer 14 Aus- 
scbnitte 24 Elementardreiecke umfassen, und nun zeigt sich die 

*) Betreffs der bier fiber die (T,og gegebenen Resultate vergleiche man 
Klein’s Arbeit „t)her die Transformation siebenter Ordmmg der elUptisehen Wunc^ 
tionmf\ Math. Ann. Bd. 14 (1878). Die bier in den §§ 8 bis 12 auf rein geo- 
metriscber Basis gegebenen Entwicklungen fiber die sowie gleicber Weise 

die soeben mitgeteilte Untersucbung der rfibren vom Herausgeber her. 

TClcin-PricliO, Modulfunctionen. 24 
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intGrcssante Thatsache^ dciss sicli wmiBy 24 ]jjlem6}%t€iTdT6i6clce doT Teilwig 
(2, 3, 7) in geivisser Folge m ehiem grosseren Kreislogendreieclze mit 

den WinMn y, y, y msammenlegen, welches letztere nunmehr den 

einzelnen Aussclinitt fiir unser sogleieh noch naher zu definierendes 
Polygon jPics ahgeben soil. Man vergleiche hierzu Fig. 86, in welcher 
in der That 14 Ausschnitte beschriebener Art abwechselnd sym- 
metrisch und congruent an einander gelagert sind. 



Mg. 86. 


Es handelt sich nunmehr weiter darum, in welcher Folge wir die 
14 Randcurven des so gewonnenen Dreieckscomplexes zusammenordnen 
wollen. Da sind nun von vornherein viele Falle denkbar; aber wir fiihren 
bier ohne Beweis an, dass nur eine eimige Art, die Randcurven zu- 
zuordnen, in gewiinscbter Weise auf eine ausgezeichnete fiihrt. 
Diese Zuordnung vereinigt jede in Fig. 86 mit einer ungeraden Nummer 
bezeichnete Begrenzungslinie mit derjenigen geradzahligen Linie, deren 
Nummer modulo 14 um 5 grosser ist; es ist dies in den der Pig. 86 
beigegebenen Tabellen noch naher ausgefiihrt. Wir werden uns so- 
gleich mit dem Nachweise beschaftigen, dass solcher weise wirklich eine 
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regular-symmefcrisehe entsteiit. Vorab beacbte man, wie sicb auf 
Grund nnserer Festsetzungen die am Rande des Polygons gelegenen 
Ecken der Dreiecke anf der entsprecbenden geschlossenen Flacbe F^qq 
zu Punkten a, c zusammenordnen. In dieser Hinsicht yerdient ins- 
besondere bemerkt zu werden, dass sicb unter den 14 Ecken des Poly- 
gons die 1^®, 3^®, 5^®, • • 13*® auf der Plaehe zu einem Punkte c 

yereinen, desgleicben die 2*®, 4*®, • • 14*® zu einem zweiten. Insgesamt 

gieht es auf der geschlossenen Fldclie F^gg 84 Punhte a, 56 PiinMe 
24 PiinMe c, Anzablen, denen wir nocL. haufig begegnen werden. 

Wir wenden uns jetzt zu dem Nacbweise, dass unsere regular- 
symmetrisch ist. Das Verfahren ist dabei dasselbe, wie yorhin bei 
der ■^72* Wir sagen zunacbst: Das in Fig. 86 dargestellte Polygon 
gebt mitsamt der Zuordnung seiner Randcurven in sicb selbst iiber, 

ITT Sflt 

wenn wir es um seinen Mittelpunkt durcb den Winkel -y- dreben. 

Durcbaus das Gleicbe gilt, wenn wir Fig. 86 an der yerticalen, durcb 
ibren Mittelpunkt bindurcbziebenden Geraden spiegeln. Aber jene 
Drebung und diese Spiegelung sind Operationen, welcbe die Teilung 
(2, 3, 7) in sicb liberfiibren, und sie entsprecben als solcbe den Modul- 
substitutionen S und A. Wir scbliessen sofort: Die dwrch tmser 
Polygon JF\gg defnierte Untergnipjpe siebenter Glasse r^gg ist mit S 
und A verfauscJibar. Um zu zeigen, dass sie aucb mit T yertauscbbar 
ist, nebmen wir mit Fig. 86 eine erlaubte Abanderung yor, welcbe 
unser Polygon in die durcb Fig. 87 yeranschaulichte Form uberfiihrt. 
Durcb Vergleicb der beiderlei Gestalten wird man sicb leicbt liber- 
zeugen, welcbe Abanderungen den tJbergang von Pig. 86 zu 87 be- 
werkstelligen. Wir baben zuvorderst am Ausscbnitt 6 der Fig. 86 
einen aucb in die Ausscbnitte 5 und 7 iibergreifenden Complex von 
21 Dreiecken abgestreift und selbigen, wie es dementsprecbend gescbeben 
muss, an der Randcurve 1 angetragen; so entspringt die in Fig. 87 
durcb 15 bezeicbnete Randcurve. Des ferneren wurde vom 4*®*^ und 
5*®“ Ausscbnitt der Fig. 86 ein Complex von 12 Dreiecken abgetrennt 
und ubertragen, wodurcb die Randcurven 12 und 13 in Pig. 87 ent- 
steben. Endlicb wurden aucb noch . vom 7*®^ Ausscbnitt 6 Dreiecke 
fortgenommen und am 12*®“ angetragen. Damit wir nacb wie vor 
mit einer beziiglicb der verticalen Geraden symmetriscben Figur zu 
tbun baben, nebmen wir endlicb nocb an den Ausscbnitten 9, 10 
8 u. s. w. die symmetriscb entsprecbenden Ubertragungen von Dreiecken 
vor. So entstebt Pig. 87, wo man sicb nun iiberzeugen wolle, dass 
die neben der Figur tabellariscb angegebene Zuordnung der Rand- 
curve die ricbtige ist. Unser Polygon zeigt jetzt nicbt nur beziiglich 
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der verticalen Geraden Symmetrie, sonderii es gelit auch yolistandig in 
sicli ilber, wenn wir es an dem anderen^ durch den Punfet % horizontal 
hindurehgelienden Kreise der Teilnng (2, 3, 7) spiegeln. Aber dieser 
Punkt entspricbt dem Punkte g 3 = i, nnd die eben gemeinte Spiegelung 
ist dalier der Modnlsubstitution C zugeordnet. Wir finden so, dass 
nicbt nur mit ^4, sondern aucb niit G nnd also endlich aucb. mit 
AO — T vertanscbbar ist. So entspringt das in Aussiclit genommene 
Eesnltat: Die durch Fig. 86 definierte Untergnippc sieheuter Classe 



Fig. 87. 

vom Cieschlecht p = Z ist in der erweiterten Modulgruppe f ausgc- 
michnet; das migeliorige Fundammtalpolygon F^^^ ist sonach regtdar- 
symmetrisch. 

Um jetzt aucb in der co-Halbebene ein Fundamentalpolygon fllr 
anzugeben, werden wir zunachst den Ausschnitt 1 der Pig. 8G in 
der Modulteilnng in moglicbst ubersicLitlicher Weise ansbreiten. Wir 
erhalten dabei etwa den durch Pig. 88 versinnlichten Dreieckscomplex. 
Die Eandcurve 1 des Ausscbnitts hat sich bei diesem tJbergange in 
die beiden Halbkreise (%, Yg), (Yg, iibertragen^ zugleich treten 
zwei nene Eandcuryen (0, und (%, %) auf, welche bei Pig. 86 im 
Innern des Polygons mit anderen Eandcurven zusammengebogen lagen. 
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Lagern wir nebeu den so gewonnenen Parallelstreifen etwa nacli 
reclits bin nocli 13 weitere mit ilim abwecbselud symmetriscbe und 
congruente an, so baben wir einen \ 

Fundamental iDereieb fur berge- j 
stellt. i 


Zum Scbluss wollen wir wieder 
ein System von Erzeugenden fiir die 
figg bereebnen. 

Wir beriicksicbtigen zu dem 
Zwecke zuvorderst diejenigen Rand- 
curven des Fundamentalpolygons, die, 
wie wir gerade entwickelten, erst 
beim Fortgang zur o-Halbebene ent- 
steben. Da baben wir zuerst die bei- 
den verticalen Geraden einander zu- 
zuordnen, die recbts und links •^168 
abscbliessen; die eiiie gebt in die 
andere durcb die Substitution: 

(1) 03'=CO + 7 

liber. Ferner sind einander zugeord- 
net die Eandcurven (0, %) und (‘^y^ , 7), 
und ibnen entspricbt in derselben 
Weise: 



( 2 ) 





2 / 
7 '3 

Pig. 88. 


J / 

7 '2 


Lassen wir v der Reibe nacb die Werte 1, 2, * • *, 6 durchlaufen, so 
sind (v — v) und (v, v + %) secbs fernere Paare zugeordneter 
Eandcurven; die bezuglicben seclis Substitutionen sind: 

W ^ +7C(>+(1— 7v) 

Desgleicben baben wir fiir v == 0, 1, • • •, 6 sieben Paare einander 
zugeordneter Eandcurven in (v + y^, ^+ 72 ), (T' + Va, Tz-j-y^); ibnen 
geboren die sieben Operationen zu: 

fA\ rV— a5 + 28az)co-^7(l + 2i;)^ 

w ^ 2803 — (13 + 28v) 

Jetzt bleiben nocb diejenigen Eandcurven, die aucb bereits in 
Fig. 86 als solcbe fungierten. Wir baben da erstlicb die sieben Paare 
{v + %, V + Vs), {v + %, V 4- fur V = 0, 1, • • •, 6 mit den 
sieben beziiglicben Substitutionen: 

(113 + 42»)(b — 7(6 + 18v + 


( 6 ) 


m 


42a) — (13 + 4Sv) 
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Wir liaben dann noch, v in derselben Bedeutung beibebalten, die sieben 
Paare (v + V3, v + %), (v + v + %), denen wir ebenso viele 
Substitutionen zaordnen: 

_ (55 + 21vj£D — 21(1 Zv v^) 

W ^ ■ 21co — (8 + 2 Y 7 ;) 

Die imier (1) his (6) namhaft gemacliten Siibstitutioneny insgesanit 29 
an ZaMj lllden ein System von Ergettgenden fiir tmsere Untergruppe r^gg. 

§9. Die endliehe Gruppe Untergruppen und G^^ der 

Sehen wir die Operationen von oder r^eg als unter einander 
nicbt wesentlich verschieden an^ so reduciert sich die Modulgruppe f 
auf nur 72 bez. 168 verscbiedene Operationen, welcbe in bekannter 
Weise eine G^^ bez. G-^q^ bildeu. Die letztere, als die fur spater wicb- 
tigere Gruppe, wollen wir bier noch besonders verfolgen und uns spe- 
eiell fiber deren Structur unterricbten. 

Die Gruppe G-^q^ der Ordnung 168 baben wir als eine Gruppe ein- 
deutiger Transformationen der gescblossenen Flacbe ■^168 in sicb zu 
deuten. Man wolle also benierken, dass die Zerlegung dieser G^q^ in 
ibre Untergruppen eine Aufgabe ist, die sicb ibrer Eigenart nacb der 
Zerlegung der Ikosaedergruppe an die Seite stellt. In der That, wir 
fanden in § 4 eine ausgezeicbnete Untergruppe Vqq von f, deren Funda- 
mentalpolygon, zweckmassig zusammengelegt, die ikosaedriscb geteilte 
Kugel giebt. Die beziiglicbe G^q konnten wir somit als die Gruppe 
der Ikosaederdrebungen deuten und eben dureb Zubilfenahme des Iko- 
saeders ibre Structur erfabren. Entsprecbend werden wir nun unserc 
(ti6s in ibrer geometriscben Form als Gruppe der Transformationen 
der -^168 in sicb auf ibre Structur untersucben. Dabei liaben wir Gelegen- 
heit, die scbon wiederbolt betonte, sebr viel grossere Brauchbarkeit 
des in Fig. 86 dargestellten Polygons vor der gescblossenen Flacbe 
^168 2u erkennen*). 

In der Structur unserer lasst sicb interessanter Weise eine 
Analogic zur Structur der Ikosaedergruppe bis in's einzelne verfolgen. 
Wir wahlen demgemass den Vergleich der G^^>q mit der Ikosaeder- 
gruppe bei den folgenden Entwicklungen zum Ausgangspunkt. 

*) Eine solche gescblossene Elache 'wi^^ bier in der That notwendig 
sebr compliciert. Vergleicbe iibrigens wegen einer anderweitigen Vorsinnlicbung 
einer solchen Plache die Abbandlung von Hrn. Haskell, ffber die zur Curve 

;iV + + vn =* 0 

im projectiven Binne gehorige melvrfache Vherdechung der JShcne (G5ttinger Disser- 
tation, 1889). 
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Auf dein Ikosaecler, das wir kurz als ^60 bezeichnen werden, 
lagen zwolf Punkte c, um mit ibnen zu beginneii. Diesen zwolf 
Punkten c waren sechs gleickbereektigte cyclisciie Untergruppen 
der G^q zugeordnet, deren einzelne zwei Punkte c zu Fixpunkten besass, 
walirend sick bei Ausfuhrung dieser G^ die tibrigen zelin Punkte c 
in zwei Reiben zu je filnf cycliseb permutierten. Ganz analog bei 
unserer G^q^: Da baben wir 24 Punkte c und man fasse nun zunacbst 
insonderbeit denjenigen in's Aiige, der im Mittelpunkt der Fig. 86 

gelegen ist. Drebung durcb den Winkel ^ iim diesen Punkt trans- 

formiert das Polygon in sicb, und nun entspringt ersicbtlicb durcb 
Wiederbolung dieser Drebung eine in der G^q^ entbaltene cycliscbe 
Man sebe nacb, wie sicb bei Ausiibung dieser G^ die anderen 23 Punkte c 
verbalten. Zwei Kranze von je sieben solcben Punkten erblickt man 
direct im Innern des Polygons Pig. 86; die 7 Punkte des einzelnen 
Kranzes vertauscben sicb bei der G,j ofifenbar cycliscb. Ein dritter 
Kranz von 7, sicb ebenso verbaltenden Punkten liegt in denjenigen 
Punkten c von vor, deren Umgebungen jedesmal durcb die Eand- 
curven des Polygons in zwei Teile zerlegt erscbeinen. Endbcb bleiben 
auf JFigg nocb zwei Punkte Cj diejenigen namlicb, welcbe sicb bei Zu- 
sammenlegung des Polygons aus den 14 Ecken desselben zusammen- 
setzen; man iiberzeugt sicb sofort, dass diese beiden Punkte c Pixpunkte 
unserer Grj sind, Fassen wir zusammen, so baben wir: Die gefundeneGrj 
hat drei DunMe c m Fix;pimMen, walirend sich die uhrigen 21 PimMe c 
hei Ausfuhrung der Grj in drei Systemmi m je sieben cyclisch ^ermutieren. 

So fxibrt nun iiberbaupt jeder der 24 Punkte c zur Aufstellung 
einer cycliscben welcber er als Fixpunkt zugebort, und da alle 
24 Punkte e bezuglicb der (r^gg mit einander Equivalent sind, so werden 
alle so entspringenden Gr^ innerbalb der Gesamfcgruppe G^^^ gleicbberech- 
tigt sein"*) **). Inzwiscben gelangen wir auf diese Weise keineswegs zu 
24 verscbiedenen vielmebr uberzeuge man sicb etwa durcb Heran- 
ziebung der oben besonders betracbteten dass, wenn die zu q im 
eben gemeinten Sinne gebbrige aucb nocb Cg und Cg zu Fixpunkten 
besitzt, eben diese beiden letzteren Punkte Cg, Og von sicb aus gerade 
zu der namlicben Grj fubren. Immer drei der 24 Punkte c geben also 
dieselbe G,j, so dass wir scbliessen: In der G^qq giebt es 8 gleichberech- 
tigte cyclische Untergnippen Grj der Ordnung 7. Diesen acbt Gruppen 
entsprechend ordnen sicb die 24 Punkte c zu je drei in 8 Tripel zu- 

*) Man erinnere sicb bier des „Ikos.“ p. 12 angegebenen, aucb bereits oben 
in II, 3 wiederbolt zur Goltung gekommenen Princips tiber Gleiobberecbtigung 

solcber Operationen, deren Fixpuukte Equivalent sind. 
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sammen, eine Anordnuug, deren wir im folgenden Paragrapheu und 
spateriiin noch liaufig zu gedenken kaben. Es entspriclit diese Aii- 
ordnung tibrigens der Verteilung der 12 Ikosaederecken auf 6 Paare 
einander gegeniiberliegender. 

Jetzt bringen wir sofort die in § 7 des vorigen Kapitels (p. 322) 
allgemein entwickelten gruppentheoretiscben Scblussweisen in Anwen- 
dung. Die einzelne als eine unter 8 gleicbberechtigten Gruppen ist 
im ganzen mit 168 : 8 = 21 Operationen der vertauschbar, die eine 
G 21 bilden. So entsjoringen aclit gleichhereclitigte Untei'gmjgpen G 21 
Ordnimg 21, die ersicbtlich den 6 gleichberecktigteu des Ikosaeders 
entsprecben. In der That ist diese Analogie aueh geometrisch voll- 
standig durchfiibrbar, was im folgenden Paragraplien geleistet wird. 
Wir beginnen dabei mit einer erneuten Betracktuiig der geometrischen 
Verbaltnisse, und fuhren insbesondere ein neues Element der An- 
scbauung; die 28 Symmeirielinien der jp^gg ein. Vermoge derselben 
erfahren wir dann auch Naberes iiber die Struetur der gerade ge- 
fundenen aclit G^i] wir lernen zugleicli eine Reilie weiterer Unter- 
gruppen der G^q^ kennen, deren Gesamtbeit wir fiber liaupt im Laufe 
der gerade vorliegenden Paragraplien aufstellen werden. 

§ 10. Die 28 Symmetrielinien der •^les nnd die Untergruppen Cr^ 

und Gq der Gjgg. 

Wie wir die Ikosaederteilung in Fig. 31 (p. 106) darstellten, wird 
sie durch. 15 grosste Kreise der Kugel bewerkstelligt^ welclie mit 
einander bezuglich der Gqq aquiyalent waren und durchgeliends Sym- 
metriekreise der gemeinten Teilung darstellten. Wollen wir die ana- 
logen Verhaltnisse fur unsere regular-symmetrische; geschlossene Flache 

untersucben, so wird aucb hier jede Linie ibrer Einteilung eine 
Symmetrielinie dieser Teilung sein; wir werden also jede solche Linie 
Imrs als eine Symmetrielinie der Flache F^^^ he^eiclmen. Man ver- 
folge nun zuvorderst an der ebenen Fig. 86 eine einzelne solche 
Symmetrielinie, etwa diejenige, welcbe vertical durch die Mitte dieser 
Figur hindurcbziebt. Urn zu beurteilen, wie sich diese Linie fiber 
ihre in Fig. 86 eintretenden beiden Endpunkte hinaus auf der l^lache 
fortsetzt, mfissen wir vorab mit Hilfe der Zuordnung der Eandcurven 
nacbsehen, wie sich die an den Ecken des Polygons gelegenen 
Dreiecke zu den XJmgebungen der beiden bezfiglichen Punkte c der 
Flache zusammenfugen. - Da ist es denn unschwer zu erkonnon, dass 
sich die Eandcurven 5 und 10 (Fig. 86) auf der geschlossenen Flache 
zu einer Linie zusammenlegen, die im Verein mit dem unserer verti- 
calen Geraden entsprechenden Ourvenstuck eine auf der Flache JP^gg 
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geschloysene Symmetrielinie abgiebt. Diese SvHimetrieliuie besteht im 
ganzen aus 18 Dreiecksseiten. Die Eeibenfolge der auf ihr liegenden 
Punkte cty c ist in Fig. 89 angegeben, die einen langs der Sym- 
inetrielinie aus der gescblossenen Flaehe aiisgescbnittenen Giirtel in 
scbematiscber Weise versinulicbt. 

Aus der in Fig. 80 mitgeteilten Zeiclinung wolle man nun insbeson- 
dere entnelimen, dass jede der drei Arten von Dreiecksseiten, die es 
giebt, sicli mit sechs Seiten an der Bilduug unserer Symmetrielinie 
beteiligt. Es folgt daraus der wich- 
tige Satz, dass alle Symmetrielinien 
unserer mit einander liquivalent 

sind. Auf einer beliebig vorgegebenen 
Symmetrielinie greife man namlicb 
irgend eine Dreiecksseite auf. Zu letz- 
terer lasst sicli auf der bierneben dar- 
gestellten Symmetrielinie sofort eine 
aquivalente Seite auffinden. Da wird 
dann diejenige Operation der 
Tvelcbe die erste dieser Seiten in die 
zweite transformiert, zugleich die eine 
Symmetrielinie in die andere iiber- 
fiihren. Indem also alle Symmetrielinien die durcb Fig. 89 versinnlichte 
Gestalt besitzen, werden sie insbesondere alle aus je 18 Dreiecksseiten 
bestehen. Aus der Gesamtzabl der 3-168 Dreiecksseiten entsteben so- 
nacb im ganzen 3*168:18 — 28 Symmetrielinien. Dalier das wicbtige 
Resultat, welcbes dem zu Anfang angegebenen Satze von der Iko- 
saederteilung entspricbt: Fie reguldr-symmetrische Teilwxg unserer Blache 
■^168 durch 28 unter einander aquivalente Symmetrielinien 'bewerlc- 

stelligt (Man vgl. Matb. Ann. Bd. 14, p. 465). 

Indem die einzelne Symmetrielinie durcb die 168 Operationen der 

nur in 28 Symmetrielinien iibergefiibrt wird, muss sie durch 
168 : 28 = 6 Operationen in sicb transformiert werden; dieselben bilden 
notwendig eine Qq. Constatieren wir also: Fen 28 unter einander 
dquivalenten Symmetrielinien entsprechen 28 gleichherecMigfe Untergruppen 
Gq secJister Ordnung der Solcbes wird durcb Fig. 89 unmittel- 

*) Man kQnnte zunS<chst glauben, dass die einzelne Cr^ immer zugleich 
mehrere Symmetrielinien in sicb uberfuhren mochte, wobei dann die Zahl der Gq 
ein Teiler von 28 w*are, aber nicht 28 selbst. Das wiirde aber wider die gleich zu 
besprechende Thatsache streiten, dass die in der einzelnen Gq enthaltene G^ nur 
0wei von den 66 Punkten h zu Fixpunkten hat. 
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bar zur Evidenz gebraclit, und wir erkenuen dabei zugleich in unseren 
Gq Untergruppen der vom Diedertypus. In der That wird ja 

nnsere in Fig. 89 dargestellte Symmetrielinie zuvorderst durch eine 
Operation der Periode drei in sicb ubergefiibrt, welcbe sicb sche- 
niatiscb als Drehung durcb 120*^ um den Mittelpunkt der Figur 
darstellt. Fiirs zweite wird die gemeinte Linie ersiclitlicb nocb 
durcb drei Operationen der Periode zwei in sicb ubergefiibrt, die 
auf dieser Linie in bez. a , 2 , und je ein Paar you 

Fixpunkten besitzen; man kann sicb diese Operationen als Um- 
klappungen der Figur um drei sicb in ibrem Mittelpunkte kreuzende 
Durcbmesser denken. 

Den Diedertypus der in Rede stebenden konnen wir bier an- 
scbaulicb sogar nocb weiter verfolgen, indem wir namlicb in unserer 
geteilten Flacbe “^168 ein der Figur 13 (p. 72) entsprecbendes Geriist 
Yon Yier Symmetrielinien aufsucben. Die Diederteilung besitzt drei 
aquiYalente Kreise, die gemeinsam durcb zwei, einander diametrale 
Punkte der Kugel laufen, und einen vierten, jene orthogonal scbneiden- 
den Ereis (cf. Fig. 13). Diesem letzteren Kreise miissen wir ofifenbar die 
Symmetrielinie der Fig. 89 entsprechend setzen, wabrend die anderen 
drei Ereise der Diederteilung den durcb die Punkte a der Fig. 89 
ziebenden anderen Symmetrielinien gegeniiber zu stellen sind. Wolle 
man jetzt diese Symmetrielinien in Fig. 86, p. 370, Yerfolgen. Da wird 
man das interessante Resultat erblicken: Die Symmetrielinie durch sieht 
auch durch aj^j diejenige diirch durch die durch dur'ch besagte 
drei Symmetrielinien gehen iiberdies gemeinsam durch die heiden mit \ 
md &2 bemchneten PtmJcte der Fig, 86, abgesehen aber von b^ und b^ 
haben Tceine Btvei unter ihnen einen Punht gemeinsam. Wir baben also 
in der That der G^ entsprechend auf der •^ics eine Figur, die durcb- 
aus an die Diederconfiguration erinnert. 

Jetzt aber scbliessen wir sofort weiter: Die beiden soeben mit b^ 
und Jg be^eichneten Punlcte mussen Fixpunhte der in der betrachteten Gq 
enthaltenen cyclischen G^ sein. Das beweist man Yermittelst der Fig. 80 
aucb leicht direct. In der That setze man in derselben das Ausgangs- 
dreieck dem an der gemeinsamen Spitze der 7*°^ und 8^®“ Randcurvc 
liegenden Doppeldreiecke entsprechend und lasse von bier aus weiter 
benacbbarten Dreiecken immer im gleichen Sinne bcnachbarte ent- 
sprecben. Da wird man finden, dass der Punkfc b^y wie Sg, sicb 
selbst zugeordnet ist, dass aber dies auch die einzigen Fixpunkte der 
beziiglicben G^ sind. Merken wir uns also den Satz: In der G-^q^ giebt 
es 28 cyclische Untergruppen G^ von der dritten Ordnung; jede derselben 
besitzt ^wei zu den Punhten b gehorige Fixpunhte. Das stimmt denn 
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damit iiberein, dass ^vir auf der FlacHe in der That 56 iinter 
einander aquivalente Punkte h zu verzeichnen Fatten *'*'). 

Kehren wir nun noch kurz zur Betrachtung der im vorigen Para- 
graphen gewomienen aeht gleichberechtigten zuriick. Die siebeii 
Geraden, welche in Pig. 86, p. 370, durch die Mitte des Polygons hindureh- 
ziehen, vereinen sich mit den sieben Paaren von Randcurven zu ebenso 
vielen Sjmmetrielinien. Diese sieben Symmetrielinien gehen allesamt 
durch die drei Pispunkte <5^, dg, der urspriinglich studierten Gr^, haben 
aber iibrigens keinen Schnittpunkt gemeinsam. Hierin liegt, vrie man 
bemerkt, eine sehr einfache Definition der Tripel zusammengehoriger 
Punkte Da ziehe man nun die G^ heran, welche zu einer dieser 

sieben Symmetrielinien im soeben dargelegten Sinne gehort. Aus Fig. 89 
sieht man, dass die Operationen. der G^ die drei Punkte Cg, 
cyclisch permutieren, und aus dem Dmstande entnimmt man leieht 
das Resultat, dass die Operationen der G^ mit der zu den Fispunkten 
q, ^ 3 ? ^5 gehorigen G^ vertauschbar sind. Je7ie siebe^i Symmetrielmien 
liefern also 7 G^ uoid dere^i vo7i der Identitdt ve>*schiede7ie 14 Opei'-atioiieai 
T)ilden im Verem mit der Grj die dieser Gnippe mgeordnete G^i^ Die 
Structur der Gruppen (rgi ist damit voUstandig aufgewiesen; man 
kbnnte dieselben als lialhiietacycliscJie Gruppen bezeichnen (cf. unten II, 9). 

§ 11. Die 21 kiirzesten Linien. der •^168 und die Untergruppen 
G-sf ^4? (^2 der Gios- 

Um eine Reihe weiterer Untergruppen der aufzustellen, haben 
wir in Fig. 86 eine einzelne Bahncurve derjenigen, iibrigens hyper- 
bolischen Substitution von s durch das Polygon gelegt, welche die 
Eandcurve 10 in die zugeordnete Randcurve 5 uberfiihrt. Auf der 
geschlossenen Flache wird die eben gemeinte Bahncurve eine 

geschlossene Linie liefern, und um fiir diese einen zweckmassigen 
Namen zu besitzen, benennen wir sie (auf Grund einer nahe liegen- 
den Uberlegung) als eine Mrseste Linie auf der Flache JP^gg, Wie 


*) Erinnem wir hier wieder kurz an die entsprechenden Untergruppen der 
Den 28 des Textes entsprechen dort 15 G ^ , bei deren Operationen die 16 Symmetrie- 
kreise des Ikosaeders bez. in sich verschoben werden. Im ganzen aber wird die 
einzelne Symmetrielinie durch die 4 Operationen einer Vierergruppe in sich 
transformiert, wobei diese G^ offenbar den obigen Gq entsprechen. Darin freilich 
liegt eine Abweichung, dass eine einzelne dieser G 4 immer zugleich drei Symmetrie- 
kreise in sich Uberfuhrt, so dass die Zahl gleichberechtigter G^ auf 16 : 3 == 5 
zuruckgeht. * 

Man ziehe hier und weiterhin immer wieder das Ikosaeder zum Tergleich 
in Betracht, ohne dass wir dies ins einzelne stets besonders ausfiihren. 
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man sieiit^ durchzielit diese kurzeste Linie nur ackt freie, sowie aclit 
schraffierte Dreiecke des Polygons Wir wollen diese acht Drei- 
ecke jeder Art mit den Nummern 1, 2, • • •; 8 belegen, und zwar 
nummerieren wir dabei in der Reihe von links nach reckts. Hier ist 
niin sofort evident: Wird ein von der kurzesten Linie durebzogenes 
Dreieck in eines der acbt anderen, mit ilim gleichartigen transformiert, 
so geht die kurzeste Linie in sich liber, und zugleich giebt es in der 
(xies keine andere als diese acbt Operationen, welcbe die betracbtete 
Linie in sicb transformieren. Durcb oft geiibte Scblussweise folgt 
hieraus: Es gieht auf der geschlossenen Fldclie iiberhmi^t 168:8 = 21 
hiirmste Linien beschriebener Art; dieselben smd alle unter einander 
dquivalent 

Die acbt Operationen^ welcbe imsere in Pig. 86 gezogene kurzeste 
Linie in sicb uberfiibren, bilden eine Untergruppe vom Dieder- 
typus. Wolle man namlicb das oben mit der Nummer 1 belegte freie 
Dreieck in das dritte -uberfubren,. so bat man damit eine Operation 
der Periode 4 cbarakterisiert, wie aus der Figur unmiitelbar ersicbt- 
licb. Ausser dieser (X4 geboren der nocb vier Operationen der 
Periode zwei an, deren einzelne jedesmal zwei von den 8 auf der kilr- 
zesten Linie gelegenen Punkten a zu Pixpunkten bat; in der That wird 
z. B. diejenige Operation der G^q^^ welcbe die freien Dreiecke 1, 2 
permutiert, zugleicb aucb die freien Dreiecke 5, 6 austauscben, wie 
man aufs leicbteste mit Hilfe der kurzesten Linie selbst dartbut u. s. w. 
Der Diedertypus der G^ ist damit zur Evidenz gebraclit. 

Wird durcb die in Rede stebende (?g nur die eine kurzeste Linie 
in sicb ubergefubrt, von deren Betracbtung wir bier ausgingen, so 
giebt es in der G^^^ ersicbtlicb 21 gleicbberecbtigte Diedergruppen G^. 
Dem gegenuber konnte es freilicb aucb eintreten, dass durcb die frag- 
licbe <3^8 ^icbt nur eine, sondern immer zugleicb mebrere, etwa drei 
kurzeste Linien in sicb iibergefubrt wurden, wobei es dann nur 7 gleich- 
berecbtigte G^ gabe. Um bieriiber zu entscbeiden, bemerke man, dass 
in jeder G^ eine cycliscbe 6?^, in jeder solcben G^^ aber eine cycliscbe 
(xjj ausgezeicbnet entbalten ist; kbnnen wir zeigen, dass die Zabl der 
gleicbberecbtigten G^ in der G^q^ 21 ist, so gilt dassolbo von der An- 
zabl der G^ und der Gq. 

Als Erzeugende der in der oben besonders betracbteten G^ cnt- 
haltenen G2 werden wir diejenige Operation bezeicbnen, welcbe das 

*) Will naan etwa bezweifeln, dass die 8 Punkto a diesor Drciocko zugleich 
auf einer Balincurve der Teilung ( 2 , 3, 7) gclegen sein, so sctzo man an Stello 
der punktierton Linie die in die Figur gleichfalls aufgenommene Ziokzaoklinie ; 
diese letztere leistet fur unserc Zwecke dasselbe, wie 3 one. 
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freie Dreieck 1 nnserer ktirzesten Liriie in das freie Dreieck 5 iiber- 
fiihrt. Durch diese Operation wird aher ganz oftenhar diejenige Sym- 
metrielinie in sich iibergefiihrt, die vertical durch die Mitte der 
Figur 86 zieht. Demgemass wisseu wir schon aus vorigem Para- 
graphen, class hesagte dieser Sjmmetrielinie zwei Fixpunkte a 

hat; unsere G^ gehort also zu den Gruppen, bei deren • Operation en 
Punkte a ei'halten bleiben. Die Gesamtzahl dieser Punkte war 84. 
Moge also jede unserer G^ Fixpunkte a besitzen, so wird die An- 

zahl gleichberechtigter Untergruppen G^ dieser Art ofFenbar — sein. 

Zur Bestimmung von m ist nun die in Fig. 87, p. 372, gegebene An- 
ordnung des Polygons sehr branchbar. Diese Figur setzt sich aus vier 
abwechselnd indirect und direct kreisverwandten Quadranten zusammen, 
welche von den beiden durch den Punkt der Pig. 87 gehenden Sym- 
metriekreisen begrenzt werden. Betrachten wir nun diejenige der liier 
gemeinten Operationen der Periode zwei, welche zum Fixpunkt hat. 
Dieselbe permutiert den ersten und dritten, sowie auch den zweiten 
und vierten unserer Quadranten. Jetzt wollen wir direct zusehen, 
welche Punkte a bei dieser Operation sich selbst zugeordnet sind. 
Offenbar kann ausser % kein Punkt a, der im Innern des Polygons 
Pig. 87 liegt, sich selbst entsprechen. Weitere etwa vorhandene Fix- 
punkte der gedachten Operation haben wir also auf der Berandung 
unseres Polygons zu suchen. Da ist zuvorderst deutlich, dass die vier in 
Pig. 87 mit bezeichneten Ecken fiir die geschlossene Plache in der 
That einen Fixpunkt a unserer G^ liefern, wahrend alle xibrigen Ecken 
Punkte h oder c liefern. Der Best der in Betracht kommenden Fix- 
punkte ist unter den von den Ecken verschiedenen Eandpunkten a zu 
suchen. Nun geht bei Fig. 87 die Bandcurve mit der Nummer v 
durch AusfQhrung der zu Grunde liegenden Operation in die (y + 16)*® 
Bandcurve fiber. Soli also eine Bandcurve einen Fixpunkt a der ge- 
suchten Art tragen, so muss sie ersichtlich durch die fur Fig. 87 
geltende Zusammengehorigkeit der Bander der {y 16)*®*^ Band- 
curve zugewiesen sein. Wolle man demnach in der Tabelle der 
Fig. 87 nachsehen, wie oft die Differenz der Nummern einander 
zugewieseuer Bandcurven 16 ist. Das triffl zweimal ein, namlich 
bei 5 — 21 und 12 — 28. Wir finden so in und noch zwei 
weitere Fixpunkte, ausser welchen nun aber noch andere nicht exi- 
stieren. Es ist sonach m — 4: und wir gewinnen zusammenfassend 
das Besultat: Den 21 Jcur^esten Linien entsjprechend gieht es m der G^^^ 
im ganmn 21 gleichberechtigte cyclische G^ und in ihnen ehenso viele 
cycUsche bei den Oj^erationen der Periode 4 bleibt selbstverstandMch 
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kein Bunkt der F^qq fest, die eingelne aber besiUt je vier von den 
84 Funkten a m Fixpimkten, Als eine unter 21 gleicJiierecIdigten ist 
die einselne vertaiisclibar mit acM Operationen einer G^, tind wir 
kommen so mriick m den 21 gleicliberecJitigten Fiedergriippen Gq, die wir 
bereits oien kmnen lernten"^)* **) 

Berechnen wir jetzt die Gesamtzabl der verschiedeneri, duu zur Gel- 
tung gekommenen Operationen der G^q^. Die 8 G^ enthielten 8*6 ver- 
schiedene Operationen der Periode 7, die 28 G^ desgleichen 28 • 2 Ope- 
rationen der Periode 3, die 21 G^ endlicb 21-3 Operationen der Periode 4 
bez. 2. Fugen wir ihnen hinterher nocb die Identitat binzn^ so siiid das 
zusammen 8-6-[-28*2 + 21-3 + i== 168 Operationen. Im Vorher- 
gelienden liohen %vir also alle Operationen der G^qq berilcksichfigt tind 
dalier alle cyclisclien Untergrupp>en der kennen gelernt An niclit- 
cyclisclien Untergruppen der G^q^ finden sich ausser den schon ge- 
nannten G^i, Gq und Gg aber nocb zwei weitere Arten, zu deren Auf- 
stellung wir sebr leicbt von den 21 gleichberechtigten Gg aus ge- 
langen, wie wir im folgenden Paragrapben zeigen wollen^*). 


§12. Die Vierergriippen G^^ nnd Oktaedergrnppen Gq^ in der 6ricg. 

Nennen wir die Erzeugende einer cycliscben G^^ die wir beliebig 
aus der Zabl der 21 gleicbberecbtigten Gruppen dieser Art auswablen-, 
^2 sei eine von v^^ verscbiedene, mit G^ vertauscbbare Operation der 
Periode zwei. Alsdann baben wir in 


( 1 ) 


1, Vy_, Vj 

V^, V^V^, WgV 


die Operationen einer der 21 gleicbberecbtigten Diedergruppen 6fg. 
Hier steben in der zweiten Reibe lauter Operationen der Periode zwei, 
und es ist z. B. v^v^v^v^ — 1, was wir aucb 

( 2 ) = v{-^ 

scbreiben bonnen; die Operation wird also durcb in ihre inverse 
Operation transformiert. 

Bemerke man jetzt, dass innerhalb unserer Gq die vier Operationen 

(3) Vsi, 1 


*) Den 21 6^4 der Gigg entsprechen in der Ikosaedergrnppo die 10 
nnd den 21 Diedergruppen Gg der die 10 Diedergruppen der G^^^ wie 
wir spater nocb naber auf aritbmetiscbem Wege dartbun wollen. 

**) Es sebien zweekmassig, . dabei an Stelle der bisherigen goometriseben 
Uberlegungen nnnmebr ein abstractes Schlussverfabren zu verwenden. 
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fiir sicli eine Untergruppe vom Vierertypus bilden, wie aus (2) 
leicbt folgt. Da man des weiteren aus (2) leicbt und 

= ^2 ableitet, so wird diese durch und sonacli dber- 
liaupt durch alle Operationen der G^ in sich transfbrmiei*t. In gauz 
analoger Weise bilden die vier Operationen 

(4) r^v^, t-gt’i® 1 

ebenfalls eine Vierergruppe die wiederum mit alien Operationen 
der G^g vertauschbar ist*-^). 

Ohne weiteres stelit hiernaeh fest, dass wir innerhalb jeder der 
21 Gq zwei Vierergruppen finden, von denen die eine mit G^4, die andere 
mit gleichberechtigt sein wird. Aber es ist sehr zu betonen, dass 
wir solchergesfcalt nieht 21 verschiedene mit G^^ gleichberechtigte Vierer- 
gruppen erhalten, sondern nur sieben. Bei Gewinnung der durch (3) 
gegebenen G4 gingen wir namlich von derjenigen G^ aus, die als aus- 
gezeichnete Operation der Periode zwei enthielt. Gehen wir ein anderes 
Mai von der G^ aus, die ^2 solcher Weise enthalt, so werden wir 
innerhalb dieser Gq zwei Vierergruppen finden, von denen eine gerade 
wieder die G4 der Operationen (3) ist, und ebenfalls gelangen wir zur 
namlichen G^^ von der Gq aus, die ausgezeichnet enthalt. Daher 
geht in der That die Zahl der solcher Weise entstehenden gleich- 
berechtigten Vierergruppen auf 21:3= 7 zur tick. 

Indem iibrigens dieselbe Bemerkung auf G/ Anwendung findet, 
gewinnen wir zwei Systems von je 7 Vierergruppen, wobei dem ersteren 
Systems 6^4, dem anderen G^ angehort. Die sieben Gruppen des einzelnen 
Systemes sind, wie wir schon bemerkten, unter einander gleichberech- 
tigt; es tritt aber hieriiber hinaus die Frage ein, ob die Gruppen des 
einen Systems mit denen des anderen gleichberechtigt sein mogen oder 
nieht. Sicher sind ja innerhalb der einzelnen Gq die beiden in ihr 
nachgewiesenen Vierergruppen nieht gleichberechtigt; aber es kbnnte 
sein, dass dieselben doch mit einander gleichberechtigt wiirden, so- 
bald man von der Gq zur Gesamtgruppe G^qq aufsteigt. Solches ist 
indes nieht der Fall. Gabe es namlich 14 gleichberechtigte Vierer- 
gruppen, so miisste deren einzelne mit den 168:14= 12 Operationen 
einer G^^ vertauschbar sein. Nun wissen wir aber bereits, dass die 
einzelne Vierergruppe mit den 8 Operationen einer sie enthaltenden 
Gq vertauschbar ist; selbige Gq ware somit in einer G 12 enthalten, was 


Wir kommen hiermit auf die Satze iiber Gleichberechtigung der Unter- 
grappen zweiter Ordnung einer Diedergruppe von geradem n zuruck; man vergl. 
dardber „Ikos.“ p. 10, 11. 
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unmoglich ist. Wir liaben solcliergestalt das Resultat gewonnen: Es 
gielt in der mei Systeme von je sielen gleicliberecUigten Vierer- 
gnipjpen diese heiden Systeme sind unter einander nicht gleich- 
hereclitigt 

Als eine unter sieben gleicbberechtigten Untergruppen ist die ein- 
zelne Vierergruppe mit 24 Operationen der vertauschbar^ die eine 
6^24 bilden. Wollen wir bier zum Scbluss nocb die Structur dieser G^,^ 
ein wenig naber untersueben. JDass sie eine Vierergruppe ausgeseiclinei 
entJidlty ist gerade nur die Umbebrung des vorletzten Satzes. Sie wird 
liberdies diejenigen drei cyclisclien G^^ cntlialten, welcbe die drei, in jener 
Vierergruppe auftretenden Operationen der Periode zwei in sicli 
scbliessen. Die gemeinten drei cycliscben G^ entbalten ziisammen zebn 
verscbiedene Operationen der G24,, und es bleiben also nocli 14 weitere 
zuruck;, deren Eigenart wir nocb zu bestimmen baben. Nun wird die 
einzelne unserer 7 G^24 sicker wenigstens eine G^ entbalten '*'•). Soldier 
G^ baben wir 28 gleicbberecbtigte und nebmen jetzt an, dass sich 
jede derselben an v verscbiedenen unter den 7 G^^ beteilige. Dann 
werden sick offenbar 28 v G^ auf unsere 7 G^^ verteilen (jede G^ so 
oft gezahlt, als sie in den G^^ auftritt), so dass auf die einzelne 6*^24 
ganzen 28 v :7 = 4 v Gruppen G^ entfallen. Diese liefern Bv Opera- 
tionen der Periode drei, welcbe sonacK unter jenen 14 nocb nicht be- 
stimmten Operationen der (?24 Platz finden miissen. Es ist demgemass 
81/^14, d. i. v — 1, so dass die (?24 'oier cyclische Untergruppen Gg 
enthdlt Nunmebr bleiben nur nocb 6 Operationen der G2^ unbekannt; 
diese konnen aber nur solcbe der Periode zwei seiu; da die G^^qq ander- 
weitige Operationen fiir die G24 nicht mebr zu liefern vermag. Merken 
wir uns also, dass in der 6r24 endlich noch G cyclische Untergruppen Gq 
entlialten sind. 

Die in der nacbgewiesenen cyclischen Untergruppen stimmen 
nun, was Zahl und Ordnung angebt, bis ins einzelne mit den cyclischen 
Untergruppen der Oktaedergruppe tiberein, und auch der Umstand, 
dass unsere G^^ eine Vierergruppe ausgezeichnet entbalt, kommt auf 
eine woblbekannte Eigenscbaft der Oktaedergruppe zuriick. In dor 
That baben wir in unserer G^i eine Untergruppe yom Oktaeder- 
typus vor uns, wie wir spater sehen werden, tibrigens auch hier 
obne Mube beweisen konnten. Indem wir uns vorbebalten, diesen 
Nachweis spater zu erbringen, formulieren wir hier sogleich das Re- 
sultat: Es giebt in der G^qq 0wei Systeme von je sieben gleichberech- 


■*■) Ziifolge des zu den Elementen der Gruppentheoric geliOrenden Cancby’scben 
Satzes. 
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tigten TJntergrii^pjgeyi vom Oktaedertyjgus. Damit sind nun aber, -wie 
wir gleicbfalls bier vorgreifend anfiibren, alle in der G^qq Tiber- 
iiaupt entbaltenen Untergruppen tliatsacliliciL ersciiopft*^); es ist also 
das Problem, mit dem wir uns in den letzten Paragrapben bescbaf- 
tigten, thatsacblicli zu Ende gefiibrt. 


Nunmehr wiirde sicb die Aufgabe anscbliessen, zur Modnlgruppe 
selbst wieder zuriickzugeben, um den gefundenen Untergruppen der 
entsprechend ebenso viele Untergruppen siebenter Classe der 
Modnlgruppe zn definieren und des naberen der Untersnebung zu nnter- 
werfen. Hier werden aber keineswegs alle den Untergruppen der 
entsprecbenden Gruppen das gleicbe Interesse Yerdienen. Bebalten 
wir uns also vor, die gebennzeicbnete Aufgabe spaterbin nur fiir die- 
jenigen der bier in Rede stebenden Untergimpjpen explicite durcb- 
zufubren, fur welcbe der Gang unserer weiteren Entwicklung dies 
wiinscbenswert erscbeinen lassfe. 

Uberbaupt aber brecben wir bier die geometriscben Betracbtungen 
der letzten Kapitel ab. Der Verzweigungssatz bat uns in dem jetzt 
zu Ende geMirten Kapitel auf Grund genauer Betracbtung der Piguren 
zur Kenntnis einer Reibe von Untergruppen gefQbrt, deren Gewinnung 
auf dem durcblaufenen Wege desbalb keinen besonderen Scbwierig- 
keiten begegnete, weil die bezuglichen Fundamentalpolygone nocb uber- 
sicbtlicb genug gestaltet waren, Vermoge derselben Metbodik konnten 
wir bier aucb nocb eiuige weitere ausgezeicbnete Untergruppen vor- 
legen und der naberen Untersnebung unterziehen. Aber wir diirfen 
niebt versebweigen, dass diese concrete Art der geometriscben Be- 
traebtungsweise zur expliciten Aufstellung von Untergruppen der Modul- 
gruppe nur einen ausserst beschrankten Spielraum der Anwendung 
besitzt, da sicb in der That die Polygone bei niebt mebr ganz niederen 
Anzablen der sie zusammensetzenden Dreiecke niebt mebr direct iiber- 
blicken lassen. 

Wollen wir also in der expliciten Aufstellung der Untergruppen 
der Modnlgruppe vorwarts kommen, so werden wir nocb andere, iiber 
die unmittelbare geometrische Ansebauung binausgebende Hilfsmittel 


*) Die im letzten Paragrapben betraebteten XJntergrappen stellen sicb offen- 
bar in Parallele mit den ftlnf Vierergrappen und den bezuglichen funf Tetraeder- 
gruppen, die in dei* Ikosaedergruppe enthalten sind. Bemerk© man iibrigens anch 
nocb, dasB die wie die Ggg, einfaob ist, d. i. keine ausgezeicbnete Unter- 

gruppe entbalt, ein fur spater besonders wiebtiger Umstand, den wir hier indessen 
mir erst beilaufig erwahnen kSnnen. 

Klein-lTrioke, Modulfuuctiouon. 25 
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zur Definition von TJntergruppen heranzielien miissen. Solclie ent- 
springen fur nns aus der arifhmetischen Betrachtung der Modulsnbsti- 
tutionen, zu welclier wir nun iibergelien wollen. Freilicb bleibt auch 
da eine erscbopfende Theorie zunacbst ausgescblossen; wir gewinnen 
aber mit grosser Leicbtigkeit eine Eeihe bemerkenswerter neuer Ke- 
sultate. In der That werden wir auf dem bezeichneten Wege in den 
nachsten Kapiteln zu einer ganzen Gattung wichtiger ausgezeichneter 
Dntergruppen gefiihrt, als deren niederste Specialfalle wir die Fq, 
r24, und des gegenwartigen Kapitels wiedererkennen werden. 



Siebentes Kapitel. 

Von den in der Modnlgrnppe enthaltenen Congrnenzgrnppen der 

Stnfe* 

Durch die bisterigen Erorterungen ist das gruppentbeoretiscbe 
Grundproblem in gewisser Weise zur Losung gebracbt. Wir koiuien 
die Untergruppen durcb ihre Eundamentalpolygone uud damit jeweils 
dureb ein System von erzeugenden Substitutionen definieren, nnd es 
ist z. B. die Aufzablung aller Untergruppen eines gegebenen endlicben 
Index ^ auf eine ausfiihrbare Kette von Operationen zuriickgefuhrt. 

Haben wir solcbergestalt einmal eine Untergruppe gewonnen, so 
wird man docb nun sicher aueb die tiefer gebende Prage aufwerfen 
konnen, welcbe aritbmetiscben Merkmale die besdtderen in der ent- 
baltenen Modulsubstitutionen vor den bbrigen voraus baben, denen 
zufolge jene Substitutionen ^ unter sich combiniert, immer nur wieder 
eine Substitution aus Reibe erzeugen und also eine „Gruppe^^ 

bilden. Gewiss wiirde eine erscbopfende Bebandlung dieser aritb- 
metiscben Seite des gruppentbeoretiscben Grundproblems ein not- 
wendiges Glied in der vollstandigen Losung dieses Problems sein; 
aber die Umstande bringen es mit sicb, dass wir in diesem Betracbt 
zunacbst nocb weit von einer abscbliessenden Bebandlung unseres 
Problems entfernt sind. In der Tbat bleibt in dem biermit gekenn- 
zeicbneten Gebiete fiir kiinftig durcbzufiibrende Untersucbungen nocb 
ein weiter Spielraum. Versucben wir bier immerbin, weuigstens fiir die 
im vorigen Kapitel explicit aufgestellten Gruppen die aritbmetiscbe 
Pragestellung zu erledigen. Wir werden auf dem Wege weuigstens 
eine erste Classe von Untergruppen der Modulgruppe gewinnen, die 
wir aucb aritbmetiscb zu beberrscben vermogen. 

§ 1. Die Hanptcongnienzgruppe Stufe. 

Die erste in der Reibe der Untergruppen r{„} war die im vierten 
Kapitel p. 270 u. f. untersucbte fg. Wir batten dieselbe gleicb anfangs 
auf aritbmetiscbem Wege eingefUbrt; indem wir sie durcb die Por- 

25 -^ 
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derung festlegten, dass die Coefficienten y ihrer Substitutionen 
gerade sein sollten, oder dass sie also alle den Congruenzen 
a = /3 = y = 0, (mod. 2) 

geniigenden Modnlsubstitutionen erster Art entlialten sollte. Von liier 
aus gewinnen yvir leiclit einen ersten Gesiclitspuntt fur die vorgelegte 
Frage nacli dem aritbmetisclien Charakter der Untergruppen, den wir 
etwa zuYorderst fiir die Grnppe F { ) zu erforschen versuchen. Bin Blick 
auf die erzeugenden Substitutionen der f {n) (Formel (3) p. 360) ilber- 
zeugt uns, dass dieselben obne Ausnabme den Congruenzen geniigen: 
(1) a^d= + l, /3 = y = 0, (mod. n ) ; 

und nun bemerkt man sofort, dass gan 0 allgemein ^tvei JModidsiibstitii- 
tionm erster Art: 



die heide den Congruenzen (1) geniigen^ mit einander conibiniert in 

«/3'+/3(5'\ 

\ya -j- 6 y% '‘jr / 

eine Substitution liefern^ die wiederum defn Congruenzen (1) genugt Alle 
Modidsubstitutionen erster Art, welche (1) befriedigen, bilden sonacli eine 
TJntergruppe, die wir als Hau^ptcongruenzgruppe Stufe benennen und 
durch r^(«) bezeichnen wollen^). 

Die Gruppe r,{ 2 } = Fg ist, wie wir sehen, mit der Hauptcongruenz- 
gruppe 2*®^ Stufe obne weiteres identiscb. Allgemein ist vorerst nur 
zu schliessen, dass f [n] eine Untergruppe der Hauptcongruenzgruppe 
Stufe ist; es bleibt aber noch zu entscheiden, ob F(„) direct mit 
F^i(«) identiscb ist oder nicht. Trifft ersteres zu, so haben wir den 
arithmetischen Cbarakter yon F{„} erscbopfend gekennzeiclinet, indem 
wir in ihr die Hauptcongruenzgruppe Stufe erkennen; fallt indessen 
r {n} mit dieser Hauptcongruenzgruppe nicht zusammen, so haben wir 
den arithmetischen Charakter der Substitutionen von f {n} vermoge der 
Congruenzen (1) nur erst teilweise aufgewiesen. Welcher von beiden 
Fallen fur das einzelne n zutrifft, wollen wir jetzt dadurch zur Ent- 
scheidung bringen, dass wir vor alien Dingen die Hauptcongriienz- 
gruppe Stufe der naheren Betrachtung unterziehen. tJberhaupt ist 
es diese Untergruppe, welche fortan im Mittelpunkt der Untersuchung 
stehen wird. 


*) Indem wir bier von einer Hauptcongruenzgruppe Stufe spreoben, ist 
scbon durch den Ausdruck angedeiitet, dass wir spiiterbin noch andero Congrnenz- 
gruppen Stufe gewinnnen werden; man vgl. dariiber § 0 dieses Kapitels p. $99. 
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Ziir Ableitung eines ersten wiclitigen Satzes transformiere man die 
beliebige Modnlsubstitution erster Art V vermoge der Spiegel ungen 
Aj J3j C, Eine leicbte Zwiscbenreclinung ergiebt: 

I). 

cc — ^ + y — d\ 

Gebbrt V der Haaptcongruenzgruppe Stufe an, so gilt ersicbtlich 
eiu Gleicbes von jeder dieser drei Operationen, und somit folgt aus 
friiheren Satzen: Die IIau]^tcongruenzgrii;p})e Stufe r^(„) ist in der 
emeiterten Modulgnipioe f ausgezeichnet Dieselbe erscheint demnaeli 
der Erweiterung durcb irgend eine beliebig gewahlte Spiegelung faliig. 
Dass sie librigens ini Sinne des vorigen Kapitels der Glasse angeliort 
und also ein Verzweiguugsschema [2, 3, n} besitzt, braucben wir nicht 
erst nocb ausfiibrlicb zu beweisen. 

§ 2. Die Modnlsubstitutionen modulo n betraelitet. Die znr 
geliorende Gruppe 6ru(;i)» 

Zur ferneren Discussion treffen wir bier die Verabredung, dass 
irgend zwei Modnlsubstitutionen einander modulo n mignient beissen 
sollen, wenn die Congruenzen der ersten oder zweiten nacbfolgenden 
Reibe zutreifen: 



Wir driicken solcbes binfort kui'z durcb die Formel 


V' = F, (mod. n) 

aus. Dnter Gebraucb dieser Bezeicbnungsweise wird man sagen konnen^ 
dass aus alien mit der identischen Substitution 1 modxdo n con- 

gruenten Siibstitutioncn: 

(2) V~1 , (mod. n) 

hesteht 

Die somit definierte Congruenz der Modnlsubstitutionen erster Art 
ist von folgenden Satzen beberrscbt: Ist eine von irgend zwei Sub- 
stitutionen F, F' (immer mod. n gedacbt) der Identitat congruent, 
so ist FF' mit der anderen congruent. Sind ein ander Mai zwei 
Substitutionen F, F' unter einander congruent, so ist F'F~"^ = 1; 
sind aber F und F' incongruent, so ist F' F-^ nicbt mit der Identi- 
tat congruent. Von den aufgestellten Satzen gelten zugleicb die Um- 
kebrungen, wie man alles aufs leichteste durcb Recbnung zeigt. 
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Auf G-rund dieser Verhalfcnisse folgfc betreffs des zur im Sinne 
von II, 5 § 1 geliorenden Schemas: Alle in der eimelnen Sorisontalreilie 
angeordneten Siibstitutionen sind modulo n einander congruent, \md urn- 
geTcelirt sind lieine, mei verscMedenm Horkontalreilien angelidrende Suh' 
stitutionen modulo n congruent TJnd weiter: Die Anmlil [i (^^) der 
Hori^ontalreilien ist gleicli de/^' Anmlil modulo n incongruenter Modid- 
siibstitutionen erster Art Nehmen wir demnach die Substitutions- 
coefficienten einer Modulsubstitution niir noch modulo n oder, wie wir 
kurz sagen wollen, unterscheiden wir die Modulsubstitutionen nnr iioch 
mod. n, so reduciert sich die Gesamtgruppe f auf eine Gruppe 
welche der Hauptcongruenzgruppe, als einer ausgezeichiieten TJnter- 
gruppe, in bekannter Weise zugeordnet ist*), Diese ist durch Ver- 
mitthmg der Hauptcongruemgruppe auf die Gesamtgruppe der Modul- 
substitutionen isomorplh bemgen, 

Um aber noch eine sehr viel bequemere Definition fur die Ope- 
rationen der Gruppe G^(n) zu gewinnen, denken wir die Coefficienten 

einer beliebigen Modulsubstitution erster Art ^ mod. n auf ihre 

kleinsten nicht negativen Reste reduciert. Mogen auch diese Reste 
wieder a, y, d heissen, wo aber nun diese ganzen Zahlen im 
allgemeinen nur noch eine modulo n mit der JEinheit congruente Deter- 
minante haben: 

(3) ad — ^y = 1, (mod. w). 

Reducieren wir jetzt die erste Horizontalreihe des gedachten Schemas 
mod, Uy so erhalten wir nur die mei verschiedenen Zahlquadrupel 

bezeichneter Art und q ^ ^ ^ l)’ wir eiit- 

sprechend irgend eine andere Horizontalreihe, so erhalten wir bestimmte 
mei der Congruenz (3) geniigende Zahlquadrupel: 

h und f’* 

Ky, dJ \n — yy n— dJ ’ 

die mod. n stets verschieden sind. Uberdies ist ersichtlich, dass sich 
keine zwei verschiedene Reihen auf dasselbe Paar von Zahlquadrupeln 
reducieren konnen. Nun aber gelingt es auf der anderen Seite (wie 

***) Die erweiterte Modulgruppe T reduciert sich in entsprechendor Weise auf 
eine ^ 2 /u(n) durch Zusatz der Operation A entspringt. Wir 

werden spaterhin diese wieder mit in Betracht ziehen; bei den nachstcn 

grundlegenden Betrachtungen wird es indes zweckmiissig soin, alloin im Augc 
zu behalten. 



entbaltenen Congruenzgruppen Stufe. 


391 


wir sogleicli ausfuliren) leicht, umgekehrt zu irgend einem der Con- 
gruenz (3) genugenden Zablquadrupel eine mod. congruente Modal- 
substitution nacbzuweisen. Wir baben also das Resultat: Der Index 
der E.au])tcongrnenzgru;g'pe Stufe ist lialb so gross, dls die Anmlil 
modulo n incongruenter Losiingeyi der Congruent (3). Die diesen Losimgen 

entsiorccltenden Zaldqiiadruj^el Jconnen wir dls Ojperationoi der 

Orupi^e GtuOi) ansimeclien. Mit ibnen werden wir dann gerade wie mit 
Modulsubstitutionen rechnen, nur dass wir nach Combination zweier 
Operationen die Coefficienten jedesmal wieder modulo n reducieren; 

dabei ist naturlich stets zu beach ten, dass je zwei Quadrupel 

n — 
n — dJ 

zeichen ibrer Zablen unterscbeiden, ein und dieselbe Operation der 


und die sicb also, mod. n genommen, nur im Vor- 


G'f.iin) darstellen. Wir werden die Bezeicbnung 1, F^, 


2 ? 


F ^(«)— 1 

fiir die solcbergestalt definierten Operationen vom 6rjii(n) beibehalten und 
merken uns endlicb nocb an, dass die Gru^jge Gnin) ilirm heiden 
0])erationen: 

0 


A, IW 0 , IN 

Vo, 1/’ V« — 1, 0 )}’ 


\n — 1 , 0/ 

die wir als Operationen der durcli S and T hezeichten ioerden^ 

erzeugt warden liann. In der That sind ja beim Isomorphismus der 
Gruppe G^t{n) der Modulgruppe f diese beiden Operationen den 

Modulsubstitutionen S bez. T zugeordnet, welche letztere erzeugende 
Substitutionen der Modulgruppe f waren. 

Erganzend baben wir nocb den soeben als ricbtig angenommenen 
Satz zu zeigen: Sind a, /5, g/, d irgend vier ganze, die Oongruenz (3) 
befriedigende Zablen, so lassen sicb immer vier weitere ganze Zablen 
a, 1), Cp d derart bestimmen, dass 

nap -j- nh , >y' = y nc , = d -j" nd 

der Gleicbung ad' — = 1 Geniige leisten. Zum Beweise nebmen 

wir einfacb a — 0 und konnen dann 6 jedenfalls so bestimmen, dass 
relative Primzabl gegen a ist. Ist namlicb a prim gegen so 
kann man 6 so bestimmen, dass die Congruenz ]3' = /5 + w6 = l, 
(mod. a) erfiillt ist, worauf j3' jedenfalls relativ prim zu a ist. Haben 
aber a und n Primfactoren gemein, so wird infolge (3) sicber 
durcb diese nicbt teilbar sein. Wolle man alsdann diese Primfactoren 
aus a' abstreifen, wonacb die gegen n relativ prime Zabl % riick- 
bleiben mbge. Dann konnen wir offenbar durcb passende Wabl von 6 
die Congruenz /3' = /? + n5 = 1, (mod. a^') befriedigen und finden so 
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ein gegen a primes Fiir die nun gefundenen cc ^ ist nacli wie 
vor a'd — ^'y= 1; (mod. 9z) und wir setzen dementsprechend: 

a' d — 

Ersetzt man in dieser Gleichung y und d durcli y' und d\ so ist 
a' S' — /Sy — n{ad — ^'c) + 

und wenn Her endlich nocli c und d der Bedingung cc'd — = — e 

geniass gewalilt werden, was bei relativ primen keine Schwierig- 

keiten hat, so entspringt in der That, was wir wollten: 

§ 3. Von den homogenen Modnlsiibstitutionen und ihren G-ruppen. 
Die homogene Hauptcongruenzgruppe Stufe. 

In den voraufgehenden Kapiteln, wo die Betrachtung der Modul- 
teilung und der in ihr abgegrenzten Pundamentalpolygone dui’chaus 
im Yordergrunde stand, war der Gebrauch der nicht- homogenen Modul- 
substitutionen allein am Platze. Fiir den Rest des gegenwartigen 
Abschnitts nimmt indessen die Untersuchung, wie wir bereits sagten, 
einen vorwiegend arithmetischen Charakter an, wodurch es zweck- 
massig wird, fortan auch wieder die homogenen Modulsubstitutionen 

(1) <u/ = aoji + /Scog, + doy 

heranzuziehen. In dieser Gestalt lernten wir unsere Substitutionen ja 
allererst kennen (cf. p. 57 u. £), und wir haben bereits im vierten 
Kapitel des ersten Abschnitts (p. 143) die Gesamtheit der Substitu- 
tionen (1) als homogene Modulgruppe bezeichnet und deren hemiedrischen 
Isomorphismus zur nicht- homogenen Modulgruppe aufgewiesen. Her-* 
nach (Note zu p. 219) erkannten wir in den beiden Substitutionen 

8 : co/ = o/ = ojg, 

T: o/ = — a>2 , cjg' “ 

ein System von Erzeugenden fur die homogene Modulgruppe, um auch 
hieran noch kurz zu erinnern. 

Auch noch weiter hatten wir im Yerlaufe des gegenwartigen Ab- 
schnitts an einigen Stellen der homogenen Modulsubstitutionen ge- 
denken konnen. Direct zu ihnen wurden wir z. B, in Kap. 3 gefuhrt, 
als es sich um Transformation und Aquivalenz der quadratischen 
Formen handelte (cf. p. 244). Yor allem aber hatten wir auch im 
ersten Kapitel die homogenen Modulsubstitutionen heranziehen konnen, 
um von den cyclischen Gruppen zu handeln, die durch Wiederholung 
der einzelnen unter jenen Substitutionen erzeugt werden. Stellen wir 
hier nachtraglich in dieser Hinsicht einige Satze zusammen. 
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Durcli den Isomorphismus -Qiiserer beiden Gruppen ist der Identi- 
tat 1 der niclit-homogenen Modulgruppe eine ausgezeiclinete Untergruppe 
zweiter Ordnung der liomogenen Modulgruppe zugeordnet; die ersiclit- 

licli die Substitutionen ^ l) ’ (o^ l) welcLe als bomo- 

gene Substitutionen gedacbt in der That you einander yerschieden 

sind. Indem wir also, so oft ^ die homogene Modulsubstitution (1) 

bedeuten soil, einen gleichzeitigen Zeichenweehsel der vier Coefficienten 
d nicht mehr vornehmen diirfen, schliessen wir librigens durch 

leichteste Kechnung, dass ^ einzige homogene Modul- 

substitution der Periods ^icei ist. Es folgt daraus §ogleich der Satz, 
dass es in der liomogenen Modidgruppe lieine Untergriip^e vom Index 
0 zvei geb&n Icamij die der niclit-homogenen Modidg^'^ippe lioloedriscli iso- 
mor^glh ^vdre; denn es fehlen ja, wie wir gerade sagten, in der homogenen 
Gruppe die cyclischen Untergruppen zweiter Ordnung*). 

Den cyclischen Untergruppen 2*®^ und 3^®*^ Ordnung der nicht- 
homogenen Gruppe sind in der homogenen Gruppe Untergruppen der 
vier ten bez. sechsten Ordnung zugeordnet. Auch diese beiden Arten 
von Untergruppen mtissen cycUscli sein, wie wiederum aus dem Um- 


die einzige homogene Modul- 


stead, folrt dass ( _ J) di. 


einzige homogene Modulsubstitution 


der Periode zwei ist. In der That bestatigt man den cyclischen Cha- 
rakter der gedachten Untergruppen 4^®^ und 6*®^ Ordnung aufs leichteste 
durch Eechnung, wobei sich nebenher noch der Satz zeigt: Eine 
homogene Modulsubstitution mit a -f d = + 1 ist von der Periode seeks; 
sie ist dagegen von der Periode drei, wenn (x -f- d = — 1 ist, 

Einer cyclischen Untergruppe aus parabolischen Substitutiorien 
der nicht -homogenen Gruppe ist in der anderen hemiedrisch iso- 
morph eine Untergruppe zugeordnet, die nicht mehr die Structur der 
cyclischen Gruppe besitzt. Man benutze z. B. die aus S entspringende 
nicht-homogene Gruppe. Die entsprechende homogene Gruppe enth'alt 
dann neben einander (und zwar als nicht gleichberechtigt) zwei um- 


*) Die ausgezeiobnete aus nicht-homogeuen Modulsubstitutionen bestehende 
, von der p. 288 die Eede war, enthalt die elliptiscben Substitutionen der 
Periode zwei nicht. Ihr ist nun in der That durch den Isomorphismus eine 
„homogene“ Pg zugeordnet, innerhalb deren eine mit der nicht-homogenen P^ „holo- 
edrisch“ isomorphe Untergruppe enthalten ist, die in der gesamten homogenen 
Gruppe eine P^ ist; wir konnen das hier nur nebenher anfuhren. Vergl. librigens 
das entsprechende Problem in „Ikos.“ p. 44 u. f. 
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fassendste cyclisclie Untergruppen, deren eine aus deren andere 

aus 


erzenj^t wird. Jedesmal das zweite Grlied liaben diese 


1 , - 1 \ 

0 , — 1 / 

beiden cycliscben Gruppen gemeinsam. 

Ahnlicli -wie bei den parabolischen gestalten sich. die Dinge far die 
aas hyperbolischen nicbt-homogenen Sabstitutionen entspringenden cy- 
cliseben Untergruppen der Modulgruppe; wir verfolgen das nichtweiter’*'). 

Um jetzt zur Hauptcongruenzgruppe Stufe zuriickzulenten, so 
erweist sicb dieselbe auf Grand der soeben gegebenen Entwicklungen 
bemiedriscb isomorpli mit einer ausgezeichneten Untergrupi^e der 
homogenen Modulgruppe vom Index ii(n), welebe alle liomogenen 

Modulsubstitutionen entbalt, die mod. n mit oder ^ 

congruent ausfallen. Aber es ist sebr wichtig, dass innerhalb der so 
gefundenen bomogenen Gruppe eine Untergruppe eutbalten ist, die 
mit der Hauptcongruenzgruppe Stufe lioloedrisch isomorpli ist. 

In der That hestdtigt man sofort, dass alle mit congnicnten 


liomogenen Modiilsubstihitionen, d, i. alle den Congruenmn 

(2) a = d = fi = y = 0, (mod. n) 

geniigenden eine Untergruppe Mldeny die in sofort ve^*standlicher Weise 
lioloedrisch isomorph auf die nicht-homogene JUau^ptcongruemgnippe n^^^Skife 
ie^ogen ist Die so gefundene ausgezeichnete Untergruppe, welclie wir 
fortan y,die liomogene Hauptcongruenzgruppe Stufd^ nennen, besitzt er- 
sichtlicli in der bomogenen Modulgruppe den Index Indem wir 

sie in der weiteren Betrachtung zu Grunde legen, baben wir den be- 
deutenden Vorteil, dass sicb die Operationen der beziiglicben bomogenen 
G- 2 {jL{n) direct obne Einscbrankung von den 2f6(n) incongruenten Losungen 
der Congruenz 

(3) ad — = 1, (mod. n) 

bernehmen lassen, wlibrend vordem, bei der nicbt-honiogenen Ifaiipt- 
congruenzgruppe, immer zwei verschiedene solclie Losungen je dieselbe 
Operation von bestimmten**). 


'^) Aucb die Modulsnbstitutionen zweiter Art batten wir bomogon 

“ uco^ — (Sog , Og' = ycoj — dOg 

sobreiben konnen, wo sie mit den bomogenen Modulsubstitutionen crstor Art zu- 
sammen „die bomogene erweiterte Modulgruppe** gebildet batten. Es bat naturlicb 
keine Scbwierigkeit, aucb auf sie unsore tJntersuobungen auszudebnen. 

**) Wir baben bier die bei den nicbt-bomogoncn Untergruppen massgeblicb 
gewesenen Begriffe, als ladex u. s. w,, sofort aucb auf die bomogenen Unter- 
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§ 4. Bereehnung des Index der Haupteongruenzgrappe Stnfe. 

Die Bereclinung des Index der Hauptcongruenzgruppe Stufe 
beginnen wir mit der Ableitung einer wiclitigen Eigensehaft der 
Zahl iL(yi). Mbgen imd zwei relative Primzahlen sein und liege 
eine Losnng der Congruenz 

(1) — /?;/ = 1, (mod. 

vor. Reducieren sicli die vier ganzen Zahlen a, y, d mod. auf 
die kleinsten, nicbt negativen Reste mud. aber auf 

72 j ^2 9 so gewiunen wir in diesen beiden Zablquadrupeln zwei 
bestimmte Losungen der Congruenzen bez. 

«i ^1 — /?! n = 1 , (mod- «i) , 

^ ^ ^272 = 1? (mod. . 

Umgekebrt aber konnen wir unter den 2^(n^) und Losungen 

dieser beiden Congruenzen (2) vollig willkurlicb zwei auswablen, die wir 
nun ccj^y /3i, bez. ^^7 729 ^2 iiennen, und konnen dann immer 

eine bestimmte Losung y, S von (1) ausfindig maclien, die sich 

mod. bez. ^^3 diese beiden gewablten Losungen reduciert. In 
der That haben wir niclits weiter zu thun, als den vier Forderungen: 
cc = «! + = ^2 \ 

/3 = /3i + %6i = ^ 2 } (mod. %) 


ZU geniigen, was bei relativ primen ni und n 2 durch zweckmassige 
Wahl von leicht geschieht. Wir finden solchergestalt 

den Satz: Bei relativ primen %, nQ ist die ZaM incongnienter Losungen 
von (1) das Product der heiden AmaMen incongruenter Losungen der 
Congruenzen (2). Wir haben also die Formel: 

(3) 2fi(% • Mg) == 2g{n^) • 2g{n2). 

Fur die Modulsubstitutionen hat dieses Resultat, worauf wir 
spater zurhckkommen; wiehtige Satze im Grefolge. Wenn wir uns des 
Ausdrucks bedienen, dass es mod. n 2fi(n) Typen homogener Modul- 
substitutionen giebt, so entspringt u. a. das Resultat: In der einzelnen 
Horizontalreihe des zur Hauptcongruenzgruppe Stufe geliorenden Schemas 
giebt es modulo n' noch Substitutionen jedes Typus, vorausgesetzt dass 
n prim gegen n ist Insbesondere folgt: Wenn wir die Substitutionen 
der homogenen Hauptcongruenzgruppe Stufe modulo n reducieren, so 

gruppen in Anwendung gebracht. Das ist in der That znfolge leichter tjrber- 
legung statthaft. Es handelt sich bei diesen Begriffen urn gruppentheoretisohe 
Beziehungen ganz allgemeiner Art, die nicht an der Modulgru2)pe als solcher hafben. 
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Tiommen tvir auf die gesamten Ojgerationen der 0 'uriiclc, Dasselbe 

gilt entspreclieiid aucli fur die niclit-liomogenen Gruppen. 

Kehren wir nunmelir zur Bestimmung der Anzahl 2[i(n) zurtlcb. 
Offenbar ist es zweckmassig, n in seine Pidmfactoren zu spalten: 

(4) n = • Ss”* ' • • 5 

wir haben dann auf Grund von (3) 

(5) 2ii(n) = 2fi(g'/0 • ■ • •• 

Unsere Aufgabe der Bestimmung von ^(n) ist hiermit auf den Pall 
zurdcbgefubrt^ dass n eine Primzablpotenz ist. Aber letztere Auf- 
gabe tann selbst weiter reduciert werden. Aus der Bntwicklung am 
Scbluss des vorletzten Paragrapben folgert man namlicli vermoge einer 
kurzen Zwischenbetraclitung den Satz: Sind a und /5 irgend zwei nicbt 
zugleich durcb q teilbare ZaWen, so kann man stets zwei Zahlen y, d 
findeU; die 

ad — (mod. g’') 

befriedigen, und zwar bereebnet sicb das allgemeinste Losungssystem 
d aus einem speciellen y^^ d^ dureb die Gleicbungen 
y atj d' = dg + 

wo t eine beliebige ganze Zabl ist. Da nun a und /3 nicbt zugleicb 
durcb q teilbar sind, so zahlt man sofort ab, dass es bier ini ganzen 
q^ mod. incongruente Losungen y^ 8 giebt. Demgemass ist 2ii(q^) 
das 2 ^-facbe der Anzabl incongruenter Zablenpaare fur welcbe 

a und /3 nicbt zugleicb durcb q teilbar sind. 

Um jetzt diese letztere Anzabl zu bestimmen^ wahlen wir zu- 
vorderst fiir a einen der (q^ — durcb q nicbt teilbaren Eeste 

mod. alsdann kann fur /3 ein ganz beliebiger Rest gewahlt werden^ 
was — 2’ brauchbare Zablenpaare a^ giebt. Ist dagegen a 
einer der ^ durcb q teilbaren Reste von ^ so haben wir /3 auf die 
— 2’'”^) liicbt durcb q teilbaren Reste einzuscbranken, was nocli 
weitere Paare j3 ergiebt. Insgesamt ist also die 
Anzabl braucbbarer Zablenpaare /3 

- r-') + ~ 1) . 

Som,^ hommt fur 2(i(^') der Wert: 

2^(2’') = — -|r) • 

Der Index der homogenen llauptcongrmn0gruppe Stufe"^) aber ivird: 

*) Vgl. die Entwicklungen p. 93 u. f. in C. Jordan^ Tmiti de$ substitutions 
et des equations algehriques, Paris (1870) [oder auch Oeuvres de Galois, Liou- 
vilite’s Journal Bd. 11 (1846;]. 
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(6) 2(.{,0 _ ,..(l _ ^) (l - ^) (l _ 

Wenn wir von liier aus znr niclit-homogenen Hauptcongruenz- 
gruppe Stufe zuriickkeliren wollen^ so werden wir zuvorderst zur 
homogenen Hauptcongruenzgruppe dieser Stufe die homogene Sub- 
stitution ^ ^ binzusetzen und erbalten durcli Combination, wie 

das oben des nalieren ausgefiibrt wurde, diejenige homogene Unter- 
gruppe, welcbe durcb den hemiedrischen Isomorpbismus der nicbt- 
bomogenen Hauptcongruenzgruppe Stufe zugeordnet war. JSs finclet 
sich demnach als Index der nicJitdioniogenen Hmiptcongruenggnqjfpe ffiin)- 


( 7 ) 


^(n) = ^(l_ (l _ (l_ . 


Hierbei tritt aber ein Ausnabmefall ein, den wir bislang der Eiirze 

wegen iibergingen: Fiir n = 2 ist ^ ^ bereits in der bomo- 

genen Hauptcongruenzgruppe entbalten, so dass bier nicbt etwa durcb 
Zusatz derselben eine JErniedrigimg des Index auf die Halfte erzielt 
wiirde. Der Index der niclit-liomog&nen Hauptcongruenzgruppe 2^®' Stufe 
ist also d&nijenigcQi der homogenen direct gleich und findet sich atis 
Formel (6) als sechs] solcbes ist uns ja von Kapitel 4 ber seit lange 
bekannt. 


§ 5. Vergleicb der nnd der Hauptcongruenzgruppen r«(„). 

Haxiptcongnienzgruppen des vorigen Kapitels. 

Vor alien Dingen folgt aus den Abzablungen des vorigen Para- 
grapben das wicbtige Resultat, dass die Hauptcongruenzgruppe erne 
JJntergruppe der Modulgruppe von endlichem Index ist Damit ist denn 
sogleich gegeben, dass fiir alle Falle n'^Q die friiber untersucbte 
Gruppe V {n} wobl eine Untergruppe der Hauptcongruenzgruppe Stufe 
ist, aber mit dieser selbst nicbt coincidiert; in der That waren ja alle 
Gruppen ^"{7}, - Untergruppen vom Index oo. In Ansebung 

dieser Gruppen f { ^ } fiii-* ^ 6 ist sonacb die in § 1 des gegenwartigen 
Kapitels aufgeworfene aritbmetiscbe Fragestellung durcb unsere bis- 
berigen Betracbtungen nur erst teilweise gelost. Wir werden am 
Scblusse dieses Kapitels noch einige sicb bier anschliessende, iibrigens 
wesentlicb negative Resultate entwickeln. Indessen wird auch durcb sie 
die fiir die Gruppen fie}, T { 7 } — noch bleibende Hauptfrage nacb 
dem arithmetiscben Cbarakter ihrer Substitutionen nicbt erledigt. 

Wir stellen jetzt eine Tabelle zusammen, in welcbe wir fiir einige 
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der niedersten Stufenzahlen n Index ft und Gesclilecht**^') ^ der beziig- 
lichen Hauptcongruenzgruppen aufnehmen. Man bereclinet: 


n 1 

ft 

P 

n 


P 

2 


0 

8 

192 

5 

3 

12 

0 

9 

324 

10 

4 

24 

0 

10 

360 

13 

5 

60 

0 

11 

660 

26 

6 

72 

1 

12 

576 

25 

7 

168 

3 

16 

1536 

81 


Da ist nun zuvorderst das wichtige Resultat evident: Fw 
^ = 2, 8; 4^ 5 

sind die Untergruppen r{^} mit d&ti hernglichen JSmptcongmemgmppen 
idmUsclv^ in der That ist ja stets f {n} m der r^,(„) entlialten, fur die 
genannten vier Werte ist aber der von fruher bekannte Index von 
r { w } in der Gesamtgruppe f beziehungsweise in Ubereinstimmung mit 
demjenigen vonr^^(w). Filr n — 2, 3, 4, 5 $ind wir also iiher den arith- 
metischen CharaMer der Untergmppen f { „ ) vollstdndig atifgeMdrt 

Des weiteren aber liefert uns, wie obige Tabelle zeigt, die Haupt- 
cougruenzgruppe 6*®^ Stufe eine ausgezeichneteUntergruppe seclister Classe 
vom Index 12, so wie diejenige der 7*®^ Stufe eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe siebenter Classe vom Index 168. Da drangt sicb die Ver- 
mutung auf, ob vielleicht diese Untergruppen und identisch sein 
mogen mit den beiden Untergruppen dieser Indices, welche fiir die 
sechste bez. siebente Classe im vorigen Kapitel auf Grund des Ver- 
zweigungssatzes definiert wurden. Um hieriiber zu entsclieiden, mtissen 
wir auf die erzeugenden Substitutionen "*'*'*') jener beiden Untergruppen 
des vorigen Kapitels zurtickgehen. Wir constatieren aufs leichteste: 
Alle Erzeugenden der ersten dieser beiden Gruppen sind mod. 6, alle Er- 
zeugenden der zweiten sind mod. 7 mit der Identiidt congruent. Jcne beiden 
Gruppen werden somit jedenfalls bez. in den Hauptcongruenzgruppen 
der Stufen 6 und 7 enthalten sein. Nun besassen aber die ge- 
nannten Gruppen dieselben Indices 12, 168, wie diese Hauptcongruenz- 
gruppen; wir folgern also, dass sie mit ihnen coincidieren mUssen. 
Daber das Eesultat: Die durck die Polygone Fig. 84 p. 365 und Fig. 86 


*) Dasselbe bestimmt man aus ft und n auf Grund von Formel (6) p. 342. 

Man vgl. Formel (1) bis (5) in § 7, bez. Formol (1) bis (6) in § 8 des 
vorigen Kapitels. 
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p, 370 definierten aiisgeseiclineten Untergrup^pen seclister %md siehenter 
Glasse sind mit den Haujgtcongnien^gnippen der Stufeyi seclis iez. sielen 
identisch. 

Aber liber die nun beriicksicbtigten Gruppen binaus gewannen wir 
ja im vorigen Eapitel durcb Zerlegung der in ibre Untergruppen 
auf Grund vorber entwickelter Satze nocb eiue ganze Keibe weiterer 
Untergruppen siebenter Glasse und batten in abnlicber Weise aucb 
durcb Zerlegung der Gqq u. s. w. Untergruppen der secbsten, 

der fiinffcen u. s. w. Glasse definieren konnen. Wie werden wir diesen 
Untergruppen an gegenwartiger Stelle gerecbt werden konnen? Um 
das 2 u entwickeln, zieben wir bier sogleicb ganz allgemein die der 
Hauptcongruenzgruppe Vf^dn) zugeordnete endlicbe G^^n) beran und werden 
bei der Gelegenbeit zur Bestimniung des allgemeinen Begriffs der Gon- 
gruenzgruppen Stufe aufsteigen, auf welcbe wir bereits oben in der 
Note p. 388 Bezug nabmen. 

Auf die Angaben unserer Tabelle (1) fiir n'> 1 werden wir erst 
spater zuriickkommen. 

§ 6. Allgemeines iiber Congruenzgruppen Stufe. 

Der nicbt-bomogenen Hauptcongruenzgruppe Stufe entspricht, 
wie wir wissen, eine Gruppe 6r«(n), auf welcbe sicb die Gesamtgruppe f 
reduciert, wenn wir die modulo n congruenten Modulsubstitutionen als 
nicbt verscbieden anseben. Die Bedeutung^ welcbe die Zerlegung dieser 
Gruppe in ibre Untergruppen fiir die Losung unseres gruppen- 

tbeoretiscben Problems besitzt, ist in § 8 des vorletzten Kapitels (p. 325) 
allgemein zur Erorterung gekommen. Die Zerlegung der G^(n) fubrt 
in dort gescbilderter Weise zur Eenntnis aller Untergruppen von 
welcbe ihrerseits die Hauptcongruenzgruppe r^<(n) in sicb entbalten. 
Nebmen wir wieder den Ausdruck auf, dass es g,{n) mod. n ver- 
scbiedene Typen nicbt -bomogener Modulsubstitutionen V giebt, so 
werden wir in angezeigter Weise offenbar m Untergnippen gefuhrt, 
die aus alien StibstUtoUonen bestehen, welcJie modulo n auf eine be- 
stimmte JReihe von Typen mruckTcommevi\ die diesen letzteren Typen 
entsprecbenden Operationen der 6r^(„) bilden alsdann eine Untergruppe 
der 6r>(»), eben diejenige, welcbe uns zur Eenntnis der gerade ge- 
meinten Untergruppe von f bingeleitet bat. 

Die nun gefundene Art von Untergruppen der Modulgruppe, die 
sich in arithmetisclier Hinsicht offenbar vollstdndig durch Congruenten 
modulo n charaMerisieren lassen^ sollen jetzt iiberbaupt als Congruem- 
gruppen n^^^ Stufe bezeicbnet werden. Die Hauptcongruenzgruppe w*®' Stufe 
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ist dann gemeinsame Untergruppe von alien iibrigen zu dieser Stufe 
gehorigen Congruenzgrnppen, und wir gelangen zur Kenntnis der 
Oesamtheif dieser letzteren dnrcli Zerlegnng der Gruppe in die 

Gesamtheit ihrer tJntergruppen. Haben wir insbesondere einmal eine 
Untergruppe Gv der Ordnung v in der Gfiin) ausfindig gemaclit, so 
wird ibr eine solcbe Congruenzgruppe n^'^' Stufe entsprecben, innerbalb 
deren die Hauptcongruenzgruppe den Index v besitzt^ die also ibrer- 

seits in der Gesamtgruppe f den Index baben wird. In der That 

wiirde ja aucb der in Rede stebenden Gv innerbalb der Gfi(n) dieser Index 
zubommen. Diese Beziebung der Hauptcongruenzgruppe zur eben 

gemeinten Congruenzgruppe Stufe vom Index werden 

V 

wir dann wieder geometriseb durcb die beziiglicben Fundamental- 
polygone erlautern konnen. Das Polygon Fjxin) der Hauptcongruenz- 
gruppe r«(„) wird sicb in v bezuglieb der relativ aquivalente Teil- 

V 

bereicbe zerlegen, von denen ein beliebiger zum Fundamentalbereieb 

V 

der gewablt werden kann. 

V 

Man siebt, dass es sicb in letztereni Betracbt una Verbilltnisse 
bandelt, deren allgemeine Giiltigkeit wir scbon im vorletzten Kapitel 
erbrterten. Das wesentlicb Neue * aber ist, dass wir bier specielle 
Gruppen G^(n) in einer Gestalt definiert baben, welcbe der LTnter- 
sucbung mit aritbmetiscben Hilfsmitteln in bobem Grade zuganglicb 
sind. Indem ivir also in der Zerlegimg der in ihre Untergruppen 

unsere ndchste und wicMigste Aufgabe sehen, mogen die ihnen ent- 
spreclienden Congruemgruppen seTbst und deren Fundamentalpolygone in 
der a)‘Halbebene mvorderst ausser Fetraclit hleiben. Deu Ruckgang 
zu ihnen, der ja bernacb keine Schwierigkeiten zu bieten vermag, 
scbieben wir vielmebr bis dabin zuriick, wo wir in anderweitigcr Ge- 
dankenverbindung die Polygone als solche unmittelbar zu braucben baben. 

Verabreden wir bier sogleicb nocb eine geringe Verscbarfung 
unserer Ausdrucksweise. Haben wir zusammengesetzte Stufenzableu 
z. B. M = 6, so wird die beziiglicbe Hauptcongruenzgruppe z. U. 
aucb in alien denjenigen TJntergruppen enthalten sein, die wir scbon 
fiir die zweite Stufe kennen gelernt haben, so dass die Zerlegung 
der G ^2 neue aucb zu diesen binftthren wurde. Gleicbwohl 

werden wir diese letzteren Untergruppen nicbt der sechsten, viel- 
mehr der zweiten Stufe zuerteilen, da bereits Congruenzen mod. 2 
zu ibrer vollen Oharakterisierung binreicben, Allgemein wollen wir 
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dalier eine Congriiemgru^W^ Stnfe zuerteilen, icenn sie sicli voU- 

stdndig durcli n, aber niclit sclion durcli emen Teller von n als Zald- 
onodid cliarodzterisieren Idsst 

Besonders interessant ist es, noch auf die Gruppen des vorigen 
Kapitels z. B. die zuriickzukommen. Letztere ist uns jetzt die Haupt- 
eongruenzgruppe 7^®^ Stufe, und demnach fassen wir die bezugliclie 
als die Gruppe der mod. 7 incongruenten Substitutionen. Bei ibrer 
Zerlegung miissen wir also alle diejenigen Dntergruppen wiederfinden, 
deren Existenz wir in der des vorigen Kapitels durcb geometriscbe 
Uberlegungen erschlossen. Betracbten wir z. B. die paraboliscben Sub- 
stitutionen S(g}) = c? + S^^coi) = co + 2, ii. s. w. mod. 7, so werden 
sie sich auf nur slehen verscbiedene Operationen Sj ^1 

reducieren, die offenbar eine eyelisclie innerhalb der bilden. 

Tbatsacblicb fanden wir ja seinerzeit solcbe und bewiesen damals, 
dass die einzelne unter ibnen vertauscbbar war mit 21 Operationen 
der Gjgg, die eine G^i bildeten. Wollen wir jetzt aritbmetiscb die 
Gestalt dieser 21 Operationen V aufstellen, so miissen wir der Be- 


dingung Ausdruck verleiben, dass die Operation V — 



die Er- 


zeugende S jener G^ in eine wieder der G^ angeborende Substitution 
transformiert; stets und nur unter dieser Bedingung wird die Ope- 
ration V der gemeinten Ggi angelioren. Die in Rede stebende Be- 
dingung beisst aber explicite: 


r-^sv 


-c 


1 + yd, 


, 1 


yd, 




wo V irgend eine ganze Zabl ist. Man siebt sonacb, dass y = 0, (mod. 7) 
sein muss; zugieicb gentigt jede Operation mit y = 0 unserer Forderung. 
Und in der That giebt es mod. 7 von incongruenten Operationen dieser 
Art gerade 21; es sind dies ausser den Operationen der G, selbst 
diejenigen der Typen: 





Beide Male durcblauft /S ein Restsystem modulo 7, so dass wir bier 
wirklicb nocb 14 nene Operationen V vor uns baben, Aufs leicbteste 
zeigt man dabei auch direct, dass die gekennzeicbneten 21 Operationen 
fiir sicb eine G 21 bilden. Dass librigens die 14 ziiletzt genannten Ope- 
rationen obne Ausnabme der Periode drei angebbren (was wir aucb 
scbon von frliber ber wissen), berecbnet man gleicbfalls obne weiteres; 
in der That entspringt durcb Wiederbolung der einzelnen Operation 

V=Q’ f) sofort V^ = (^’ F® = 1, so dass wir in F die Er- 

Klcin-iFricko, Modulfanotionen. 


26 
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zeugende einer cyclisclien gewonnen haben. Wir unterlassen, die 
Betracbtimg bier nocli weiter fortzufiihren; deiin wir wtirden auf solcbe 
Art doch nur Entwicklungen vorgreifen, wie wir sie in den niiclxsten 
Kapiteln uocb in ausgiebigster Weise durcbzufuhren haben. 

Zum Schluss miissen wir hier auch noeh auf die homogenen 
Modulsubstitutionen Bezug nehmen. Dieselben reducieren sicli, wie 
wir wissen, mod. n auf 2^(n^ incongruente Operationen, welche die 
homogene Gruppe G^uin) bilden. Die Untergruppen dieser G^jnCn) liefern 
nns dann offenbar die homogenen Congruenzgruppen Stufe, und das 
Verhaltnis derselben zur homogenen Hauptcongruenzgruppe Stufe 
gestaltet sich ganz analog, wie das entsprechende Verhaltnis bei deu 
nicht-homogenen Gruppen. Hat man ubrigens bereits die nicht-homogene 
Ga<») in ihre Untergruppen zerlegt, so kann man dieZerlegung der homo- 
genen G^ii^n) auf Grund des zwischen den beiderlei Gruppen bestehenden 
hemiedrischen Isomorphismus leicht leisten. Jedesmal ist einer niclit- 
homogenen Untergruppe Gv eine homogene G^v der doppelten Ordnung 
zugeordnet, und man hat dann im Einzelfall nur zu untersuchen, ob 
in dieser G 2 V sich etwa homogene Untergruppen Gv finden lassen, die 
zur nicht-homogenen Gv holoedrisch isomorph sind. Auch liierfilr 
werden wir im folgenden Kapitel ausfiihrliche Beispiele beibringen. 

§ 7. tJber ein wielitiges Princip der Gruppentheorie. 

Bevor wir weitergehen, mussen wir hier eine Erbrterung von 
allgemein gruppentheoretischer Bedeutung einschalten, die dann so- 
gleich fur unsere fernere Besprechung der Congruenzgruppen verwertet 
werden soli*). Es mogen zwei Gruppen gleichax'tiger, aber nicht 
naher definierter Operationen G^ und Gt der endlichen Ordnung s bez. t 
gegeben sein. Die Operationen der einen sollen 1, 
heissen, die der anderen 1, w-^j und es soli die Bedingung 

bestehen, dass jede Operation aus der ersten dieser beiden Ueihen 
mit jeder aus der zweiten vertauschbar ist, was wir symbolisch durch 

( 1 ) ViWk — WkVi 

ausdrucken. Unter dieser Voraussetzung entspringt durch Combination 

*) Die folgenden Entwicklungen warden vom Herausgeber hinzugefiigt. 
tlbrigens ist das im Texte benutzte gruppentheoretische Princip ala solches nicht 
neu, sondem ist jedenfalls in speciellen Fallen bereits verschiedentJich zur Goltung 
gekommen. Einer bekannten Eigenschaft der FlS^chen zweiten Grades entsprechend 
stellt sich dasselbe sofort ein, wenn man Gruppen orthogonaler Substitution en bei 
vier Veranderlichen untersucht Vergl. z. B. Goursat, Swr les suhstitutions ortho- 
gonales et les divisions reguUeres de Vespace, Annales de TBcole Normale, s^r. 3, 
t. VI (1889). 
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von Gs nnd Gt eine Grnppe G^t der Ordnung $tj deren Operationen wir 
zweckmassig in deni Schema anordnen: 


1 , 

^'1 7 

^’2 7 • • • 




• • • 


U \2 , 


J ■ * * 






Innerlialb dieser G^t bilden die beiden vorgegebenen Gruppen Gs 
und Gt ausgezeiclinete Untergmppen. Wir nehmen an, dass wir die 
Zerlegung dieser ietzteren Gruppen G^^ Gt in ihre Untergmppen voll- 
stiindig geleistet liaben. Es soli gelten, die Hilfsmittel zu entwickeln, um 
von hieraus die Untergmppen von G^t in einfachster Weise zu gewinnen. 

1st Ga eine beliebig berausgegriffene Untergruppe von Gs, G^ eine 
ebensolche von Gt, so wird durch Combination von Ga und G^t er- 
siclitlich eine Gat entspringen. Denken wir uns die 6 Operationen 
der Ga in der ersten Horizontalreihe von (2) an erster Stelle an- 
geordnet, und entsprechend die % Operationen von G>t in der ersten 
Verticalreihe von (2), so werden die (Sr Operationen von Gat ein 
Rechteck von a Vertical- und r Horizontalreihen fiillen, das an der 
linken oberen Bcke im Schema (2) eingelagert ist. Nach der Art Hirer 
Herstellung nennen wir Gat cUw cmnhinierte Untergruppe von O^t* Die 
Sachlage ist nun die, dass es ausser den combinierten Untergruj)pen 
von Gst ini allgemeinen auch noch weitere giebt, deren Bigenart nun 
festzustellen ist. 

Sei zu dem Ende G irgend eine noch gar nicht naher specificierte 
Untergruppe von Moge diese Untergruppe G mit Os eine Unter- 

gruppe gemein haben, die wir wieder Ga nennen, und deren Ope- 
rationen 1, v.^, • • Vo~i seien^ desgleichen habe G mit Gt eine 

Untergruppe mit den Operationen 1, w^, • • •, gemeinsam. 

Dann ivird notwendig die aus diesen heiden Gruppen Ga und G^ ent~ 
springende comhinierte Gruppe Gat in G enthalten sein, und man sieht 
Bugleicli, dass Gat die timfassendste in G enfhaltene comhinierte Gh'uppe ist 

Jetzt erharten wir durch elementare gruppentheoretische Be- 
trachtungen den folgenden Satz: G enthalt aus der einzelnen Horizontal- 
reihe (2) entweder 0 oder keine Operation, entsprechend aus der einzelnen 
Verticalreihe entweder r Operationen oder gar keine. Giebt es dem- 
nach in G ausser den Operationen der Gat noch eine weitere, so 
konnen wir diese unter zweckmassiger Anordnung des Schemas (2) 
VaWt nennen und finden dann sogleich in G noch neue Operationen, 
die durch Combination von VaWt mit der Gat entspringen. Denken wir 

26 * 
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diese (5t Operatioiien im Schema (2) an den Kreuzungspunkteii der Hori- 
zontalreihen (<J + 1), (ff + 2), • • •, 2<s mit den Verticalreihen (r + 1), 
(j; 4-2), • • •, 2t angeordnet. Sind auch nun die Operationen von G 
noch nicht erscLiopft, so komme nock nnd damit wieder so- 

gleick <st nene Operationen liinzu, die wir uns auf entspreckende Weise 
in (2) als drittes Reckteck angeordnet denken. Moge daun weiter nock 
•vsaWar und so fort kinzukommen, bis endlick mit und 

den beziiglicken durck Coinkination von V(x — i)cx^(x — i)r nnd Gar 

entspringenden Operationen die ganze Gruppe G ersckopft ist. Die 
letztere wird alsdann k ■ st versckiedene Operationen entkalten und 
wir bezeicknen sie sonack fortan als Gxar- 27o/CJi v/yt/S&GT 

g&tooliiiten A.usdt'ucksweise tvet'den wir Gat (ds eine Gntergruppe cles 
Index 55 mi Gxat heseicJmen und Jidben in den n Operaiionen 

( 3 ) 1 , ValVr, V^aUJit, ■ ' V(x—l)alO(x-l)t 

ein Seprasentantensystein fur Gat cds Untergnijype von Gxat- 

Die bier aufgetretenen x0 Operationen 1, v^, • ■ V(x—i)a, die 

teils als solcke, teils mit Operationen w combiniert sick in Gxat 
findeu, werden nun eine Untergruppe Gxa von Gx formieren. In der 
That, sind Vi nnd vt zwei beliebige unter diesen x0 Operationen, so 
finden sick in G,at notwendig zwei Operationen ViWa, v^io,, und mit 
iknen auck (vivf) • so dass auck (vivf) zu den genannteu 

X6 Operationen v gekbrt. In entsprecheuder Weise werden die xt Ope- 
rationen 1, Wi, W 2 , •••, w^x-i)t eine Untergruppe Gxt von Gt ker- 
stellen, nnd da bilden wir nun aus Gy.a und Gxt die combinierte 
Gruppe G.c.at. Diese wird dmn die Jcleinste combinierte Untergrupyw 
von Gst sein, in der Gxat enQialten ist Indem wir aber Gxat solcher- 
gestalt zwiseken den beiden combinierten Untergruppen G„t und Gx^ot 
gelegen finden, werden wir unsere fraglicko Gruppe Gyat zur Unter- 
sekeidung von den combinierten Gruppen als eine mtermedwrc Unter- 
gruppe von Gat bezeicknen. 

Urn unsere Uberlegung nock weiter fortzusetzen, haben wir jctzt 
den wicktigen Satz, dass die mit Qa legeichnete Untergruppe inncrhalh 
Gxa ausgeeeicimet ist. Ist namlick Vt eine Operation der Ga, also i <^o, 
Vk aber irgend eine Operation der Gxa, so giebt es in Gxat eine Ope- 
ration WiVh, und damit ist auck (p}tvf)~'^Vi{wivf) = VjT'^ViVk in Gxat. 
entkalten. Zugleick gekort aber diese letztere Operation ihrer Gestalt 
naek zur Ga, und ist also, als in G, und Qx.at gemeinsam entkalten, eine 
Operation von Ga- Tkatsacklich ist somit tiberkaupt Vk~'^GaVk’=‘ Ga- 
Analog ist Gt ausgeseielmete Untergru^e von Gxt, und wir schliessen 
kieraus auf Grund von (1) sofort, dass auch Gat emsgemehmte Unter- 
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grup;pe von Gx-^at und also seWstverstdndlich audit von Oxn^t ist, Ein 
Reprasentantensystem fiir Qa als Untergruppe von Gy,o werden wir in 

’ * *? — 1)<7 

besitzen, wahrend ein ebensolclies fiir Gt als Untergruppe von Gyt aus 
den Operationen 

(5) 1, tCt, U'ix, ■ ■■, ll\y.-iyx 

gebildet wird. 

Man sehe jetzt die Operationen der Gat als nicht wesentlicb von 
einander verschieclen an, eine Massnabme, die wir bei ausgezeicbneten 
Untergruppen ja bereits des ofteren getroffen baben. Da reduciert 
sick denn die Gya auf eine g^yj y die wir als die Gruppe der Ope- 
rationen (4) ansprechen konnen; desgleiclien wird aus Gyr die g^y"^ der 
Operationen (^5), wahrend unsere intermediare Gruppe Gyat selbst 
auf die gy. der Operationen (3) zuriickgehen wird. Hier besteht nun 
als Hauptsatz unserer Erorterung der folgende: Die soeben eingefiihrten 
Gruppen g^y} and lassm sicJi holoedriscJi isomorph auf einander be- 
siehen, dadurch ndmlicJiy dass man die Operation der Eeihe (4) der 
yten Eeihe (5) mordnety ivdbei v die Zalilen 2, 3, • • •y tc m 

diirchlaufen hat. Combinieren wir namlicli irgend zwei Operationen 
und Viiatv^st der g^y so entspringt wieder eine Operation dieser Gruppe g^. 
Es ist also unter Gebrauch eines sckon friilier (p. 321) bei analoger Ge- 
legenbeit verwendeten Aquivalenzzeicbens VaaWat * co VyaWyty eine 

Gleickung, die sich sofort in die beiden spaltet: 

Vaa'O^a 7 rO Wya y 

womit unsere Behauptung zur Evidenz gebracht ist. 

Das soeben gewonnene Resultat konnen wir nunmehr auch um- 
keliren und gewinnen so den bier in Aussicbt genommenen Hauptsatz 
liber die Existenz der intermediaren Untergruppen. Wir setzen voraus, 
dass die Zerlegung der G^ auf zwei Untergruppen Ga und Gya gefiibrt 
babe, von denen die erstere in der letzteren ausgezeicbnet entbalten 
sei; in der namlicben Beziebung zu einander mogen die beiden in 
der Gt aufgefundenen Untergruppen G<t und Gyt steben. Indem wir die 
Operationen der Ga als von einander nicbt wesentlicb verscbieden an- 
seben, gebe Gxa auf eine g^x zuriiek, deren Operationen wir sogleicb 
wieder durcb (4) bezeicbnet denken. Analog gebe Gxt auf eine g^y^ der 
Operationen (5) zuruck, sofern wir die Operationen der Gt nicht mebr 
von einander verscbieden anseben. Jeder moglichen holoedrisch isomorphen 
Zuordmmg der Gruppen g^^^ uoid g^f^ entspricht dann eine intermediare 
Untergruppe Gxaty welche ^wischen den aus Ga, Gt Gxoy Gxt entsprin- 
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gmden combinim'ten Untergmppen Gat und G^^at von Gst eingesehlossen 
ist, 1st namlicli jener lioloedrische Isomorphismus etwa dadurcli zu 
Wege gebracht, dass man Va ^nit u. s. w. entsprechend 

setzt, so combiniere man diese Operationen zu den yc neuen 

* * *, %-i)otiV_i)r, die dann eine Untergruppe gy, in der durch 
Combination von g^y} und g^y^ entspringenden gyr- bilden. Von dieser 
gy. aus scbliessen wir nun vermoge einer wiederholt angewandten Uber- 
legung rllckwarts auf die Existenz einer intermediaren Gyat^ welche 
durch Combination der Gat niit den 1, VoW^, 

entspringt, wofern wir letztere Operationen nun wieder als solche der 
Gruppe Gy’^ot deuten, ohne noch die Operationen der Got als unter 
einander identiscli zu denken. 

Inwiefern diese Entwicklungen bei den Congruenzgruppeu An- 
wendung finden, wollen wir jetzt des naheren auseinandersetzen. 

§ 8. Erlanternng der Entwicklungen des vorigen Paragraphen durch 
die zur seehsten Stufe geh5rende 

Yorstehende allgemeine Erorterungen linden nun auf unsere Eragen 
Anwendung, wenn es gilt, die bei zusammengesetzten Stufenzalilon 
n eintretenden endlichen Gruppen in ihre Untergruppen zu zer- 

legen. Es wird zweckmassig sein, dass wir die Art dieser Anwondung 
vorerst an einein Beispiele erlautern, bevor wir dieselbe liir den 
allgemeinsten Fall einer zusammengesetzten Stufenzahl erortern. Wir 
wahlen die Stufe w = 6, bei der es sich um die Zerleguiig derjenigen 
(t 72 handelt, welche wir bereits im vorigen Kapitel auf geometrischem 
Wege definiert batten. Auf Gi'und der eben entwickelten Satze werden 
wir die Zerlegung der G^.^ ohne Miihe leisten, wenn wir die Zerlegung 
der zu n = 2 und n = 3 gehorenden Gf^ bez. G^^ zuvor bereits aus- 
fiihrten. Aber diese Gq ist ja eine Diedergruppe, wahrend G^.^ dem 
Tetraedertypus angehbrt; beiderseits ist also von den „Vorlesiuigen 
iiber das Ikosaeder^^ her die Structur bekannt. 

Die Hauptcongruenzgruppe sechster Stufe iat in derjenigen 
der dritten Stufe enthalten. Da letztere in der Gesamtgruppe f vom 
Index zwolf ist, so wird es in der zur seehsten Stufe gehorenden ©72 
im ganzen 72 : 12 = 6 mit der Identitat modulo 3 congruente Ope- 
rationen geben, die wir 

(1) I7 «!!7 'O3, Vi,, 

nennen wollen. Diese Substitutionen werden innerhalb der 6^72 eine 
ausgezeiehnete Gq bilden, weil namlich die Hauptcongruenzgruppe dritter 
Stufe ihrerseits in der Gesamtgruppe f ausgezeichnet ist. Unter den 
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seclis Substitutionen (1) koiinen keine zwei modulo 2 congruent seiu. 
Ware namlicb = t?*, (mod. 2), so wiirde sofort ^ (mod. 2) 

folgen, wahrend docb alle secbs Substitutionen (1) mod. 3 unter 
einander congruent sind: 

(2) 1 = ^\ = ^2 = • • • = t*5 , (mod. 3). 

Demgemass ware sowohl modulo 2 als modulo 3 mit der Identitat 

congruent, und also aucb modulo 6, wie man sofort zeigt. Daraus 
aber ergabe sicb V£ = Vi-, (mod. 6), so dass und Vi clieselbe Operation 
der (t 72 darstellen miissten. Wir bemerken solclierart, dass wir in (1) 
ein System modulo 2 incongruenter Substitutionen besitzen, and Iconnen 
sonaclh die aus ilinen hesteliende Gq dls die zur Haiq^tcoiigruenzfjriqype 
zLceiter Stufe fj. geliorende endliche Gq anspreclmi. 

In vollig entsprecbender Weise wird es in der G,-.^ zwolf modulo 2 
mit der Identitat congruente Substitutionen 

(3) 1, 

geben, die eine in der ausgezeicbnete G^,^ bilden. In (3) haben 
wir dann ein System modulo 3 incongruenter Substitutionen vor uus, 
so dass die eb&ii ge)iannte G^^ als die zur Haujgtcongniemgruxype drifter 
Stufe geliorende endliche G^^ angesehen werden Jcann imd als solche den 
Tetraedertypus hesitzt. 

Da unsere G ^2 der ausgezeiehnet ist, haben wir jedenfalls 
Vi^'^iVkVt = tVij (mod. 6). Indem wir aber letztere Congruenz nur mod. 3 
nehmen, lieisst sie infolge von (2) Wi = Wi^ (mod. 3), woraus sich die 
Identitat von Wk und ti?i ergiebt. Wir haben also: 

(4) ViiVk = WkVi, (mod. 6), 

d. h. mnerhaTb unserer G^^ Suhstihitio7i aus der JEteihe (1) 

mit jeder Substitution ivj^ aus der JEteihe (3) vertauschhar, Durch Combi- 
nation von Gq und entsteht jetzt die (T72 selbst; wir haben ihre 
Operationen in dem Schema 


1 , 


^2 ? ■ 

*; 

«8 

Wi, 

V^Wi, 

, • 

*? 


W2, 

VIW2, 

V2W.2 , • 

' 7 


^ 11 ) 



'7 



vor Augen. 

Wie man sieht, sind die den Entwicklungen des vorigen Para- 
graphen zu Grujnde liegenden Voraussetzungen bei unserer Grj^ vollig 
erfiillt; ziehen wir also nun auch fur dieselbe die Polgerungen, welche 
oben ganz allgemein fiir die Gst galten. 

Zunachst werden wir eine grossere Reihe combinierter Unter- 
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gruppen cler (xyg unmittelbar angeben konneii; indem wir die Unter- 
gruppen der Gq einzeln mit denen der G^^ eombiniereu. Dariiber 
liinaus treten aber auch nocb intermediare Untergruppen auf und 
weiiigstens eiue derselben wollen wir bier etwas ausfuhrlicber be- 
tracbten. In der Gq giebt es eine ausgezeicbnete Untergruppe G 3 , 
deren Substitutioneu 1, V 2 seien. Wablen wir diese G^ fiir die 
oben allgemeiii mit Go bezeicbnete Untergruppe^ wobei dann Gya unsere 
jetzige Gq seiii soil. In der G^^ es eine Vierergruppe G^ und 

in dieser drei Gg, welcbe einzeln iimerhalb der G^ ausgezeicbuet sind. 
Die Operationen der Gj^ seien 1, 10 ^, tv^j eine besonders beraus- 
gegriffene G^ enthalte 1 mid Wir nebmeii daim diese G^ als die 
oben durcb G^ bezeicbnete Grujipe, wLlbrend die Gyt nun unsere 
Vierergruppe G^^ sein wird. An Stelle der und treten bier 
zwei Gruppen zweiter Ordnung Hlese beziebt man nun in der 
That sofort auf eine bestimmte Weise boloedriscli isomorpb eiuf ein- 
ander, wie sicli deiin liberbaupt stets zwei cyciiscbc Gruppen gleiclicr 
Ordnung in diese Beziebung zu einander setzen lassen. Man siebt, bier 
sind alle Bedingungen fiir die Existenz einer intermediaren C-r 2 . 2.3 erfiillt; 
wollen wir deren Substitutioneu jetzt auch nocb explicite konnen lernen. 

Durcb Combination der Vierergruppe 6 ?^ und der Gq der Sub- 
stitution.en ( 1 ) entspringt eine G 24 ,, deren Operationen, in gewobnter 
Weise angeordnet, diese sind: 

^6 





(l:r) 

(3, 2 \ /3, 5\ (0, 1\ 

\4, 3/' \1, 0/’ \5, 3/ 


/I, 3\ /I, 0\ /2, 3\ 

\0, 1/' Vs, 1/' Vs, 2/ 

/I, 5\ /I, 2 \ p, n 

V2, 5/’ V5, 5 /’ Vl, 4/ 

/I, 1\ 7i, 4\ p7'5\ 
V4, 5 /' Vl, 5/’ V5, 4 / 

/3, 5\ /3, 2\ fO, 1 \ 

V4, 3 /’ Vl, 3 /’ V5, 0/ 


Indem fur uns x = 2 ist, wird Q’ die oben mit VoWt bczeiclmote 

Operation. Die combinierte Untergruppe 6 r 2 • » ist, wie man sofort 
berecbnet, eine cycliscbe Gq, und die Vereinigung von deren secbs 


Substitutioneu mit 




fiihrt auf die secbs im letzten Rechteck des 


eben aufgestellten Schemas angefdhrten Operationen, die man iibrigens 
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ohue Mtihe als solclie der Periode zwei erkennt. Die infermcdidre 
aits diesen letsten secJis Siibstitutionen iind der co7}ibinierten 3 i'c- 
stehendj erweist sicli dergestalt dls eine Griqyi^e G^.^ vom Dledertypus. 

§ 9 . Beduetion des Problems der Zerlegtmg der Gruppen Gyin), 
bez. 6r2«(«). Historisclies. 

Die Entwickhingen der vorigen Paragraj>lieu haben allgemeine 
Bedeutung fur diejenigen Stufeiizalilen u = • )i 2 f die aus zwei gegen 

eiuander relativ jorimen Zalilen zusammengesetzt siud. Um dies 

in Allgemeinlieit zu erortern, miissen wii* uns indessen der Lomogenen 
Substitutioiien bedieuen, was fur den Pall n — Q des vorigen Para- 
grapben nock nicht unbedingt nbtig war. 

Zwei liomogene Modulsabstitutionen sind stets uud nur danii 
modulo n congruent, wenn sie einander mod. und mod. einzeln 
genoinmen congruent sind*). Es wird nun in der G^^u^h) dor mod. n 
incongruenten Substitutionen eine gewisse Reihe modulo mit der 
Identitilt congruenter Substitutionen sick finden. Unter den Substitu- 
tionen dieser Reike konnen keine zwei modulo 72^ congruent ausfallen, 
wakrend andrerseits in derselben nock alle 2 ^ 1 ( 77 ^) modulo % incon- 
gruenten Typen auftreten miissen, letzteres deshalb, weil nack § 4, p. 395 
auch in der Hauptcongruenzgruppe Stufe nock alle Typen mod. 
vorkommen. Die Zahl der mod. ng mit der Identitat congruenten Sub- 
stitutionen der G 2 /u{n) ist sonack LeMere werden ddbei erne m 

der G^iLtin) aiisgemcJmete ZJntergruppe /<(«,) hilde7ii moge sie aus 

( 1 ) 1 . 

besteken. Diese 2^(%) Operationen konnen wir auf der anderen Seite 
als ein Reprasentantensystem der komogenen Hauptcongruenzgruppe 
in Bezug auf die Gesamtgruppe f anseken; besagte G^^tin^) ist 
S07iach die mir Stufe 7 %^ gehorige e77dliche Gru^'jge 2gL{7%f)^^ Ordmmg. In 

*) Man zeigt leiclit, dass dieser Satz bei den nicht-homogenen Substitutionen 
nicbt gilt. Da giebt es vielmebr stets zwei modulo n incongruente Operationen, 
die beide modulo uud modulo einzeln genommen, = 1 sind; z. B, sind die 

beiden modulo 12 verscbiedenen Typen docb beide sowobl mod. 3 

wie mod. 4 der Identitat congruent. Eben dieser Sacblage wegen miissen wir 
im Texte die bomogenen Substitutionen beranziehen. Bine Ausnabme findet 
iibrigens wieder fiir den Fall statt, dass eine der Zablen gleicb 2 ist; als- 

dann gilt der Satz fur die niobt-bomogenen Substitutionen genau in der Form, 
wie er im Texte fiir die bomogenen aufgestellt wurde. Hierber gebCrt das im 
vorigen Paragrapben betraebtete Beispiel w ~ 6, wesbalb wir auch dort mit den 
nicbt-bomogenen Substitutionen unbescbadet arbeiten konnten. 
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ganz entsprechender W^eise bilden die modulo % mit der Identitat 
congruenten Substitutionen eine ausgezeichnete 

•welche als die zur Stufe gebbrige endliclie Gruppe Ordnimg 

aufgefasst werden kann. Die Substitutionen derselben sollen heissen: 

( 2 ) 1 , W^, • • 

Da die 6 ^ 2 ^. w ausgezeichnet in entbalten ist, so baben 

wir jedenfalls 

^VJ^'^v^^Vk^Vly (mod. • n^, 

Betracbten wir diese Congruenz aber nur mod, so kommt v, = vi 
(mod, da Wk=li (mod. ist. Inzwiscben sind docb die Sub- 

stitutionen ( 1 ) mod. alle verscbieden; wir baben also notwendig 
i = so dass jede Ox^emtion ( 1 ) mit jeder dmelnen 0;peration ( 2 ) ver- 
taiischhar ist: 

( 3 ) = (mod. 'ii). 

Die Grii%y]^e entsteht jet^t offenlar durcJi Gomhination ihrer 

leiden Untergruppen in der That ist ja aucb (cf. 3 p. 395): 

2 a (n) == 2 ft (%) • 2 ft (Wg) . 

Man siebt; dass wiederum alle Vorbedingungen fur die Entwick- 
lungen von § 7, p. 402 erMlt sind, und dass demgemilss die dort durcb 
Gst bezeicbnete Gruppe nun direct mit der G^fii^n) identificiert werden 
kann. Man wird also auf Grund der an der gemeinten Stellc entwickelten 
Regeln die Gesamtbeit aller in entbaltencn Uutergruppen durcb 

einfaebe Massnabmen aufstellen konnen, wenn wir zuvor die Gruppen 
G^^lM G 2 fi( 7 i^) einzeln vollstandig in ihre Untergruppen zerlegt 
denken, Wir hdben solcliergestalt das Droilem der Zerlegimg der G^^t^n) 
wi wesentliclien auf die heiden einfacheren Probleme der Zerlegung der 
Gruppen G^^m y^nd G^jn^n^ mtriiclcgefulirt Wie wir nun die Reduction 
unserer Aufgabe noch weiterfiibren werden, liegt auf der Hand. Mbge 
die Zerlegung der Zabl n in ibre Primfactoren auf oi — (f • • • • 

fiibren, so werden wir zuvorderst die Gruppen G 2 , • • • einzeln 

zerlegen, worauf nun die Regeln von § 7 zu wiederbolten Malen an- 
zuwenden sein wbrden. Bei dieser Sacblage braucben wir also gar 
nicbt die Gruppe G 2 f.iin) fur alle moglicben Werte von n zu zerlegen; 
vielmehr hat sich %mser Problem im wesentlichen darauf reduciert, dass 
tvir fur alle Primmhlpotm^en (ff die Zerlegung der bernglichen G^/niq^) 
thatsdchlich ableisten. Alsdann aber wiirden wir fur jedes uns vor- 
gelegte n die vielleicbt umfanglicben, aber docb im Princip elemen- 
taren Massnabmen des § 7 auszuuben baben, um auf Grund der ge- 
leisteten Zerlegung der Gruppen 6 ^ 2 (2 0 riun aucb die Zerlegung von 
G^fiin) ZU erledigen. 
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Wir wollen nun sogleicli mitteilen, in wie weit die hier ror- 
gelegten Probleme Iieutzutage ihre Auflosung gefunden liaben. Die 
Zerlegung der nicbt-lioiaogenen Gru(qV) fiir eine beliebige Primzahl- 
potenz ist in der That durch Hrn. Gierster geliefert worden*). (Nur 
blieb dabei vorerst der Fall q = 2 ausser Betracht, der sich nicht ohne 
weiteres unter den allgemeinen Fall subsumiert). Nehmen wir hinzu, 
dass von bier aus der Fortgang zu den homogenen Gruppen 
ohne besondere Mxihe geleistet werden konnte, so wird man zufolge 
der gerade vorausgeschickten Bemerkungen das Problem der Zerlegung 
der Gruppen und damit zugleich das Problem der Aufstellung 

aller Congruenzgruppen als ein im wesentlichen gelostes ansehen 
dtlrfen und wird in diesem Sinne die grosse Bedeutung der genaunten 
Gierster^schen Arbeit anerkennea. 

Preilich wird es fiir uns im folgenden der Kurze halber nicht 
statthaft sein, Hrn. Gierster bis zum allgemeinen Pall der Primzahl- 
potenz if zu folgen. Wir werden vielmehr in ausfiihrlicher Weise nur 
den niedersten hierbei in Betracht kommenden Fall der einfachen 
Primzahl q beriicksichtigen. In der That soil ehen dieses in den 
heiden folgenden Kafiteln unsere Aufgahe sein: Die voUstdndige Zer- 
legung der nicht-homogenen Gruff e Gfi(q) mi entwicheln (womit wir uns 
dann die Mittel zur Aufstellung aller Congruenzgruppen von Primzahl- 
stufe verschafft haben werden). Auch fiir diesen Fall der Primzahl- 
stufe q ist eine Arbeit von Hrn. Gierster grundlegend gewesen**), 
indem in derselben zum ersten Male die v oils tan dig zerlegt 

und zugleich der Beweis dieser Vollstandigkeit beigebracht wurde. Ein 
grosser Teil der in der 6 ?-^ ( 3 ) enthaltenen Untergruppen ist freilich schon 
fruher von J. A. Serret**'^) aufgestellt und untersucht worden. Das 
gilt^ wie wir hier zum Schluss vorPaufig anfiihren, insbesondere von 
den cyclischen Untergruppen der 6 r^f( 3 ), die im nachstfolgenden Kapitel 
zur Aufstellung gelangen sollen. Auf die ersten Untersuchungen, welche 
Galois iiber die hier in Betracht kommenden Pragen ausgefiihrt hat, 
werden wir noch verschiedentlich zuruckkommenf). 


'*) Man sehe die Arbeit: „Uber die Galois^ sche Gruppe der Modulargleichung, 
wenn der Transformatiomgrad die Potenz einer Primzahl > 2 ist‘% Matb. Ann. 
Bd. 26, p. 309 (1886). 

****) Man sehe Gierster’s Abhandlung ,fDie Untergruppe der Galois^ schen 
Gruppe der Modular gleiclmng fur den Fall eines primzahligen Transformations- 
gradcs‘% Math. Ann. Bd. 18, p. 319 (1881). 

Man vergl. die beziiglichen Mitteilungen von Serret in den Comptes 
Rendns von 1869 iind 1860, sowie dessen Cows d'dlg^lre supdriewre t. II p. 363 u, f. 
t) Oeuvres de Galois 1. c. (Lettre a Mr. Chevalier vom 29. Mai 1832). 
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§ 10. Das Verzweigmigsseliema ansgezeiclineter Oongruenzgruppen. 

Am Schlusse des gegenwai'tigen Kapitels ftlgen wir nocli eiuige 
Entmcklungen an, vermoge deren wir die Tragweite unserer Methode, 
durch Congruenzen modulo n Untergruppen der Modulgruppe zu defi- 
nieren, bezeichnen wollen. Wir handeln dabei zweckmassiger Weise 
vorerst vom Verzweigungsscbema einer ausgezeichneten Congruenz- 
gruppe der Stufe, die wir nenneii wollen. Da die Haupt- 
congruenzgruppe Stufe als Untergruppe in sich entbalt, so wird 
sich das Polygon der letzteren durcli eine bestimmte Anzalil von 
Poljgonen der einfacli und vollstandig bedecken lassen. Es ent- 
springt daraus insbesondere der Satz, dass das Verzweigungsscbema 

der ausgezeichneten |2, 3, sein wird, wo r ein Teller der 

Zahl n ist. Dass bier nun r notwendig 1 ist, d. b. dass jede im Sinne 
von § 6, p. 401, eigentlich mr Skife gehorige Congruenzgmppe stets 
das Vermveigungsschema {2, 3, n) lesitM^ wollen wir jetzt zcigen. 

Wir zerlegen zu dem Ende die Stufenzahl n in ibre Primfactoren 
n = • • . und greifen einen derselbeu, etwa q, beraus, wo- 

bei wir voraussetzen, dass der ihm zugeborige Exponent v > 1 sei. 

Da zufolge (7) p. 397 unter diesen Umstaiiden ^(n) = q^ • f*- (^) ist, 
so wird es in der G^i^n) der mod. n incongruonten Substitutionen im 
ganzen mit der Identitat mod. congruente Substitutionen geben. 
Die Gestalt derselben bestimmt man sofort zu: 


( 1 ) 




(mod. n)y 


wobei h, c unabliangig von einander Restsysteme modulo ^ durcb- 
laufen sollen. Diese q^ Operationen bilden innerbalb der 6r^<(«) eine 
ausgezeicbnete Untergruppe denn es ist die Hauptcongruenzgruppe 

( n 

— j Stufe, die sicb modulo n genommen auf die in Rede stebende 

(rgs reduciert. Die Structur dieser Gq^ ist aufs leicbtestc in Erfabrung 
zu bringen. Bezeicbnen wir die einzelne Operation (1) kurz durcb 
(a, 6, c), so bat man auf Grund leicbter Reohnung fiir die Combi- 
nation zweier unter ibnen die Formel: 


(a, &, c) • (a', 6', c') = (a + a\ & + V, c + c'). 

Wir entnebmen daraus, dass erstlicb jede Substitution (1), die Identi- 
tat ausgenommen, die Periode q bcsitzt, dass aber weiter je zwei Sub- 
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stitutionen (1) mit einander vertauschbar sind. Es giebt demzufolge 
in der im ganzen + (Z + 1) cyelisehe Gqf wabrend je zwei 
unter ibnen combiniert eine Gqi liefern. Eine solclie G.f- haben wir 
z. B. in den Operationeii (0, h, c) vor uns, welcbe sicb aus den 
beiden (0, 0) und (0, 0, 1) erzeugen lassen. Zieben wir liieraiis 

nocli die Folgerung, dass sicb die Gqt erzeugen lilssfc aus den drei 
Operationen : 



in welcben wir librigens drei mit einander gleicbbereelitigte para- 
bolisclie Modulsnbstitutionen der Amplitude erkennen. 

( tyi \ ter 

— j Stufe wird sicb modulo n stets auf 

eine solclie Untergruppe der ffu(M) reducieren, welcbe unsere Gq^ in 
sicb entbalt. Aber auch der umgekebrte Satz gilt offenbar: Reduciert 
sicb eine durcb Congruenzen modulo n vollstandig definierbare Unter- 
gruppe der Modulgruppe modulo n auf eine solcbe Untergruppe der 
G-^u{n), welcbe die Gq^ in sicb entbalt, so entbalt bereits die Haupt- 

Stufe in sicb und ist der j oder einer 

noch niedrigeren Stufe zuzuerteilen. Bei Anwendung dieses Satzes kann 
man sicb offenbar damit begniigen, in der mod. n reducierten die 
drei Operationen (2) nacbzuweisen5 gelingt dies, so wird sicb in der 
reducierten die ganze Gq^ finden. Ist iiberdies in der Gesamt- 
gruppe r ausgezeicbnet, so wird in der mod. n reducierten mit der 
einzelnen Substitution (2) aucb jede der beiden anderen auftreten. Hier- 
nach vereinfacbt sicb unser Satz dabin, dass wir sagen: Eine in der 
ModAdgrwg^e f ansge^eiclinete Untergruppe^ die sicli durch Gongruenmi 
mod. n vollstandig definieren Idssty in der sich aber eine mod. n mit 
n\ 

^ ^ I congruente Substitution findet, wird sich auch bereits durch Con- 
; 1 / 



gruemen mod. 


n 

1 


vollstandig definieren lassen. 


Ein entsprecbender Satz gilt aucb fur den Fall, dass nur die 
erste Potenz der Primzahl g in n aufgebt; inzwiscben liegen die Ver- 
baltnisse bier in mebrfacbem Betracht etwas anders. Wir schreiben 
n = g - n\ wobei also n' eine durcb g nicbt mebr teilbare Zabl sein 
wird, und geben iibrigens zweckmassig fur einen Augenblick auf die 
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n con- 


liomogenen Modulsubstitutionen zuriick. In der liomogenen giebt 

es 2 ^(q) mit der Identitat modulo n' congruente Operationen, die eine 
aiisgezeicbnete 6^2/1 (7) bilden. In dieser G^^ciqy baben wir die Gruppe 
modulo q incongruenter liomogener Modulsubstitutionen vor uns^, und 
wir wissen von dieser Gruppe, dass sie sicb z. B. aus denjenigen 
beiden in ihr entbaltenen Operationen berstellen lasst, die modulo q 
mit S bez. T congruent sind. Geben wir zu den nicbt-bomogenen Sub- 
stitutionen zuriick, so werden sicb dabei alle diejenigen liomogenen 

Untergruppen der G^ft(n), welcbe die mit ^ modulo 

gruente bomogene Substitution entbalten, auf nicbt-bomogene LTnter- 

gruppen der Gu^n) jeweils der balben Ordnung reducieren; alle ^ ^ 

mod. n nicbt entbaltende bomogene Untergruppen bebalten beim Riick- 
gang zur nicbt-bomogenen ibre Ordnung bei. Zu den Unter- 
gruppen letzterer Art gebort nun aucb die und in der Tliat 

giebt es 2 ^{q) verscbiedene, mit der Identitat modulo n' congruente 
Operationen in der Es liegt also zwiscben der nicbt-bomogenen 

6r2/<(2) bomogenen G^fxiq) boloedriscber Isomorpbismus vor, bei 

dem eine Operation der letzteren Gruppe nicbt-bomogen gescbrieben 
direct die entsprechende Operation der ersteren Gruppe giebt, wabrend 
umgekebrt eine Operation der ersten nur unter bestimmter Pixierung 
des Vorzeicbens ibrer Coefficienten in die entsprecbende bomogene 
Substitution gespalten werden kann. Immerbin ist offenbar, dass den 
beiden mit S und T mod. q congruenteu Operationen der bomogenen 
6^2/4 (3) die beiden mit den nicbt-bomogenen Substitutionen 8 bez. T 
modulo q congruenten Operationen der nicbt-bomogenen G<i^t(^q) zu~ 
gewiesen sind; letztere sind also erzeugende Operationen der nicbt- 
bomogenen 

Liege jetzt wieder eine (nicbt-bomogene) Untergruppc der 
Modulgruppe f vor, die sicb durcb Congrueuzen modulo n vbllig 
cbarakterisieren lasst. Pinden sicb alsdann in der mod. n rcducderten 
zwei Operationen, die modulo n' mit der Identitat, modulo q aber 
bez. mit 8 und T congruent sind, so umfasst die Hauptcongruenz- 
gruppe der Stufe n in sicb und lasst sicb bereits durcb Congruenzen 

mod. vollstandig cbarakterisieren. Ist insbesondere eine aus- 

gezeicbnete Untergruppe, und ist F diejenige Operation der die 
mod. n mit 1, mod. q aber mit 8 congruent ist, so wird nebeii V in 


Man vergl. hier auoh die Note auf der folgenden Seite. 
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der Untergruppe auch T’^WT=TVT und also aucli VTVTV=T' 
vorkommen; offenbar aber ist F'=l^ fmod. imd V' = 8TSTS 
(mod. g), welcbe letztere Substitution STS TS keine andere ist als T'^). 
Daber endlicb das Resultat: Findet sicli in der ausgezeiclmeten TJnter- 
gru^jpe die sich vdllsfdndig durcli Congruenzen modulo n cliaralcteri- 

sieren Iclsst, eine Siibstitidion^ die modulo mit 1, modulo q dber mit S 
congruent ist, so Idsst sich Tu’ hereits vollstdndig diirch Congruenzen 


modido definieren. 

Die durcbgefiibrte Betracbtung bringen wir nun in Anwendung 
auf die im Eingang des Paragrapben mit bezeicbnete ausgezeicb- 
nete Congruenzgruppe. Dieselbe sollte zur Stufe gehoren und 
damit baben wir, wie wir bier nochmals betonen, bereits zum Aus- 
druck gebracbt, dass H") nicbt schon durch Congruenzen bezuglich 
eines Tellers Yon n, der von n selbst verscbieden ist, definiert werden 
kann. Man setze jetzt, es sei das Verzweigungsscbema von ff") 
[ 2 , 3, ^}, so werden alle paraboliscben Modulsubstitutionen^ deren 

Amplitude durcb ~ teilbar ist, in entbalten sein. Telle jetzt die 
Primzabl q, welcbe in n in der Potenz 2 / > 1 entbalten sei, ^ nur in 


der Potenz v' c^v, so 


ist — sicher durch ~~ teilbar, und 
q X ^ 


0 , 1 / 


eine in enthaltene Substitution. Unter diesen Umstanden konnte 
nicbt zur Stufe gehoren. Sei zweitens q nur in erster Potenz 

in n entbalten, finde sich aber in iiberbaupt nicbt mehr. Dann 

teilt “ jedenfalls die Zahl ~ = n'^ in finden sich also die para- 

bolischen Substitutionen V — kann man die ganze 

Zahl 6 leicht so wahlen, dass 6n'=l, (mod. q) wird, da n' relativ 


') Man bemerke ubrigens, dass Substitution F' " (y * ’ obscbon sie —1 

i zwei bej 
sr Periode 
(cc\ 

V', W’ 


(mod. n') ist und modulo q die Periode zwei besitzt, dennocb als Operation der 
d. h. modulo n betracbtet von der Periode vier ist. Ist namlicb 


so berecbnet man sofort |3' ^ y' ^ 0, (mod. n), aber a' = ^ — 1, (mod. q) 

und = 1, ^mod. ~ 1 niod. n genommen konnen also oc' und S' weder 

mit + 1 nocb mit — 1 congruent sein. Wohl aber zeigt man leicht V'^ ^ 1, 
(mod. n). 
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prim gegen q ist. Die so in naclagewiesene Operation V wiirde aber 
= (mod. und =Sj (mod. q) sein^ so dass auch unter diesen 
Umstanden nicht zur Stufe geboren konnte. Zusammenfassend 

finden wir also, dass q in — aaf alle Falle ebenso oft entlialten sein 
muss als in w. Da die namliche tJberlegung fiir alle in n entlialtenen 
Primzalileii passt, so entspringt die Identitat von ~ und n und damit 

das Resultat^ um welcbes es uns bier zu tbun war: Eine ausge^ciclinete 
Gongruemgmpjpe der Stufe hesiUt das Vemoeigungsscliema {2, 3, n], 

§ 11* Congruenzeliarakter der TJntergruppen Olasse. Tragweite 
der Congruenzgruppen. 

Aus dem Scblusssatze des vorigen Paragraphen wollen wir jetzt 
endlich eine Reibe von Folgerungen zieben, auf die wir bereits im 
Anfang des § 5, p. 397 bindeuteten. Im Anschluss an den damaligen 
Gedankengang knupfen wir an die zur Zabl n gelibrigo, oben durcb 
r{„} bezeicbnete ausgezeicbnete Untergruppe vom Index oo an*). Die 
Substitutionen derselben wollen wir beziiglicb des beliebig gewiililtcn 
Zahlmoduls m reducieren. Dabei werden wir entweJer alle 
Typen mod. m incongruenter Substitutionen erhalten, oder es finden 
sicb nicht alle, sondern nur einige von ibnen, die alsdann innerbalb 
der eine atisgeseiclmete Untergruppe abgeben; man entnimmt letz- 

teres leicht aus dem Umstande, dass r{TO} in f ausgezeicbnet entlialten 
ist* Im ersteren dieser beiden Falle ist f {n} durcb Oongruenzeii mod. m 
in keiner Weise eingescbrankt, im letzteren ist sie Untergruppe einer 
ausgezeichneten Congruenzgruppe Stufe. Diese Untergruppe besilzt 
nun ein Verzweigungsscbema {2, 3, m}, und andrerseite muss sicb das 
zugeborige Fundamentalpolygon nach fruheren SS;tzen nicht nur glait 
in die Teilung (2, 3, n) einlagern lassen, sondern aucb, durcb die 
bezuglichen erzeugenden Substitutionen roproduciert, zu einer einfaclien 
Bedeckung der Teilung (2, 3, n) liinfUhren, Es ist domnach not- 
wendig m ein Teiler der Zabl n. Nun wissen wir aber bereits, dass 
Untergruppe der Hauptcongruenzgruppe n*®'’ Stufe ist. Dalier 
gewinnen wir den Satz: r{„} ist freilich Untergruppe d&r Ilauptcongruen^- 
gruppe r^((„) und damit iiberhaupt Untergrtippe der Congruenzgruppen der 

Stufe n Oder wo t ein helieliger Teiler von n ist; sie ist aber niclii 

Untergruppe irgend einer anderen Congruenzgruppe irgend welcher Stufe. 
Wir konnen das aueb dahin aussprechen: T)ie Substitutionen v der r(„} 

Wobei wir also n > C nehmeu. 
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sind an die JBedmgimg teeeI, (gnocL n) gelcnilpft; alle Uhrigen dar liber 
liinaiis nodi liinsidLommenden nrithmetltidien Merkmale dleser Siibstita^ 
tionen smd soldie, die sick nidit in ttnserer Tf else diirdt Congruenzen 
bezilglidi fester Zalihnoduhi m diaralderisieren lassen^'), 

Liege jetzt irgend eine Untergruppe r« von endlicliem Index 
vor, so wollen wir zuvorderst deren Ciasse bestimmen, welche sicli 
als die finde. Alsdann ist f {n} Untergruppe von und es finden 
sicL selbstverstandlieli in f u, mod. m betrachtet, alle diejenigen Tjpen 
von Modulsubstitutionen, die aucb sehon in r{,i} enthalten sind. Mit 
Riicksicbt auf den soeben fur f {n} gefundenen Satz entspringt daher 
bier das wicbtige Resultat: Ist eine Untergruppe Ciasse der Modal- 
griippe in einer Congruenzgriippe enthalten^ so ist deren Stufe n oder ein 
Teller von n. 

Haben wir die Untergruppe f a etwa auf Grand des Verzweigungs- 
satzes definiert, und sollen wir alsdann entscbeiden, ob sicb ihre aritb- 
metiscbe Eigenart vollstandig oder aueb nur zum Teil in unserer 
Weise durcb Congruenzen cbarakterisieren lasst^ so ist das einzu- 
scblagende Verfabren nacb dem soeben gewonnenen Satze das folgende: 
Wir redueieren die erzeugenden Substitution en von mod. wo n 
die Ciasse von ist, eine Reduction, die auf die Operationen Fg, 
F3, • • • fubren moge. Durcb Combination und Wiederbolung derselben 
gewinnen wir eine bestimmte Untergruppe der und baben nun 

folgende Falle zu unterscbeiden: JSntweder coincidiert die erhaltene Unter- 
gruppe von Giiiin) ^nit selhst, und dann ist aucli mod. n durdi 

Jceine Congruenzen eingesdirdnkt^ oder wir haben eine eigentliche Unter- 
gruppe von ^nd diese cJiaraMerisiert dann die JSinscJirdnhung, welche 

man fur durdi Congruenzen angeben kann. JErgiebt insbesondere die 
fragliche Untergruppe von dne Congruenzgruppe 9^*®^ Stufe, deren 

Index mit dem Index (jl der anfdnglich vorgelegten ubereinstimmt, so 
ist geradezu identisch mit jener Congruenzgruppe und kann sonach durdi 
Congruenzen modulo n vollstandig defmiert werden. Im ersten dieser 
Falle bat man tibrigens gar nicbt nbtig, alle Operationen der 
aus den F^, Fg, • • wirklicb berzustellen; vielmebr genugt es, zwei 
mit S bez. T mod. n congruente Substitutionen aus den 


*) Dieser den Congruenzcbarakter der Untergruppen betreffende Satz 

wurde von Hrn. Pick gelegentlicb einer Correspondenz desselben mit dem Herans- 
geber (Sommer 1886 ) obne Beweis ge'aussert. Die im Texte gerade vorliegenden 
Entwicklungen, sowie iiberbaupt die principielle Verwertung der Untergruppen T ^ ^ ^ 
gelien auf anderweit nicbt verSffentlicbte Untersucbungen des Herausgebers 
zui’uck, 

EUeiu-Pricke, Modulfuuctioxien. 


27 
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herzustellen ; diese beiden werden dann^ wie wir wisseii;, sicber die 
gesamte <?«(„) erzeugen*). 

Angesicbts der gewounenen Resultate cbarakterisiert sich die Trag- 
weite der im folgenden fast aussebliesslicb zur Verwendung kommen- 
den Metbode, durcb Congruenzen modulo n Untergruppeii der Modul- 
gruppe r zu definieren, dem Gesamtumfange des gruppentbeoretiseben 
Problems gegenilber als eine ausserst geringe Indem man fiir 
die Untergruppen Classe sogleicb die bezuglicbe Dreiecksteilung 
(2, 3, n) zu Grunde legt und in ibi*, dem Verzweigungssatze folgend, 
Fundamentalpolygone fiir die Untergruppen Classe absoiidert, 

zeigt sicb die Anzabl von Untergruppen Classe als unbegrenzt 
gross; aber immer nur eine endliclie Anzabl uuter ibnen lasst sicb 
vollstandig durcb Congruenzen, und zwar mod. n, definieren. Welch e 
Merkmale aritbmetiseber Art fiir die Substitutionen der iibrigen Unter- 
gruppen Classe zur Geltung kommen, ist uns zur Zeit nocb 
unbekanut; aber es scbeint, dass sicb bier der kunftigen Porscbung 
nocb ein weites Feld wicbtiger zablentbeoretiscber Entdeckungen dar- 
bietet. 


*^) Diesel' fiir praktiscbe Zwecke ausserst wichtige Kunstgriff, von clem auch 
bereits im vorigen Paragraphen auagedelinter Gebrauch gemacht wurde, ist zuerst 
von Pick auf eine im Texte spaterbin noch explicite vorkommcnde Gattung von 
Untergruppen angewendet; vgl. dessen Arbeit: Uher gewisse ganpmhUge UneareSuh- 
stihitionen^ welche sick nicht durcTi algebraische Congrnensen erl'laren lassen. Math. 
Ann. Bd. 28, p. 119 (1886). 

**) Dass nicht jede Untergruppe der Modulgruppe eine Congrueuzgruppe ist, 
wurde von Klein in ausdriicklicher Weise zuerst in der sohon p. 308 genannten 
der Miinchener Akademie im Dec. 1879 vorgelegten Note: Zur TheoHe der ellip- 
tisclien Modulfunctionen (abgedruckt Math. Ann. Bd. 17) angegeben. Dortselbst 
ist denn auch das Wort Congruenzgrux)pe zuerst gebraucht. Man vergl, hier 
iibrigens auch noch die bereits bei Gelegenheit genannte Arbeit des Heraus- 
gebers: Ul)€r die SubsHtutionsgruppen, welelie m den aus dem Legendre^sclien 
Infegrdlmodul gesogenen Wuraeln gelioren, Math. Ann. Bd. 28 (1886). 



Achtes KapiteL 

Die cyclisclieu Xlntergriippeii in deii znr Primzahlstufe q gehoreuden 
Oinppen — i)j — i) nnd. ^q(q- — 1)» 

i 

Bereits im § 9 des letzten Kapitels wurde das Them a der Entwick- 
lungen angegehen, welche den Best des gegenwartigen Absclinitts ans- 
fiilien sollen. Wir wollen fiir den allgemeinen Pall der Primzahlstufe q 
die zugehorige endliehe Gruppe in ihre XTntergruppen zerlegen 

2 

und uns so die Mittel zur Aufstellung aller Congruenzgruppen von Prim- 
zalilstufe schaffen. Indem wir gelegentlich auch die homogenen Snb- 
stitutionen mit in Betracht ziehen, fassen wir aber namentlich unsere 
Aufgabe in dem vSinne etwas weiter, dass wir auch die Modulsubstitu- 
tionen zweiter Art zwischendurch mit verfolgen. Die erweiterte Modul- 
gruppe r reduciert sich,. modulo q genommen, auf eine in 

welcher die ausgezeichnete Untergruppe vom Index zwei ist; 

2 

auch diese erweiterte Grq(g^-.i) wollen wir also mit in Betracht ziehen. 

Indem wir q — 2jB hei Seite lassen^ sind die niedersten Special- 
werte q = £> und 7. Piir beide Falle ist uns die Zerlegung wenigstens 
der bereits vollstandig bekannt; fur q = b von den Vor- 

lesungen uber das Ikosaeder her^ fiir q^l auf Grund der letzten 
Entwicklungen im vorletzten Kapitel. In der Structur der beiden fur 
q — b und 7 eintretenden Gruppen Ggo bez. erkaunten wir bereits 
oben mannigfache Analogien; das kommt jetzt darauf hinaus, class 
eben ^ = 5, 7 Specialj^lle der allgemeinen Primzahlstufe q sind, und 
dass eben deswegen in den Gruppen und die Structur der all- 
gemeinen entsprecbender Weise zum Ausdruck kommen 

2 

muss. Auf der anderen Seite konnen wir die fruheren Entwicklungen 
liber g; = 5, 7 sehr zweckmassig zur Illustrierung unserer weiter fol- 
genden allgemeinen Erorterungen verwerten; da warden uns nament- 
lich die geometrischen, das Polygon ■^168 betreffenden Entwicklungen 

27 * 
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von grossem Werte sein, wenn es sick darum handeln soll^ entspreckende 
tJberlegungen fiir die allgemeine Primzaklstufe durekzufiikren^ was wir 
Tins dock auck zum Ziele stecken werden. Die Bekandlung der somit 
bezeickneten Aufgaben teilen wir jetzt so ein^ dass wir im gegenwar- 
tigen ackten Kapitel die cyeliscken Untergruppen von 

2 

und behandeln, im folgenden aber die nickt-eyclischen. Zu- 

vorderst handelt es sick also nm Untersuckungen, die, wie wir sclion 
oben des nakeren angaben, znerst von J. A. Serret durchgefuhrt sind*^). 

Ein bei Durckfukrnng der in Aussickt genommenen Untersuchnngen 
sekr zweckmassiges zaklentheoretisckes Hilfsmittel miissen wir kier 
vorab (in den beiden ersten Paragrapken) besprecken, da man es zu- 
meist in den Elementen der Zaklentkeorie nickt zu bekandeln pflegt. 

§ 1. Die Galois’seken imaginaren ZaMen. 

Moge eine Congruenz zweiten Grades mit einer Unbekannten 
= Ny (mod. gf) vorgelegt sein, in welcker N ein beliebig, aber fest 
gewaklter quadratiscker Nicktrest von g ist. Dieser Congruenz kann 
durek keine reelle ganze Zakl geniigt werden. Das veranlasst uns 
dazu, mit Galois**) eine dem Gebiete der reellen Zaklen nickt an- 
gekorige imaginare Zakl s dadurck zu definieren, dass wir festsetzen, 
es solle 

(1) = Nj (mod. 

sein. Die Sckbpfung dieser imaginaren Zakl a wird man sofort als 
einen Sckritt erkennen, der sick vollig analog der Einfiihrung der ima- 
ginaren Einkeit i vermbge der Gieickung — — 1 an die Seite stellt. 
So werden wir nun auck vermittelst der reellen ganzen Zaklen m, • 
und unserer imaginaren Zakl a die complexen ganzen Zaklen 

m na 

aufbauen, deren es leickt erweislick mod. g im ganzen incongruente 
giebt, die reellen Zaklen kierbei mit eingerechnet. 

Sollen wir* sogleich die Tragweite der Einfuhrung dieser com- 


Die erweiterte 1 )» so wie die geometrischen Vorstellungon, mit denen 

vir kier arbeiten, kommen bei Serret natiirlick nickt vor. 

**) Man vergl. kierzu Galois’ Originalarbeit; But la iMorie des nombres, 
3ulletin des Sciences Matktoatiques de F^russac, Bd. 13 p. 428 (1830), odor auck 
Serret, Corns d^algebre sup^rieme^ Bd. 2 p. 179 Oder endlick Camille Jordan, 
JOraite des substitutions et des Equations cdgSriques, p. 14. Im Toxte kommt Ubrigens 
die Galois’scke Schbpfung nickt in ihrer vollen Allgemeinheit in Betrackt, 
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2 

plexen ZaUen m ns charakterisieren, so sei uns eine beliebige Oon- 
gruenz zweiten Grades mit ganzzahligen reellen Coefficienten 
ax^ + 2&a? + c = 0, (mod. 

vorgelegt. Dieselbe fiihren wir sofort auf die andere Gestalt Tiber: 

(2) (ax -{- by = — ac, (mod. g). 

1st nun bier (h^ — ac) quadratiscber Rest von q oder durcb q teilbar, 
so konnen wir sofort zwei bez. eine reelle Zahl x angeben^ welche 
unserer Gongruenz geniigt. 1st demgegeniiber — ac = N' Nichtrest 
von so konnen wir eine Zahl d finden, welche der Congruenz 
N'=d^N genugt, unter K den bestimmten in (1) enthaltenen Nicht- 
rest verstanden. Dann aber besitzt (2) offenbar die beiden Wurzeln^') 

x = — • a = m (mod. q), 

Zwei complexe Zahlen dieser Art, die sich also nur im Vorzeichen des 
imaginaren Bestandteiles unterscheiden, sollen fortan conjugiert complex 
heissen. Wir merken uns also den Satz: Erne im Gehiete der reellen 
gansen Zahlen irredncibele Congruent zwelfen Grades wird im Gehiete 
tmserer compJexen ZaJile^i rediicibel und besiUt dann gwei conjugiert com- 
plexe WurMn m + ns, 

Eine Congruenz hoheren, etwa Grades mit einer Unbekannten 
fv(oj) = 0, (mod. q) wird in dem Palle eigentliche complexe Wurzeln 
m -j- ns, d. i. solche mit nicht durch q teilbaren n, besitzen, wenn 
fv(x^ im Gebiete der reellen ganzen Zahlen Pactoren zweiten Grades 
enthalt, die im gewohnlichen Sinne irreducibel sind, Bs ist aber hier 
vor allem zu betonen, dass die Gesamt^ahl incongruenter reeller oder com- 
plexer Wurmln (m + wa) der Congrim %0 fv{co) = 0 den Grad v derselb&n 
nicM uberschreitm Izann, Dieser Satz folgt unter Zugrundelegung des 
Gebietes der incongruenten Zahlen m ns genau in derselben 
Weise aus der Primzahleigenschaft von q, wie man ihn in den Ele- 
menten der Zahlentheorie'^’^) allein fUr das Gebiet der reellen ganzen 
Zahlen nachweist. 

1st fK — m-\-ns irgend eine der (^ — 1) nicht- ver^hwindenden 
Zahlen unseres Systems, so sei A ihre conjugiert complexe : m — ns. 

JE$ gilt alsdann stets die wichtige Congruem: 

(3) (mod. g:). 

Unter — meinen wir hier diejenige reelle ganze Zahl, welche mit a multi- 

€t 

pliciert ein mod. q mit h congruentes Product bildet. 

Man. vergleiche hier und in der nUchsten Polge den zweiten Abschnitt der 
Dirichlefschen Yorlesungen iiber Zahlentheorie, herausgegeben von De dekind. 
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Entwickeln wir namlich (m + nacli dem biiaomisclien Lehrsatz^ 
so bekommen alle Glieder der Bntwicklung mit Ausnalime des ersten 
imcl letzten durch q teilbare Ooefficienten ; 

(m + n * a'^ ^ ' s • N ^ . 

Hier ist uun Bach dem FermaPschen Lehrsatze fur die reellen Zahlen 
nVi^m, sowie fur N als quadratischen Nichtrest von g 

^ E£E — 1. Wir haben also in der That 
(m + nsy = m — ns, 

womit die Congruenz (3) verifieiert ist. __ 

Sofort folgt nun aus (8) weiter A = A® = (mod. g^, welche 
Congruenz wir, insofern A von Null verschieden ist, auf die Form 
redueieren konnen: 

(4) A2’~^ = l, (mod. g). 

In dieser Congruenz baben wir die Verallgemeinerung des Fermat' schen 
Lelirsatses fUr unsere complexen Zahlen vor uns. Da die Zahl A nur 
der einen Bedingung gentigen soli, nicht mit 0 (mod. q) congruent zu 
sein, so hat Congruenz (4) die wichtige Eigenschaft, gerade soviele in- 
congruente Wurzeln m ns zu besitzen, als ihr Grad anzeigt. Wir 
folgern daraus in bekannter t^berlegung; Ist tr irgend cin Teller von 
— 1, so lesiM die Congruent 

— 1= 0, (mod. g) 

gerade t incongruenfe War^eln m ns, Ist A eine unter ihnen und 
besitzt dieselbe zugleich die Eigenschaft, nicht schon einer Congruenz 
x'^' — 1 = 0 mit t' < tr 2 u geniigen, so wollen wir sagen, A gehore 
mm Exjgonenten t, Es ist dabei besonders wichtig, dass es anch Zahlen 
giebt, die in diesem Sinne mm Exponenten — 1) geMren, und die wir 
also innerhalb des hier vorliegenden Zahlgebietes als die primitiven 
WurMn der Primmhl q zu bezeichnen baben. 

Der Existenzbeweis dieser Primitivwurzeln, inn denselben hier 
etwas naher auszufiihren, geliugt genau durch dieselbe Uberlegung, wie 
bei ausschliesslich reellen Zahlen. Wir zerlegen erstlich (g;^ — 1) in 
seine reellen Primfactoren: 

2** — 1 = ft’ W ■ ■ • 

und beweisen die Existenz einer zum Exponenten p-^^^ gehorenden 
Zahl A. Gehorte namlich von den p/* incongruenten Wurzeln von 
= 1 keine zum Exponenten so warden sie alle schon der 
Congruenz ~ 1 geniigen, was bei ihrer Anzahl p^^'^ undenkbar 
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ersclieint. In gleicher Weise sieht man die Existenz einer zu^^’" s. w. 
gehorenden Zalil ein. Mogen nun andrerseits und zwei gegen 
einander relativ prime Teller von — 1) sein^ und moge zum Ex- 
ponenten An zum Exponenten gehoren; alsdann geliort 

A = = 

zum Exponenten Soli in der That A"* = 1 sein, so wdrde 

= A/ folgen. Aber eine Potenz von A^ kann nur zu einem Ex- 
ponenten gelioren, der teilt, gleichwie eine Potenz von Ag zu einem 
Vg teilenden Exponenten gehort. Sonach muss A^^ ^ k 2 ^ zum gemein- 
samen Teller 1 von und als Exponenten gehbren^ d. h. es ist 
Ai^ = Ag^ = 1 , (mod. q ) . 

Zufolge dieser Congruenz ist z Multiplum von und rg, also wenig- 
stens r = fur welchen Wert aber auch sicher A’' = 1 wird. Hier 
sieht man nun, dass sieh thatsacblich aus den zu den einzelnen Ex- 
ponenten • • • gehorenden Zablen direct eine Primitivwurzel 

von q iierstellen lasst. Nennen wir dieselbe sogleich selbst wieder A, 

g"— ^ 

so gehort ersichtlich A zum Exponenten -r; ivir Iminen also fur 
jeden Teiler z von — 1) zugelwrige Zahlen A tvirldich angeben, 

Hier ist endlicli der Ort, wo wir nocli mit wenigen Worten auf 
die zum Exponenten {q -j- 1) gehorenden Zahlen eingehen. Sei j eine 
unter ihnen, so sind die (q + 1) incongruenten Wurzeln der Congruenz 

(5) = 1, (mod. q) 

durch j, 1 dargestellt. Unter ihnen ist, wie man leicht 

sieht, j ^ = — 1, und also unterscheiden sich hierbei immer zwei solche 
Wurzeln y \ ftir welche die Differenz von und den Wert 

besitzt, nur durch das Yorzeichen. Auf der anderen Seite ist j con- 
jugiert complex mit so dass wir in reelle*, in 

0 * — sagen wei*d&>i, rein miagindre Zahl vor ms hdben; 
letzteres in dem Sinne, als das Quadrat von {j ein reeller quadra- 

tischer Nichtrest von q sein wird. Da wir fur 2V" in (1) eine particulare 
Wahl ,noch nicht getroJffen hahen, so setzeu wir fortan geradezu 

(6) 6=,-— j-l. 

Merken wir uns hier noch die beiden sich anschliessenden sofort 
ersichtlich en Satze: 8oU das Product von A und Hirer conjugiert com- 
plexen Zahl A modulo q mit 1 congruent sein, so ist A eine Potenz von j. 
Wollen wir unsere gf incongruenten Zahlen statt durch e lieber durch 
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j clarstelleii;^ so werden sie die Gestalt (a + ij) erhalten^ wo a und h 
reelle gauze Zablen sind; conjiigiert complex sind alsdann jedesmal die 
heiden (a + bj) und {a + 

§ 2. Imaginare Gestalt der Gruppe 

_ 

Es mogen jetzt A and B zwei aus der Reihe unserer incon- 
grnenten Zablen sein, zwischen denen die Bedingung besteht: 

(Ij AA — BB=1, (mod. t?'), 

unter A nnd B die zu A bez. B conjugiert complexen Zablen Yerstanden. 
Wir bauen daim aus diesen Zablen A, B die Substitution auf: 

wobei wir durcb das Congruenzzeicben andeuten wollten, dass bier 
iiberall die Coefficienten der Substitutionen nur mod. q gerechnet werden 
sollen. Zugleich erlauben wir aucb wieder den vier Coefficienten der 
einzelnen Substitution W einen gleicbzeitigen Zeicbenwecbsel. Alle 
der Bedingung (1) entsprechenden Substitutionen W bilden, wie man 
durch directe Beclmung 0 eigt, eine Gruppe G'] von derselhen ivollen %oir 

nacliweisen, dass sie sich auf unsere Gruppe der t modulo q 

2 

ineongrumxten Modulsubstitutionen : 

7^^' (mod. 2 ), 
lioloedrisch isomorpli, be^ieJien Idsst 

In der Tbat^ scbreiben wir die einzelne Substitution W explicit: 

/ON ijrrk\ — {m + nt)^ + (r + ss) 

(2) ; (mod. 2 ), 

so baben wir in n, r, s vier reelle ganze Zablen, die der Be- 
dingung geniigen: 

-f- s^s^ = 1, (mod. q). 

Letztere Oongruenz wollen wir in die Form setzen 

(m r){m + r) {n s) • s) = 1 

und auf Grund derselben vier reelle gauze Zablen ccj /3, y, d durch 
die Congruenzen definieren: 

(3) a^m — Tj d = m+y, = — (n-f- 5 ), y = ^N(n — s)^ (mod.^); 

wo nun ersicbtlicb die Determinante dieser vier ganzen Zablen mod. q 
mit 1 congruent ist: cc8 — (mod. q), Letzterem Umstande 
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2 

zufolge giebt es in der eine Operation F(q) = welche 

gerade die in (3) gewonnenen Zahlen zii Coefficienten besitzt, Der ein- 
zelnen Operation W der G' ist solcbergestalt stets eine bestimmte 
Operation V von zugeordnet. Aber die Congruenzen (3) lassen 

2 

sicb sofort eindeutig umkebren, wodurcb wir jedem Zablqnadrupel a, 
/3, y, d der Determinante 1 vier ganze Zablen: 




_ “ + 
— 2 ^ 



— 2 ^ ^ — 2 


eindeutig zuordnen^ die zur Bildung einer bestimmten Substitution (2) 
Anlass geben. Da uberdies noch zufolge (3) und (4) ein gleichzeitiger 
Zeichenwechsel von cc, y, d einen ebensolchen von r, $ nacb 

sicb ziebt, so erkennen wir: Die Operationen der heiden G^'uppen 

2 

und G' sind ivechselweise eindeutig einander sugeordnet; die letztere 
Griippe Q' nennen wir dementsprecbend fortan da sie docb 

2 

also aucli die Ordnmig liaben muss. 

Lurch die hegriindete Zuordnung der beiderlei Gruppen und 

2 

^3(92—1) holoedrischer IsomorpMsmus zwischen denselben hergestellt 

2 

Wir beweisen das bier in einfacbster Weise dadurcb, dass wir die eine 
Gruppe geradezu in die andere transforxnieren, die Ausdrucksweise 
jjTransformation^^ einer Substitution bez. einer Gruppe von Substitu- 
tionen dabei in dem Sinne gebraucbt, wie wir sie allgemein p. 261 
definierten. Man setze namlicb 

( 6 ) 

tind fuhre die bierdurcb angezeigte Transformation der aus. 

2 

Die einzelne Operation (2);, = gebt dann liber in 

ca' ” Q'^^WQ(p)j (mod. ^). 

Indem wir dieselbe explicite ausrecbnen, lassen wir sogleicb den sicb 
einstellenden gemeinsamen Factor • — 2 b der vier Coefficienten fort, 
urn eine Substitution der Determinante 1 zu erbalten, und gewinnen 
solcberweise: 
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Das ist nun wirklicli zufolge (3) diejenige Oi3eration V der 

2 

die wir der gerade vorliegenden Operation W zugewiesen liatten. 

Holoedrisch isomorphe Gruppen konnen im abstracten Sinne fur 
identiseb gelten, insofern man dabei nur auf die Structur der Gruppen 
siebt; die Form ihrer Darstellung aber als nebensacblicb betrachtet. 
In diesem Sinne wollen wir fortan sagen, set die Gruppe 

2 

imagindrer Gestalt Man iiberblickt sofort, dass sich aucb 

2 

die homogeue in imaginare Gestalt setzen lasst. In der That 

haben wir ja zu dem Elide weiter nicbts zu thun^ als die einzelne 
nieht-bomogene Substitution (2) bekanntermassen in zwei homogene 
zu spalten. Gleichzeitiger Zeiehenwechsel der vier Coefficienten fuhrt 
dann die eine von beiden in die andere uber. 

Etwas vorsichtiger mtissen wir bei Umsetzung der erweiterten 
02(9^—!) ill imaginare Form verfahren. Bei dieser Massnahme ist es namlich 
wesentlieh^ dass wir | als eine dem Gebiete der complexen Zahlen des 
vorigen Paragraphen angehorige veranderliche Grosse auffassen. Als- 


dann wird die zu c? = I conjugiert complexe Zahl o = — — 

*5 "T ® — 8 

sein, und es entspricht der Modulsubstitution co' = — » offenbar die Ope- 
ration = die wir, ebenso wie bisher die Operation o' = — o, 
durch A bezeichnen wollen. Die Operationen siveiter Art in der er- 
weiterim Gq(qi^i) getvinnen damit die Form 


(6) TF(|) = WA (I) = +?^'> 

{r — S£)| + 


ind wir haben insonderheit noch fur die Operation erster Art AW A 
he Gestalt: 

(7) A WA (I) = +JL£-!£| . 

Dass die solchergestalt getroffeue Erweiteruiig die richtige ist, lehrt 
iibrigens direct Formel (7). Wir entnehmen aus derselben zuvorderst, 
dass thatsachlich mit der Operation A(^) vertauschbar ist, und 

2 

dass also der Zusatz der letzteren zur zu einer erweiterten 

i 

hinfubrt. Des weiteren aber ist AWA durch (4) thatsachlich 

der Operation AVA(g)) = zugeordnet, und daraus folgert 

man leicht, dass auf die erweiterte Gruppe holoedrisch 
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isomorph bezogen ist. Wir durfen demnacb wieder Gq^q^—i) als ima- 
ginare Gestalt von bezeichnen. 

Bei der Zerlegung unserer Gruppen ist es der grosse Vorteil der 
bier vorab gegebenen Erorterungen, dass wir fiir die Darstellang der 
Operationen der Gruppen nicbt mebr auf die gewobnlichen (u-Sub- 
stitutionen allein angewiesen sind. Je nach dem vorliegenden Zwecke 
werden wir vielmehr bald mit der reellen, bald mit der imaginaren 
Gestalt der Gruppen erfolgreicber operieren. (Der Gebrauch der letzteren 
Gestalt ist iibrigens von J. A. Serret 1. c, eingefuhrt.) 


§ 3. Die cyclisclien Untergruppen Gq der Ordnting q. 

Jetzt greifen wir unsere Aufgabe, die Gruppe der -• mod. q 

incongruenten Modulsubstitutionen in ihre Untergruppen zu zerlegen, 
wirklicb an. Es sollte sicb bier zuvorderst darum bandeln, deren 
cycliscbe Untergruppen nambaft zu macben, und wir geben bei diesem 
Unternebmen einen rein inductiven Weg. Indem wir uns zunacbst der 
reellen Form der Gruppe bedienen, unterwerfen wir die Operation 
S' (o?) = 0 + 1 ibr durcb Wiederbolung entspringende 

cycliscbe Gruppe der Untersucbung. Dabei bedienen wir uns gerade 
wie aucb scbon bei der des vorletzten Eapitels weiterbin in aus- 
giebiger Weise der Grunds*atze, die fiir Gruppenzerlegungen unserer 
Art allgemein im § 8 des fiinften Kapitels (p. 325) entwickelt warden. 

Aus der Operation S entspringt durcb Wiederbolung eine cycliscbe 
Untergruppe q^^^ Ordnung Gq^ welcbe die Operationen umfasst: 

( 1 ) 8 , 8 % 8 ^, 8 ^-\ 8 ^= 1 . 


Diese Gruppe^ als von Primzahlordnung, kann durcb jede ibrer Sub- 
stitutionen, die Identitat 1 allein ausgenommen, erzeugt werden. Wir 
wahlen jetzt aus der Gq die von der Identitat verscbiedene Operation 

/S’' und transformieren dieselbe durcb F(o) == Es entspringt 

nacb kurzer Recbnung; 


( 2 ) 


\ / — — yd'p) 


Soil V‘^^8^V= 8^ sein, so haben wir ersichtlieli fiir F die beiden 
Bedingungen y = 0; d = + (mod. q), durcb welcbe wir gerade zu 
den q Operationen (1) zuriickgefiibrt werden. Es ist demnacb 8^ im 
ganzen nur mit q Operationen der vertauscbbar, und wir 

2 

scbli^ssen auf Grand der soeben citierten Entwicklungen des fiinften 
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Kapitels; Die Operation 8^ ist eine von — — ; q — — - — gleich- 

herechtigten. 

Soli die in (2) dargestellte Operation V'^^S^V wieder der aus S 
entspringenden Gq angehoren, so mnss V nnr der Bedingung y^O 
geniigen, wahrend 8 beliebig bleibt. Von den Substitutionen der Gq 
sind also • • • mit S'^ in der Gesamtbeit gleicbberechtigt. 

Wir werden sonach. die (g — 1) von der Identitat verschiedenen Ope- 
rationen (1) zu je ^ in zwei Classen verteilen, je naclidem der Ex- 
ponent der einzelnen Operation (1) quadratisclier Rest oder Nicbtrest 
von q ist. Die - -- Opemtionen der einselnen dieser beiden Classen 
sind dann innerJialb der GesamtJieit mit einander gleicliberechtigL 

Die — mit 8^ gleichberecbtigten Operationen verteilen sich 

Hernacb zu je - auf die mit Gq gleichbereclitigten cyclischen Dnter- 
gruppen. Da zwei beliebige unter diesen Gruppen, als von Prim- 
zalilordnung q^ nur die Identitat gemeinsam baben konnen, so folgt 

obne weiteres: In der giebt es 1) gleich- 

2 

berechtigte cyclische JJntergnippen Gq der Ordming q, von denen die Gruppe 
der Operationen (1) ein Beispiel ist 

Insgesamt entbalten diese (q + 1) Untergruppen Gq^ abgesehen 
von der Identitat, (g[ + 1) — 1) =« — 1 verscbiedene Operationen, 

die, wie wir soeben saben, auf zwei Systems von je unter einander 

gleicbberecbtigten zu verteilen sind. Jetzt beacbte man nocb, dass 
fiir die Operationen (1) Ic = = + 1 ist. Aber die Summe des 

ersten und vierten Substitutionscoefficienten ist, vom Vorzeicben ab- 
geseben, fur gleicbberecbtigte Substitutionen stets die namlicbe. Sprecben 
wir also zum Scbluss den Satz aus: Fiir die (pp — 1) soeben namliaft 
gemoehten Operationen der Feriode q geiiiigt die gerade mit Jc beseichnetc 

cu -4- 

ZaJil — Bedingung — 1=0, (mod. q ) . 

§ 4. Die cyolisclien Untergruppen der Ordnung « 

2 

Urn eine zweite Art oycliscber Untergruppen nambaft zu macben, 
versteben wir unter a eine im Sinne des § 1 zum Exponenten 
(q — 1) geborende Zabl, die also reell sein wird und im Gebiete der 
reellen Zablen Primitivwurzel der Primzabl q beisst. Es giebt als- 
dann in der eine Operation der Gestalt 
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(1) = (mod. g-), 

d 

aus welclaer durch Wiederholung zufolge leichter Rechnung 

(2) v^Xco) = (mod. q) 

g-i 

entspringt. Unter den successiven Potenzen von a isi a ^ die erste, 
welche mit + 1 congruent ausfallt^ indem namlich 

g— 1 

a ^ = — 1, (mod. q) 

g— t 

wird. Demgemass ist unter den Operationen-(2) v ^ die erste, welche 
mod. q mit der Identitat congruent ausfallt. Ms entsj^ringt also aus v 

durch Wiederliolung eine cyclische Untergruppe der Ordnung ^ 

~ 2 

welche die Substitutiomn umfasst: 

g—t 

(3) V, ^ :-EE 1, (mod. g[). 

Diese betreflfend fugen wir hier gleich noch zwei Bemerkungen 
~s~' 

an. Soil erstlich. eine Operation der niit Null congruentes j3 

2 

nnd y haben^ so bat dieselbe offenbar die Form (2)^ so dass wir die Ope- 
rationen der aucb dnrcb die Congruenzen j3 = 0, = 0 definieren 

2 

konnen. Fiirs zweite wollen wir untersuchen, wann Operationen 

” 2 “ 

der Periode zwei enthalt. In diesem Falle miisste offenbar die Prim- 
zabl q die Form q — 4:h -{- 1 baben, nnd es ist dann — 1 quadra- 
tiscber Rest von q. Soli unter diesen Umstanden die Operation (2) 
die Periode zwei besitzen, so muss a®’' = + 1 sein; es folgt = + 1 
Oder “ + ■)/ — 1, wenn wir unter dem Symbol Y — 1 die eine der 
beiden Zablen versteben wollen, deren Quadrate mod. q mit — 1 con- 
gruent sind. Man iiberblickt bier sogleicb das Resultat: Filr JPrim- 
0aMen der Form q = 4Ji \ gielt es in der eine Operation der 

2 ” 

Periode 0wei^ ndmlich: 

(4) ® * (ffl) (mod. g). 

Eine beliebige unter den Substitutionen v'^ der die Identitat 

~T~ 
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allein ausgenouimeii; soil jetzt durcli eine OpGration V der ^ 


transformiert werden. 
Operation 

( 5 ) = 


2 

Wir gelangen zn der mit v'^' gleidiberecKtigten 

{a^'+ 7" } Q> + 

— (xy (a’ • cr~^ )(0 -{“ { rt ’ — ® ) } 


imd kntipfen an die Gestalt derselben wieder die Fragestellungen, die 
wir an analoger Stelle ini Torigen Paragraphen aufwarfen. Soil 
Y^i^,vy selber der angehoren, so haben wir fllr die Operation V 

~ 2 ~ 


die Bedingungen 

(6J /3(5 = 0, ay = 0, (mod. g;), 

da man leicht naeliweist, dass (a" — a~’') niclit durch q teilbar ist. 
Zufolge der ersten Congruenz ist entweder /? oder $ durch q teilbar. 
Wahlen wir die erste Moglichbeit ^ = 0, so mttssen wir der zweiten 
Congruenz (6) durch y = 0 genhgen. In diesem Falle ist also V 
wieder eine Substitution der Form (2), und wir haben dann in der That 
direct Geniigen wir dagegen der ersten Congruenz (6) 

durch d = 0, so erfordert die zweite a~0, und wir erhalteu 

(7) F(ca) = — 1, (mod. q). 

In dem Falle wird 

F-^»’' F(oj) = (mod. q), 

a 

SO dass dnreli eine Operation (7) in ibre inverse Operation 
transformiert wird. Wir erhalteu auf Grund dieser Entwicklung die 
nachfolgenden Resultate: Bk ein^elne, von der IdenUtdt verschiedene 

Operation der _ i kt nur mit den Operationen dies&r cyclischen 

TJntergruppe vertausclibar] durch die Operationen der Form (1\ derenAnzdhl 

gleichfalls sein muss^\ wird in ihre inverse Operation trans- 

formiert Eine besondere Stellung nimmt hierbei nattirlich die eine fur 

2 :wei ein. Diese 

"~Y“ 

ist namlich mit ihrer inversen identisch und wird soncwli im ganzen durch 
die 2 • - Operationen (2) imd (7) in sich transformiert. Umgekehrt 


***) Denn die Gesarntzabl der Operationen, die v'*' in eine mit ihr gleich- 
berechtigte Operation transformieren , ist bekanntermassen gerade so gross, wie 
die Anzahl der mit vertauachbareu Operationen. 
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entnehmen wir daraus: Die Operation ist eine tinier q{q -{- V) gleich- 
herecliUgten, wofern Hire Feriode > 2 ist; die mogliclieriveise eintretende 

Ope7‘'atlon der Feriode &wei gehort einem System von gleicli- 

berechfigfen Operationen an. 


Ist V eine roit v gleichbereclatigte Operation, die jedoch weder 
mit V nocli identisch sein soil, so entspringt durcli Wiederholung 
von v' eine mit gleiehberechtigte cycliscbe Untergruppe Gr^_^. 

2 

Wir behaupten, diese beiden Gruppen konnen, die Identitat abgerechnet, 
keine Operation gemein liaben. Sollte namlicb eine von der Identitat 
verschiedene Operation v' (mod. q) sein, so wtirde daraus sofort 
v'—'^v^'v'—v^' entspringen, und es musste also v' eine mitv^ vertausclibare 

Operation der Periode ^ ^ ^ sein. Da die OjDerationen (7) ausnabmslos 
znr Periode zwei gelioren, wie man durcli directe Recbnung bestatigt, 
so musste zufolge der oben gefundenen Verbaltnisse v'^ eine in der 

2 

entbaltene Operation der Periode ^ — sein; denn nur diese Opera- 
tionen der Periode — sind mit vertauscbbar. Wir fin den so das 
Resultat: Sollte Gr[ , mit G , ausser der Identitat nock eine weitere 

g— ^ 

2 2 

Operation gemeinsam kaben, so musste die erzeugende Operation v' 
der iiotwendig in der Gruppe enthalten sein, iind damit 

~2 "T~ 

warden die beiden Gruppen nnd uberhaupt identisek aus- 

~ 2 ~ 2 

fallen. Man folgert daraus muhelos weiter, dass irgend zwei verschie- 
dene mit gleiehberechtigte Untergruppen ausser der Identitat 1 

2 

eine gemeinsame Operation nicht besitzen konnen. 

Nekmen wir zu den soeben erkannten Verkaltnissen die bereits 
oben bewiesene Thatsache hinzu, dass von den 1) mit gleick- 

berecktigten Operationen je mei auf die einzelne ©iilfallen, so 

2 


entspringt das Hauptresultat: In der giebt es mit emander 


^ Ah- 


gleiehberechtigte cycUsche Untergruppen der Ordnung ^ 

gesehen von der Identitat sind in diesen Gruppen im ganzen — ~ 
versekiedene Operationen enthalten; filr dieselben ist durchgdngig (1(? — 1) 
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guadratisclier Best von q, Tc in derselben Bedeutang wie am Schlusse 
des vorigen Paragraphen gebrauclit. In der Tliat tritt diese Eigen- 
scbaffc an den Operationen (2) nach kurzer Reelinung in Evidenz; 
damit gilt sie aber allgemein fiir die bier in Rede stebenden Operationen. 

§ 5. Die cyoUsohen Untergruppen der Ordnung 

% 

Wir baben weiter eine dritte Gattung von cycliscben Untergruppen 
zu besprecben, welcbe zu den soeben gefundenen Gr^ ^ die grosste 

Analogie zeigen. Inzwiseben tritt dieselbe nur erst dann in die Er- 
sebeinung, falls wir uns der imaginaren Gestalt unserer Gruppe 
bedienen. Bs giebt in der wenn wir die Bezeicbnungen der 

2 

beiden ersten Paragraphen wieder aufnebmen sollen, eine Operation 
der Gestalt: 

(1) = (mod. g), 

j 

aus der durcb r-malige Wiederholung 

(2) «>•'(!) (mod. ff) 

entspringt. Die erste uater den Potenzen von j, die mit + 1 con- 

graent ansfallt^ ist j ^ , indem in der That j = — 1 wird. Dem- 
gemass ist die erste unter den Substitutionen (2), die mod. q mit der 

Identitat congruent ist, w ^ , und es entspringt aus (1) eine eyclische 

< 7 - 4-1 

Untergrnppe der Ordnnng — ^ — 

2 

Die gewonnene umfasst alle Operationen der welche 

2 ~ 2 
durch q teilbare zweite und also auch dritte Coefficienten haben; denn 
wir fanden ja oben, dass jede dem Zahlgebiete des § 1 angehorige 
Zahlj die mit ihrer conjugiert complexen Zahl multipliciert ein mit 
mod. q congruentes Product liefert, eine Potenz der Zahl J ist. Die 
ferner eine Operation der Periode zwei in 

^ g±i > 

(3) = 

falls die Primzahl q die Form 4A — 1 hat und also — 1 quadratischer 
Nichtrest von q ist. 
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Jetzt transformieren -wir ( 2 ) durcli eine beliebige Operation 

^ ^ B| + A 


4B3 


der Gesamtgruppe und erhalten als mit (2) gleichberecbtigt die Operation 
("4') ■pp'— 1 / ~i~0}§ + BA(/ — 

Soil diese Operation wieder der angeboren, so muss der zweite 

2 

und dritte Coefficient mit Null congruent werden, was fur TT die beiden 
Bedingungen giebt: 


(5) BA(i^ — j-'^) = 0, AB(/ — = 0, (mod. 5 ). 


Wir liberzeugen uns nun vorab sclinell von der Ricbtigkeit des 
folgenden Satzes: 1st das Product von zweien unserer complexen ganzen 
Zablen modulo q mit Null congruent, so ist wenigstens einer 

der Factoren A^, Ag mit Null congruent. Ist namlicb etwa nicht 
congruent Null, so gilt dasselbe aucb von der conjugierten Zabl Aj^, und 
man erkennt aufs leichteste in A^A^ eine reelle, nicbt durcb g teilbare Zabl. 
Jetzt aber folgt aus = 0 sofort A^ A^ • Ag = 0 und also ist, wenn 
wir mit der reellen ganzen Zabl (AA)“^ multiplicieren, k^ = 0, was 
wir beweisen wollten. 

Nun ist in (5) jedenfalls Null verscbieden, da wir 

docb die zu transformierende Operation tv’^ von der Identitat verscbieden 
wahlen wollen. Geniigen wir alsdann den Congruenzen (5) durch die 

Wabl B ~ 0, so kommen wir fiir W auf die Operationen (2) 

zurfick, die aucb in der That ausnabmslos mit w'^ vertauscbbar sind. 
Soli aber B nicht durcb q teilbar sein, so erfordern die Congruenzen (5) 
notwendig A ~ 0, was auf 

( 6 ) Tr(|) = ^, BB = -1, (mod. 2 ) 


fiibrt. Diese Operationen transformieren in ibre inverse Substitution 

W(^) = , (mod. 2 ), 

i 

so dass insbesondere die Anzahl der verscbiedenen Operationen ( 6 ), 
die iibrigens durcbgebends die Periode zwei besitzen, wieder — sein 
muss**‘). Zusammenfassend sprecben wir biernacb die Resultate aus: 


*) Wir machen im Text© nicht jedesmal besonders auf die fortwahrend statt- 
findende Analogie zur Entwicklung des vorigen Paragraphen antmerksam. 

Kloin-Fricko, Modulfuiiotionou. 28 
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Die ein^ehie von der Identitdt verschiedene Operation der gefimdenen 

cyclisclien Untergnippe ist mit - Operationen der vertaiiscJibar 

2 

%md also eine von q(p [ — 1) in dei' Gesanitheit gleicliberechtigten Operationen. 
Dock gilt dies nur^ falls die ietrachtefe Operation nicht van der Feriode 
zicei ist; trifft letzteres so ist sie ini ganzen mit {q + 1) Operationen 

vertatiScJibar mid also eine von gleicliberechtigten Operationen, 

A 

Die waiter folgenden CTberlegungen gestalten sich Wort flir Wort 
genan so wie im vorigen Paragraphen. Wir erkennen auch hier^ dass 
zwei mit gleichberechtigte Untergruppen ausser der Identitat 

2 

keine Operation gemeinsam haben konnen. Da nun unter den 

Operationen (2) in der Gesamtbeit gleicbberechtigt immer nur je zwei 
inverse und sind, so folgt ans der eben getrofPenen Ab- 

zaHung der bier in Betracbt kommenden Operationen: In der Gruppe 

1 ) mit eincmder gleichherechtigte cyclische Unter- 

_ 

Q I ^ 

gruppen der Ordmmg . In diesen sind von der Identitat 

abgeseben im ganzen ^ verschiedene Operationen enthalten. Fiir 

dieselhen ist durchgdngig Qc^ — 1) quadratiscker Nichtrest von q. In der 
That beweist man solches wieder direct leicht an den Operationen (2); 
damit ist unsere Behauptung dann gleich allgemein verificiert. 

§ 6. Von der Gesamtlieit der cyclisclien Untergruppen. VorlSufige 
Bezugnahme auf die Flachen 

2 

Die Anzahlen der in den drei voraufgehenden Paragraphen zur 
Geltung gekommenen Operationen waren, immer von der Identitat ab- 

gesehen, q^ — 1, — ^ ^ ---j . Im ganzen haben wir nun 

also unter Binrechnung der Identitat 

^2 _ 1 ^ g(g + D (g — g) ^ + 1 = 

Operationen, d. ^ die gesamten Operationen der in Riicksicht 

2 

gezogen. Wir schliessen daraus insbesondere, dass wir die samtlichen 
cyclischen Untergruppen der kennen gelernt haben, sobald wir 


2 
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2 

hier noch derjenigen Untergruppen gedenken, die in den der 

2 

beiden letzten Paragraphen enthalten sind. Diese warden leieht er- 
ledigt sein. 

1st <? irgend ein Teller von jedoch von — - selbst ver- 

scbieden, ist ferner v die Erzeugende irgend einer der im voi'letzten 
Paragrapben aufgestellten so wird ersichfclich eine Operation 

2 

der Periode sein. Audrerseits uberzeugt man sicb durch ele- 

mentare zablentheoretiscbe tJberlegung, dass jede in dieser ent- 

' 2 

baltene Operation der Periode ^ — in der Gestalt darstellbar ist. 

A <t 

Es giebt deingemass in eine und nur eine cycliscbe Unter- 

2 

gruppe der Ordnung -- — Zusammenfassend baben wir also das Re- 

A G 


sultat: Li der (r , sind filr jeden Teller 6 < ^ 


der ZaM 


im gamen ^ - - gleicliberechtigte cyclische Untergriippen der Ord- 

2 a 

nung — — — entJialten, Durcb eine ganz analoge tJbei-legung entspringt 

der Satz: In der giebt es fiir jeden Teiler x < Zahl 

2 

" im gang&n — gleichberechtigte cyclische Unte^gruj^pen der 

2 < 2 ? 

Ordnung - ^ ^ • 


Unter den nun gefundenen Untergruppen komnien stets solcbe der 
Ordnungen zwei und drei vor. Bedeutet namlich das in der 

Tbeorie der quadratiscben Reste gebrauchlicbe Legendre’scbe Zeicben, 
so ist 1 Oder — 1, je nachdem q, durcb 3 geteilt, den Rest 

2 — (y) 

+ 1 Oder — 1 liisst. Immer ist also ^ eine ganm Zabl, und 

zwar baben wir in ibr entweder einen Teiler von oder ^ • 

Indent wir diesen Teiler fiir 6 bez. x in den gerade erbaltenen Satz sub- 

stituieren, entspringt das Resultat: In der giebt es ^^q-\- (“f")] 

■ 2 


28 
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gleichberecJifigfe cyclisclie JJntergrwppen der Ordmmg drei. In ent- 
sprechender Weise erhalt man unter Gebrauch des Legendre^schen 

mi 

Zeicbens (-j-) = ( — 1) ^ den weiteren Satz: In der gieit es 

g_ ^ _ 

Y ^ + (““)] gleicliierechtigte cyclisclie Unte7gruppen G^ der Ordnung 

ziveL Hieriiber hinans giebt es aber nicht noch weitere Untergruppen 
dieser Ordnungen zwei und drei in der Wir merken uns 

2 

iibrigens nocb den durcb directe Reclinung leicht beweisbaren Satz: 

Die hier gefiindenen + (-|-)] gleickherechtigten Operatimen der Feriode 

drei sind diejenigen, fur welche cc -f* d = + 1, (mod. ist Des- 

gleiclien decken sick die y g: [q! + (“^)] gleichherechfigten Operationen 

der Feriode 2 wei mil denjenigen Operationen der filr welche 

2 

CL d rzz:~ 0 ist. 

Diese letzten Gruppen setzen wir mm gleicb wieder in Be- 
ziebung mit dem zur gehbrigen Polygon bez. der zu- 

2 2 

gehorigen gescblossenen Plache. Ganz allgemein batten wir docb, um 
bier kurz zu recapitulieren, die — ^ Operationen unserer 

2 

durcb ebenso viele eindeutige Transformation en der gescblossenen Placbe 
1 ) anscbaulicb gedeutet. Diese eindeutigen Transforma- 

2 

tionen der Flacbe in sicb waren solcbe, bei deren Ausfiibrung die 
Einteilung der in Doppeldreiecke mit sicb selbst zur 

Deckung kam, und zwar ging dabei ein einzelnes Elementardreieck 
jedesmal wieder in ein Dreieck gleicber Art iiber. Die Lagerung der 
Dreiecke auf der gescblossenen Flacbe war aber so bescbafifen, dass 

sicb um die Punkte a je vier Elementardreiecke lagerten, des- 

gleicben um die ' Punkte & je secbs, endlich um die — Punkte c 

jedesmal 2q Elementardreiecke. 

Nachdem wir solcbes in Erinnerung gebracbt baben^ gehen wir 
auf die in der Modulgruppe entbaltenen cycliscben Untergruppen der 
Ordnung drei zuriick^ um etwa mit ibnen zu beginnen. Zu jedem in 
der (n-Halbebene mit q aquivalenten Punkte war wecbselweise eindeutig 



437 


geh5renden Gruppen 

2 

eiue Untergruppe der Ordrmng drei aus elliptiscten Modulsubstitutionen 
zugeordnet. Reducieren wir die Modulgruppe mod. g, so werden diese 

Untergruppen der Ordnung drei die obigen ^ ^ + ('f')] 

berecbtigten liefern, da eine elliptische Modulsubstitution der 
Periode drei mod. q nicbt mit der Identitat congruent sein kann. Es 
wird also zu jedem Punkte h der geschlossenen Flacbe eine 

i 

G ^3 derart zugeordnet sein, dass bei den dieser Gruppe entsprecben- 
den Transformationen der Flacbe in sicb der in Rede stebende Punkt 6 
in sicb selbst tibergebt. Aber es ist gar nicbt notig, dass zwei ver- 
schiedenen Punkten 6 auch. zwei verscbiedene, der angeborige 

i 

G ^3 zugeordnet sind. Es tritt vielmebr der Fall ein, dass zwei ver- 
scbiedene in der Modulgruppe entbaltene cycliscbe Untergruppen dritter 
Ordnung mod. q congruent ausfallen, aucb obne dass die zugeborigen 
Fixpunkte beziiglicb der Hauptcongruenzgruppe Stufe aquivalent 

sind. In der That baben wir ja nur gleicbberecbtigte 

(rg und demgegentiber - ^ Punkte K Da aber alle G^ gieicb- 

berecbtigt sind, so entnebmen wir daraus sofort den Satz: Jede der 
O' [s' + (-f-)] ^3 Y [s' (■§“)] FixpimJcte h anf der geschlossenen 

Fldclie, Als Fixpunkte der G^ bezeicbnen wir dabei naturlicb die- 

jenigen Punkte, welcbe durcb die zur Gq geborigen Transformationen 
der Flacbe sicb selbst zugewiesen sind. 

2 

Auf die cycliscben Untergruppen zweiter Ordnung der Modul- 
gruppe, sowie auf diejenigen aus paraboliscben Modulsubstitutionen 
sind genau die namlicben tJberlegungen anwendbar. Wir werden sofort 

die beziiglicben Resultate bier angeben dilrfen: Jede der -|•2:[s' + (“y)] 

gleichlerecUigtm Untergruppen G^ der lesiM ^\q — (“y^)] Fix- 

2 

punlde auf der geschlossene^i Fldclie, welche PunJcte a dieser leMeren sind. 
Endlich hesiUt jede der (g + 1) gleichherechtigten Gq an Fixpunhten auf 

gamen ^ Ptmlde c dieser Fldche. — Derartige, die Flacbe 

X) geometriscbe tJberlegungen werden wir aucb weiter- 

bin immer zwiscbendurcb ausfubren, um dadurcb die aritbmetiscbe 
Betracbtung unserer Gruppen in zweckmassiger Weise zu versinnlicben, 
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sowie aucli die frtiheren auf die Falle g; = 5^ 7 bezuglichen geo- 
metrisclien Entwickl ungen zu verallgemeinern*). 

Special! sieren wir nunmelir die gewonnenen allgemeinen Resultate 
ftir = 5, so miissen wir auf die cyclisclien Grupi)eii der Drebungen 
des Ikosaeders in sicli zuruckkommen. In der That lieferii die {g^ + 1) 
Gq des § 3 nunmehr seeks cycliscbe G^, und entspreebend kommen aus 
den §§ 4 und 5 fiinfzebn gleicbberecbtigte G^ und zebn gleicbberecbtigte 
Gq. Zu diesen beiden letzteren Arten cycliscber Untergruppen fiibren 
llbrigens auch unsere letzten allgemeinen Brorterungen uber die G^ 
und G 2 . Die Fixpunkte der cycliscben Untergruppen der Gqq anlangend, 

so ergiebt sicb als gemeinsamer Wert von ^ — (”^)] 

fur 2=5 die Anzabl 2. Alles das ist bekanntermassen 

in tJbereinstimmung mit der Ikosaedergruppe und der Figur des Iko- 
saeders. Besonders interessant ist es aucb noch, zu beobaebten, wie 
unsere nun auf aritlimetiscbem Wege erzielten allgemeinen Resultate 
ftir 2 = 7 wirklicb in voller tJbereinstimmung mit dem sind, was 
wir im vorletzten Kapitel auf rein geometrisebem Wege uber die 
cycliscben Untergruppen der G^^^ erfabren baben; man wird das sofort 
ins einzelne verfolgen. Mit der allgemeinen Angabe der cycliscben 
Untergruppen der ist augenscbeinlicb der Grand fur die fruber 

bemerkten, zwiseben den Gruppen G^q und G^qq bestebenden Ana- 
logien aufgewiesen. 

§ 7. Die cyclisclieii Untergruppen der homogenen Gq^q'^-^i), 

iusserst einfacb erledigt sicb jetzt die Aufzablung der cycliscben 
Untergruppen, die in der bomogenen Gq^q'i^i) entbalten sind. Da diese 

Gruppe bemiedriscb isomorpb auf die bezogen ist, so wird 

_ 

zuvdrderst der identiseben Operation der letzteren eine ausgemchnete G^ 
der ersteren entspreeben. Dieselbe umfasst ausser der Identitat die 
Operation der Periode zwei 0/ = — co^, CO2 = — *^2; welcbe wir 
als Operation der Gq(^^-^x) iii der Gestalt == — 1^, — — §3 zu 

schreiben baben. Die in Rede stebende Operation, welche iibrigens aus 


*) Wir nennen sebon jutzt hierauf beztigliche tJberlegungen der Hrn. Klein 
und Dyck, auf die wir ubrigens hemach nocb zuruckkommen mussen; siebe 
Dyck, Versuch einer ubersielitliehen Darstellung der HiemanrC Bclien IPldche, welche 
der Gdlois'schen Mesolvente der Modular gleichung fur JPrimmhltransformaiion der 
elUptisehen Fuyictionen entspriclit. Math. Ann. Bd. 18, p. 607 (1881). 
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der liomogeii geschriebenen Substitution T durcb einmalige Wieder- 
holung entsteht, ivircl mit jeder Operation der vertansclibar sehij 

— 2 

da die ans ihr entspringende in der Gesamtgruppe ausgezeichnet ist. 

Wir haben nun ganz allgemein den Satz: Jeder cyclisclien Unter- 
grtippe der ist eine cyclisclie Untergrtippe der doppelten Orel- 

mmg in der ditrcli den Isomorpliisnms der beiden Gruppen 

mgeordnet. Das gait soeben sebon fur die aus der Identitat allein 

bestehende Untergruppe G^ der insofern derselben die bomo- 

_ 

gene G^ entspracb. Die allgemeine Gbltigkeit des gerade ausgesproebenen 
Satzes ergiebt sieb aus der folgenden Uberlegung. 

Die bomogene Operation S : = Ojl -f" <»2 ^ ^ 3 ' ~ ^2 erweist 

sich gerade wie die niebt-bomogene Operation S als von der Periode g. 
Combinieren wir jene aber mit so werden wir in zufolge der 
vorausgescbickten Bemerkungen tiber eine Operation der Periode 2^ 
vor uns baben, indem in der That {ST^y = aber erst = 1 

wird. Es giebt sonach in der im ganmi (q + 1) gleichberechtigte 

cyclische G 2 q der Ordmmg 2^; innerhdlb derselben fmden sich dbenso 
viehy d. i, (q + 1) gleichberechtigte Gq, aber nur eine G^, 

Nebmen wir ferner die bomogene Operation v: 

co{ = a€o^, 0 / = 

beran, die Zabl a in der Bedeutung des § 4, d. i. als reelle Primitiv- 
wurzel von q gebrauebt^ so erweist sicb selbige sofort als von der 
Periode {q — 1). Daber erfabren wir: Es giebt in der Gq(q^^i) im 

gamm mit dnander gleichberechtigte cyclische^Untergruppen Gq^i 

j£ 

der Ordnung {q — 1). Wir schliessen sogleich weiter an, was man 
leiebt bestatigt: Innerhalb der jeM gefundenen Gq^i giebt es fur jeden 

Teller , 0 < von {q — 1) ebenso viele, d. i. gldchberechtigte 

cyclische G^_^^ wdhrend uberdies noch die schon wiederholt genannte G^ 

a 

alien Gq^i gemeinsam ist, 

Endlicb ist die bomogene Substitution w: S/ 

eine solcbe der Periode (g + 1), und man erkennt, dass bei den bier 
in Betracbt kommenden Gruppen die Terbaltnisse wieder ganz abnlicb 
liegen, wie bei den soeben besproebenen. Es giebt in der Gq(q^^i) im 

gan 0 en - — gleichberechtigte cyclische Gqj^x und mnerhalb derselben 
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fUr jeden TeUer v < ^ - von {q + 1) im ganzen ^ gleiclibe- 

rechtigte cyclisclie Untergruppen ausserdem ist den natiirlicli 

ivieder die ausge^eichnete gemeinsam. 

Hiermit sind alle cyclisclien Untergruppen der homogenen 
namhaft gemacM. 


§ 8. Cyclisolie Untergruppen der (xg(ga_i) fiir den Fall ^ = 47^+1"^). 

Wenn wir jetzt endlich noch die Gq^q^^^i) in Betraclit ziehen, so 
werden wir die cyclisclien Untergruppen auct dieser Gruppe im engsten 
AnscUuss an diejenigen der charakterisieren konnen, Ent> 

2 _ 

springt namlicli aus der einzelnen Operation F(o) = ^ eine 

yo — d 

cyclisclie G^x, so ist innerkalb derselben eine cyclisclie Gx entbalten, 
die aus 

( 1 ) , f\„) -¥(_„)= 


erzeugt wird. Von den bekannten Gruppen Gx der letzteren Art werden 
wir leiebt zu den Q 2 X vordringen konnen. 

Sei zuvorderst % = 1, so wird es sich um die cyclischen Gg in 
der Gg(ga— 1 ) handeln. Ist F Erzeugende einer solchen, so wird F®=1, 
(mod. g) sein mussen. Solches ist erstlich fiir alle Substitutionen F 
mit cc = S der Fall, und deren giebt es im ganzen — ; in der 
That bestimmt man die Zahl incongruenter Losungeu von — /3y=l 
sehr leicht zu + 1). Die gefundenen — Operationen, unter 

dene^z sich auch A{c3) = — co findet, sind nun in der Gq(q^^i) mit 
einander gleicJiberecMigt, Um das zu zeigen, bestimmen wir die An- 


zahl der mit A vertauschbaren Operationen erster Art V={^^ . 

Da mussen wir fordern A VA = F oder explicite: 


«)=C,' S’ s)’ 

d. i. ausfiihrlich geschrieben: 

« = + «, ^= + /3, y = + y, d=±(J, 


*) Die in den beiden folgenden Paragrapben gegebenen Entwickl ungen sind 
erst neuerdings vom Herausgeber durcbgefdbrfc worden und werden bier zum 
ersten Male naitgeteilt. 
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gehorenden Grruppen und 

2 

WO entweder die vier oberen oder die Tier imteren Zeiclien gelten. 
Durcb Combination der ersten und dritten^ sowie der zweiten und 
vierten dieser Congruenzen folgt 

ay = Oy /3d' = 0, (mod. q) j 

Congruenzen, die gerade mit den mater (6) p. 430 genannten in IJber- 
einstimmung sind. In der That erweisen sich die {q — 1) damals axis 
diesen Bedingungen hergeleiteten Operationen V und nur diese mit 
A vertanschbar. Neben V wird dann immer auch noch VA mit A 
vertauschbar sein, und zugleich muss sich jede mit A vertauschbare 
Operation zweiter Art unter diesen (q — 1) Operationen VA finden. 
A ist demnach innerhalb der mit 2(jq — 1) Operationen ver- 
tauschbar und also eine unter gleichberechtigten. Da man 

nun leicht durch Rechnung zeigt, dass fiir gleicliberecMigfe Oqoerationen 
zweiter Art der Wert wn 

(2) p + 

derselbe ist, so verificiert man damit sofort, dass wirklich, wie wir be- 
haupteten, jene — - Substitutionen V mit a = d ein System gleich- 

berechtigter Operationen der i) bilden. 

Soil es noch eine weitere (rg geben, so muss auf Grund von (1) 
fiir ihre Erzeugende ^ = y = 0 und = + 1 sein. Das obere 

Zeichen fiihrt hier zur Operation A zuriick. Soil aber das untere 
gelten, so muss offmbar q die Form (47i + 1) haien, was wir demnach 
hier bis auf weiteres annehmen wollen. Alsdann finden wir noch eine 
isoUert auftretende und demnach ausge^eichnete die 

(3) = (mod. 2) 

mr Er^eugenden hat, das Symbol ]/ — 1 dabei in dem schon friiher 
(p. 429) erlauterten Sinne gebraueht. 

Fiir die riickstandigen Operationen F* ist (a — d)^0, (mod. q). 
Berechnen wir sonach aus (1) fiir die fruher (p. 428) mit (¥ — 1) 
bezeichnete Zabl, so findet sich, 7c in der Bedeutung von (2) gebraueht: 


/F — 1 


V 2 

/ \ 2 / 


Eie Feriodicitdt einer Operation V hdngt also in erster Linie vom quadra- 
tisehen GharaJder von (jc^ + l) ab^ gerade wie sie fiir die Operationen F 
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durcli den quadratischen Charakter von (Ic^ — 1) bedingt ist. So er- 
halten wir durch Eiickgang auf die beziigliclien Satze iiber die 

Die Periode einer Operation V mit + 1 = 0, (^mod. q) ist ein Teller 


von 2q\ des ferneren ist die Periode von V ein Toiler von {q — 1) oder 
+ 1), je naclidem (Jc^ + l) quo-dratischer Pest oder NicJitrest von q 
ist Indem wir diese drei Falle jetzt nacheinander durcbsprechen, 
greifen wir immer eine einzelne, in Betracbt kommende Operation V 
auf und suclien fur dieselbe diejenigen Operationen V zu bestimmen, 
welcbe in eben jene berausgegriffene Operation erster Art V er- 
geben. Gemeinsam werden wir die so gemeinten Operationen zweiter 
Art durch das Symbol ]/ V bezeichnen. 

Setzt man zunachst in (1) fur V im speciellen die Operation S 
ein, so zeigt eine leichte Zwischenbetrachtung, dass es fur unseren 
Fall g; = 47i + 1 eine und nur eine Operation ')/jS giebt, namlich: 


(^) 


y5(a)) = , (mod. 2). 


Dieselbe ist Er^eugende einer cyclisclmt soldier Untergruppen 

wird es in der im gansen {q + 1) gleiehberechtigte geben. Sollen 

zwei unter diesen Gruppen eine Operation gemeinsam haben, so kann dies 
abgesehen von der Identitat nur eine Operation V der Periode zwei sein, 
da doch auch die beziigliche Operation erster Art beiden Gruppen 
gemeinsam sein musste. Unter den Operationen (]//S)’ ist aber allein 


ys\<B) = 


Y^-CO 


von der Periode zwei, eine Operation, die wir als eine in der Gq(q‘i^L) 
ausgezeichnete erkannten, und die also thatsacblich alien (g +• f ) ^ 2 q 
gemeinsam ist. Ausser dieser Opet'ation sind in den G^q im gamen 
(q^ — 1) verschiedene Operationen V enthalten; dieselben sind alle von 
der Periode 2q %md hdben + 1 = 0, (mod. Y)- 

Wir wenden uns nun sogleich zu den Operationen V mit quadra- 
tischem Nichtrest 4" da diese sich namlich im gegenwartigen 
Falle einer Primzahl q — 4Ji^l leiehter erledigen lassen, als die Ope- 
rationen mit quadratischem Reste (P + l) • werden hier die 

imaginare Gestalt unserer Gruppe benutzen milssen und gehen insbeson- 

dere auf die in § 5 (p.432) durch w bezeichnete Operation w(^ = der 
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3 

^ zuriick. Derselben gesellt sicli als Operation 'Yw die 


nachfolgende zu: 

(5) i 


£+3 

j ^ v-i 


gH-3 

■ ^y=i 


(mod. q), 


0 * y— 1 . I 

und wir bemerken im voraus, dass weiterliin nicbt noch eine andere 
Operation Yiv eintritt. Da Yw die Periode {q + 1) besitzt, so finden 
sich in der ganm% gleicliberecUtigte cyclische Unter- 


grupj^m Oqj^x 
Operatiouen: 

( 6 ) 


Die aus (5) entspringende enthalt die (^ + 0 


= r 

^ — ._V> 5 


(mod. q). 


J"' 3 ’Y— 1 

Sollen zwei verscliiedene unter den Gq-^x aiisser der Identitat noch 
eine weitere Operation gemeiusam haben, so kann selbige bekanntlich 
keine Operation erster Art sein, milsste vielmehr eine solche zweiter 
Art der Periode zwei sein. Aber unter den Substitutionen (6) ist nur 

I' z= allein von dieser Periode: letztere Substitution muss in 

y-i-g __ ’ 

der That alien Gf^+i gemeinsam sein, denn wir haben in ihr wieder 
die uns bereits bekannte in der Gesamtgruppe Gq{q^-^x) ausgezeichnete 
Operation V der Periode zwei vor uns. Wir z*ahlen daraufhin leicht 
ah, dass in den Gqj^-x i'm gamen — verscMedene Operationen 0 weiter 
Art entlialten sind. 

Indem wir endlich zu den gleichberechtigteu G^__^ gehen, 


brauchen wir v wieder in der Bedeutung des § 4: v{p) = Schon 

» ^ 

am Anfang des Paragraphen fanden wir, dass sdmfliche Operationen 
der aus v entspringenden G^_^ mit A vertauschbar waren, eine That- 

sache, die fiir die samtlichen Operationen keiner anderen G^_^ zutrat. 

Wir finden so den wichtigen Satz: Die Gh^tippen G^_^ sind 

gleicJibereclitigten Operationen wechselweise eindeutig 

mgeordnetj und mar in dem Sinne, dass mit der ein^elnen der leUteren 
Operationen jede ein^elne Operation der 0 Kgeordneten G^_^ vertauscJibar 
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ist Indem wir jedesmal die mit A gleichbereelitigte Operation zur 

beziiglichen hinzusetzen, gewinnen wir insgesamt gleicli- 

~2” 

ierecMigte erweiterte welche den Eest der noch nicht genannten 

Operationen zweiter Art enthalten. Diese Gq—i sind nun nicht etwa 
cyclischy melmelir sind die umfassendsten in denselben enthaltenen cyclischen 

Untergruppen solclie von der Ordnung — . Durch Iteration von v'^A 


entspringt namlich die Operation so dass v'^A in der Tliat hochstens 
die Periode ^ ^ - haben kann. Wir erblicken zugleicb, dass nur den 


Ope^^ation&n v^"^ d&i' in der enthaltenen Operationen Yv^^ m- 

2 * 4 

geordnet sind und ^war immer mei, indem thatsachlich jede der ieiden 
Operationen 1 


a) 


iteriert auf v 
sind in jeder 


(p) == V''A{a) = ° Z-r > 

— Qt 

r \ ^ Ar ^ — 1 • co 

(co) — V A((o) = — -■■ 7=. -:^ - 

fiihrt An Operationen zweiter Art der Periode zwei 
{Tg_i zwei verscbiedene entbalten; z. B. baben unter den 


Substitutionen ( 7 ) die beiden A und v ^ A diese Periode, deren letztere 
man sogleicb als die ausgezeicbnete Y der Periode zwei erkennt. Die 
Gesamtzahl der ubrigen, ausserdem nocb in den Gg— 1 entbaltenen 
Operationen zweiter Art ist ■ deren Perioden sind 

wo 0 ein Teiler von und zwar 6 < ist. 

Mit den nun vollstandig bescbriebenen cyclischen Untergruppen 
der erweiterten Gruppe Ggcg*—!) haben wir zugleich die Gesamtheit der 
in dieser enthaltenen Operationen zweiter Art kennen gelernt, 

da in der That 


1 4. + 4 — 1) 4 ^ 4 

ist. Wir unterlassen, nun auch noch die in den Gq±i enthaltenen 
cyclischen Untergruppen in erschopfender Weise zu charakterisieren*). 


*) Bei den katte dies teine Schwierigkeit; bei den nxdssten 

aber immer erneute Pallunterscheidtingen getroffen werden, je nach den Besten, 
welche g mod. 16, 32, 64, u. s. w. iSsst. 
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§ 9. Cyclisclie Untergruppen der fiir den Fall q = Ah — 1, 

Ungleich viel einfaeher gestaltet sicli die Structur der 
im nun noch zu erledigenden Palle einer Primzahl g[ der Form 4Ji — 1- 
Da giebt es zuvorderst ansser den am Anfang des vorigen Para- 

grapben nambaft gemacbten — gleicbberecbtigten nicbt nocb 
weitere G^* Ferner kommen iiberbaupt keine Operationen V der 
Periode 2g vor, da + l) nicbt durch teilbar sein kann. 

Nacb wie vor sind die Operationen mit A vertauscb- 

bar. Jetzt aber ist die entsprecbende erweiterte Gq^x cycliscb, indem 
g4~^ 

wirklicb v ^ A, mit sicb selbst combiniert, die Operation v giebt und 
sonacb die Periode (q — 1) baben muss. Wir finden demgemdss in der 

jetzt gleicJiberechtigte cyclische Gq^i, in denen dann die 

dben genannten G^ enthalten sind. Insgesamt sind in diesen- Gruppen 

ft ( ft^ 1 ^ 

— - verschiedene Operationen zweiter Art enthalten, fiir welcbe 

durcbgebends (jc^ + l) quadratiscber Rest ist, und mit denen die Ge- 
samtbeit der Operationen von Restcbarakter erscbbpft ist. 

Um jetzt die Operationen mit quadratiscbem Nicbtrest + l) 
zu erledigen, betrachten wir eine besondere Operation der Gestalt: 

(1) = (mod. q), 


in welcber also B der Bedingung BB ; 




1 geniigen muss. Durch 


Iteration von (1) entspringt ^ , worin wir eine Operation 


derjenigen G^ 


3% 


g+i 

2 


vor uns baben, die aus w(^') = jrr entspringt. Sei 


etwa B^ (mod. g), so bebaupten wir, dass /l 6 eine ungerade Zabl 

ist; anderenfalls ware namlicb ojBFenbar BB^B^+^^l, was doch 
gegen die uber B gemachte Voraussetzung streitet. Setzen wir also 
so wird (Bj^y^j sein, und damit ist offenbar 


( 2 ) 




b/ 


B/- 


-T> (“O'!- 2) 


eine Operation der Periode (g + 1)* gmmnm solcJiergestdlt ^ - 

gleichberecMigte cyclische Untergruppen Gqj^ij deren einzelne eine cyclische 
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^ 5+1 entlidlt Unter den Operationen erster Art sind nur 

2 

denjenigen mit imgeraden Exponenten v Operationen zweiter Art Yid^ 
zugeordnet nnd zwar jedesmal zicei. So fuhrt z. B. auf w ausser der 
Operation (2) durcli Iteration aucli noch: 

By ^ . g 

Da keine zwei ausser* der Identitat eine Operation gemeinsam 

haben konnen, so sind in den im ganzen - - — — Operationen 

zweiter Art entbalten, d. i. gerade der ganze Rest der von den Gq—i 
her noch bleibenden Operationen dieser Art. 

§ 10. Von den symmetriselien Umformungen der 
Elaclie F f in sieh. 

2 

Unter den Operationen der erweiterten Gruppe sind fi5r 

die geometrische Betrachtung der geschlossenen Flache namentlicli 
diejenigen von der Periode zwei von Wichtigkeit. Sie bedeuten der- 
artige eindeutige Transformationen der in sich, bei denen die 

2 

Winkel umgelegt werden, und die, ein zweites Mai angewandt, jeden 
Punkt der Flache wieder an seine urspriingliche Stelle zuriickverlegen. 
Nennen wir eine solche Transformation der Flache -F in sich 

2 

kurz eine symmetrische Umformung derselben. Schon oben haben 
wir ganz allgemein geschlossene Flachen mit symmetrischen Um- 
formungen in sich als symmetrische Flachen bezeichnet*) und haben 
nunmehr eine wichtige Falluntersclieidung zu kennzeichnen, welche man 
fiir symmetrische Umformungen beschriebener Art eingefiihrt hat. 
Es kann sein, dass bei Ausfiihrung einer solehen eine oder mehrere 
geschlossene Linien der Flache Punkt fiir Punkt in sich iibergefilhrt 
werden, Linien, welche wir dann als JJhergangs- oder Bymmetrielinim 
bezeichnen werden; es kann zweitens sein, dass kein einziger Punkt 
der Flache in sich transformiert wird. Im ersten Falle sprechen wir 
von einer symmetrischen Umformung mit Ubergangscurven und teilen 


*) Man vergl. bier die bereits p. 337 genannten Abbandlungen fiber sym- 
metrische Elachen. 
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gehSrenden Gruppen nnd 

2 

weiter nach Anzatl derselben ein; im zweiteii Falle liaben ^vir eine 
symmetriscbe Umformung obne Ubergangscurve*). 

Unter den symmetriscben Umformungen, wie sie fur die 

2 

von den geliefert warden^ stebt nun zuvorderst im Falle g = 47i+ 1 
die der ausgezeichneten G^ entsprecbende isoliert. Bei Ausfubrimg der- 
selben kann kein Punkt der gescblossenen Flache in sicli ubergehen. 
Sollte namlicb die G^ auf dem Rande irgend eines der q((f — 1) 
Elementardreiecke von einen Pixpunkt haben, so miissten alle 

2 

zu letzteren homologen Punkte der iibrigen Dreiecke gleicbfalls Fix- 
punkte der G^ sein, da diese G.^ in Gq^q^—i) ausgezeiebnet ist; solcbes 
erkennt man aufs leichteste als unmbglicb. Wir schliessen: Fu?' 
Frimmhlstufen q der Form q = Ah-\-l Idsst eine ausgezeicli- 

2 

nete symmetrisclie Umformung dei welclier keine Uhergangscurve auf- 
tritt, Ftir q = 5 erkennt man bierin sofort diejenige Transformation 
der ikosaedriseb geteilten Kugel in sich, bei der der einzelne Punkt in 
den diametral gegeniiberHegenden Gbergefubrt wird. 

Hieruher Jiinaus koonmen fur jede Frimmhlstufe q noch weitere 

gleicliberechUgte symmetrisclie Uniformungen der hinm, welche Sym- 

2 

metrielinien haden*"^). In der That haben wir ja bier'^mit denjenigen Ope- 
rationen der Gq^q^^i) zu tbun, die bei der Reduction mod. q aus den 
Spiegelungen der erweiterten Modulgruppe entspringen. Wollen wir 

also die bier in Rede stebenden symmetriscben Umformungen 

kurz wieder als Spiegelungen bezeichnen. Solcher Spiegelungen batten 
wir in der That fiir ^ = 5 im ganzen funfzehn, den fiinfzebn Sym- 
metriekreisen der Ikosaederteilung entsprechend. Aucb fiir ^ = 7 
kommen wir auf bekannte Verbaltnisse zuriick; da baben wir 28 Spiege- 
lungen, und ibnen entsprecben offenbar die 28 Synimetrielinien der 
•^ 168 ? denen wir oben (p. 376) bereits ausfiihrlich bandelten. 

Im allgemeinen Falle sind die Verbaltnisse durcbaus den be- 

’*') Der weiteren Einteilung der symmetriscben Fl'acben in orthosymmetrische 
und diasymmetrische (cf. die Weichold’scbe Arbeit) konnen wir im Text© nicht 
nachgebeu und bemerken in diesem Betracbt nur nocb, dass unsere 

2 

sofern nur ilir Gescblecbt p > 0 ist, d. i. fur > 6, stets diasymmetrische 
Placben sind. 

****) Man vergl. bier das auf S. 438 ausftibrlicb gegebene Citat. 



448 II] 8. Die cyclisohen Untergrappen ia den zar Primzahlstufe 2 

sonderen fur ^ analog gebildet, so dass unsere damaligen tJber- 
legungen Schritt fttr Scbritt aueb bier Anwendung finden. Indem wir den 
Efementardreiecken auf der gescblossenen Flaehe in ihren Ecken durch- 

gehends die Winkel Y’ T’ J sich jede Dreiecksseite fiber 

ihre Endpunkte binaus in stetiger Krummung in besiimmte andere 
fort. Die einzelne Dreiecksseite erscheint so als Glied in einer ganzen 
Kette solcher Seiten, die zusammen eine gescblossene, stetig ge- 
krfimmte Linie auf der Flacbe abgeben. Man fiberzeugt sick 

i 

sofort an der Hand der Dreiecksteilimg (2, 3, q), dass auf dieser 
gescblossenen Linie die Abfolge der Punkte a, i, c gerade dieselbe 
ist, wie sie scbon bei q = 1 bervortrat; immer baben wir, wie dort 
(cf. Fig. 89, p. 377 J, Perioden zu je secbs Punkten in der Reibenfolge 
C) a, c, a, by so zwar, dass die secbs Dreiecksseiten zwiscben 
dem einzelnen Punkte c und dem an secbster Stelle in der Reibe auf 
ibn folgenden Punkte (der wieder ein Punkt c ist) gerade aus 0wei 
Symmetriekreisen der Modulteilung entspringen, welcbe letztere uns 
tibrigens je einen einzelnen aus den beiden Gattungen dieser Kreise 
darstellen. 

Da die regular ist, so scbliessen wir genau wie oben bei der 

2 

Jpjgg, dass alle fraglichen gesclilossenen lAnien der TeiUmg der mit 

2 

einafider dqiiivdlent sindj sie werden also insbesondere alle aus gleicb- 
Yiel Dreiecksseiten besteben. Da ferner Yegxi]&T-symmetrisch 

2 

ist, so wird jede unserer Linien eine Symmetrielinie fur 

als tibergangscurve m einer uns&rer Spiegehmgen gelibren. Be- 

sitzt nun eine dieser Spiegelungen im ganzen etwa d tJbergangslinien, 
so gilt dasselbe aucb von den iibrigen, da sie alle mit einander 

gleicbberecbtigt sind. Wir baben dann also im ganzen - 
Symmetrielinien bezeicbneter Art, und da jede Dreiecksseite unserer 
Teilung einer Symmetrielinie angehort, so wird die einzelne solcbe sich 

aus je Dreiecksseiten zusammensetzen, Bemerken wir endlich 

d • ctict I 

noch, dass die einzelne unserer — ±i| - 3 — I Symmetrielinien sich selhst nicht 

iiberTcreu^t] sie wurde ja anderenfalls bei der beziiglicben Spiegelung 
nicht Punkt fiir Punkt an ihrer Stelle bleiben konnen. 

Fiir die besonderen Falle q — b und q = 1 war d — 1, da wir 
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gehurenden Gruppen und 

2 

seinerzeit wirklich 15 bez. 28 Sjmmetrielinien fanden. Wollen wir 
hier letzten Endes im allgemeinen Falle die Zalil d charakterisieren, 
so gehen wir etwa im besonderen auf diejenige Symmetrielioie 
ein, auf welcber die Eekpunkte c, a des Aus gangs dreiecks der 
Einteilung unserer geschlossenen Placbe gelegen sind. Verfolgen wir 
von hier aus die an der in Rede stelienden Symmetrielinie gelegeneu 
Dreiecke, so folgt vom Ausgangsdreieck aus gerecbnet an siebenter 
Stelle wieder ein Dreieck^ das gerade so zur Symmetrielinie gelegen 
ist, wie das Ausgangsdreieck; beim weiteren Fortgang iiber die 
Symmetrielinie aber wiederbolen sicli die Verbal tnisse periodisch. 
Die Substitution, welcbe das Ausgangsdreieck in das eben genannte 
andere Dreieck liberfuhrt, berecbnet man obne Miibe und findet, dass 
sie sich mod. g auf 

reduciert. Wollen wir also die Seiten, welcbe unsere Symmetrielinie 
zusammensetzen, abzablen, so sei etwa die das Ausgangsdreieck durcb- 
ziebende die erste. Die 7*® gebort dann dem Dreieck Y an, die 13^® 

dem Dreieck Y^ u. s. w. Aber die ( ^ + 1) sollte wieder dem 

Ausgangsdreieck angeboren; es muss also 

= (mod. 2) 

sein, wabrend dies von keiner voraufgebenden Potenz von Y gelten 
soil. Wir haben also das Resultat: Man hestimnie die niederste Potent 
der ZaM 2, die modulo q mit + 1 oder — 1 congruent ivird; ist dies 

die V*®, so ist d = die gesuchte ZaM d. So ist z. B. d immer 

gleicb 1, wenn 2 primitive Wurzel der Primzabl q ist. Der niederste 
Pall, bei dem > 1 ausfallt, ist q = 11- da ist 2^ = — 1, und man 
gewinnt d =2. Weiter folgt 31 mit = 3, 41 mit d! = 2 u. s. w.*) 

Eine grosse Reibe weiterer Bemerkungen tiber die Symraetrie- 
linien der versparen wir bis an passende Stellen des folgenden 

2 

*) Das bior zu Tage getretene unregelmassigo Verbalten der verscbiedenen 
Primzabl en q stebt in Beziebung zu. der Verscbiedenartigkeit in der Structur der 
deren wir auf Seite 444 unter dem Texte gedacbten. 

Klein-Prioke, Modulfaactionen. 


20 
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Kapitels, in welcliem es sicli uni die nicht-cyclischen Untergruppen 
cler liandeln soil. Bei der geometrischen Interpretation dieser 

2 

Untergruppen durch die Flachen werden in der That die 

2 

Sjmmetrielinien zur Veranschaulichung der in Betracht kommenden 
Verhaltnisse die wiclitigsten Dienste leisten. 



Neuntes Kapitel. 

Anfzilltiniig aller nicht-cyclischen Untergrnppeii der znr PrimzaM- 
stnfe q gehorenden Grnppe 

Auf Grand der Entwicklungen des vorigen Kapitels werden sicli 
nun leicht auch die nicht-cyclisclien Untergruppen der aiigeben 

2 

lassen. Die vollstandige Aufzahlung derselben soil die Hauptaufgabe 
des gegenwartigen Kapitels sein. Daneben werden wir nocli wieder- 
liolt auf die Lomogene sowie auf die erweiterte Bezug 

nehmen; aber in Ansehung dieser Gruppen wiirde eine ersclxopfende 
Untersucbung; wenn auch keineswegs schwierig, so doch. umstandlich 
und fiir unsere kunftigen Zwecke keineswegs erforderlicb. sein. 

Von den zu nennenden Untergruppen der sind diejenigen, 

_ 

welcke wir als halbmetacyclische bezeichnen, sowie die vom Diedertypus 
bereits von S erret aufgestellt worden*^). Die weiter in Betracbt kommen- 
den Untergruppen vom Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaedertypus sind 
fiir die allgemeiue Primzalilstufe erst von Hrn- Gierster abgeieitet und 
untersucht worden, sowie wir ihm auch den Vollstandigkeitsbeweis 
fiir die hier abzuleitende Zerlegung der verdanken*-^*). 

2 

Die in den beiden ersten Paragraphen des Nachfolgenden ge- 
gebenen tJberlegungen, die uns zu sehr interessanten Satzen von all- 
gemeincr gruppcntheoretischer Bedeutung hinfiihren, konnen wir fiir die 
ferneren Entwicklungen dieses Kapitels nicht mehr entbeliren. Inhalt- 
lich stehen sie freilich auch schon zu friiheren Kapiteln in der innigsten 
Beziehung. 

***) An der p. 411 angegebenen Stelle. 

**) Man vergleiche die p. 411 genannte Arbeit Gierstor^s im 18*®“ Bande 
der Math. Annalen, 
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§ 1. Von den erzengenden Snbstitutionen der zu einer beliebigen 
Zoibl n gehorenden G-mppe G-{n} • 

Wir gehen nocli einmal zuriick auf die oft gebrauchte Dreiecks- 
teilung (2, 3, n) und die ihr zugehorige Gruppe G s^n] von Substitu- 
tionen erster Art, die jene Teilung mit sich selbst zur Deckung 
bringen. Diese G{u] batten wir oben auf die Modulgruppe T rueroedriscb 
isomorpb bezogen und wollen jetzt diejenigen Operationen der G {n}? welcbe 
dabei den Modulsubstitutionen 8 und T zugeordnet sind, selbst wieder 
8 und T nennen. In letzteren beiden Operationen besitzen wir dann 
ein System von Erzeugenden der G{n}l dabei ist 8 von der Periode 
wahrend T und 8T (gerade wie auch die entspreclienden Modulsub- 
stitutionen) die Periode zwei bez. drei besitzen. Wir konnen das 
so ausdrxicken, dass die Ernexigenden 8 und T der G {n} die Helationexi 

(1) S^ = l, ^2 = 1, {8Ty=-l 

hefriedigen. Jetzt bebaupten wir, dass ausser (1) fiir 8 und T nichi 
noch eine weifere^ wesentlicli neue Belation besteJien Jcann. 

Der Sinn dieser Bebauptung ist der folgende. Eine Relation fUr 
8 und T gewinnen wir immer dann, wenn irgend eine Combination der 
Sy T, die wir symboliscb als Product iT(5^, T) — 8^T^S^ • • • scbreiben, 
auf die identiscbe Operation fuhrt; die betreffende Relation ist als- 
dann 11(8 y T) = 1. Da baben wir zunacbst solcbe Relationen, die 
unabhangig von der besonderen Bedeutung der Operationen 8y T be- 
steben, und die wir weiterbin als identische bezeicbnen wollen. Es 
werden das offenbar zunacbst die folgenden vier sein: 

(2) S8-^ = ly 8-^8 = ly = T-ir=l, 

Weiter rechnen wir dabin aber auch diejenigen, welcbe durcb Combi- 
nation Oder Ineinanderscbacbtelung dieser vier Relationen entspringen, 
so z. B. 8^8'^^ = 1 Oder 8^ T8''~^8T’^'^8'^^ — 1. Einscbaltung oder 
Herausnahme von Pactoren 88^^y etc., welcbe einmal oder 

wiederholt an irgend welcben Stellen eines beliebig vorgelegten sym- 
boliscben Productes 11(8, T) vorgenommen werden, bezeicbnen wir 
fernerhin als „identische Umformung^' des Productes. Jede identiscbe 
Relation wird sicb sonacb durcb identiscbe Umformung auf die Gestalt 
1 = 1 bringen lassen, Demgegeniiber sind die Formeln (1) als „wesent- 
licbe Relationen^^ zu bezeicbnen, da sie nur erst auf Grund der besonderen 
Bedeutung besteben, welcbe unseren Operationen 8, T zukommt. Weil 
sie aber einmal besteben, so diirfen wir an beliebigen Stellen eines 
symbolischen Productes 11(8 y T) einmal oder ofter wiederbolt Factoren 

(3) 8% 8-% T\ (8Tfy (ST)-^ 
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2 

einschalten ocler herausnelimen; ohne dass dabei die durch i7(S, T) 
dargestellte Substitution der G [n] eine andere wird. Der Sinn unserer 
obigen Behauptung ist jetzt offenbar der, dass irgend eine vorgefnndene 
Melation 11(8, T) = 1 durch solcke Hin- und Aussdhaltimgen von Fac- 
tor&n (3) im Y&rein vielleiclit mit identisehen Umfonmmgen gederzeit selbst 
in eine idmtische Belation umgetvandeU tverden kann. 

Der Beweis unserer derinassen interpretierten Behauptung ist durch 
Riickgang auf die Teilung (2, 3, vermoge geometrischer Ober- 
legungen aufs leichteste zu fiihren. Liege ein Product allgemeinster 
Gestalt TL(8T) — S’^ ••• vor, welches die identische Substi- 

tution der G{n} darstellt: 11(8, T) = 1, so wollen wir das Product II 
in folgender Weise geometrisch deuten. Von einem Punkte des Aus- 
gangsdreiecks der Teilung (2, 3, oz) ziehen wir eine die Ecken a, b, c 
der Teilung durchgehends meidende Linie G, welche der Reihe nach die 
Doppeldreiecke 1, 8, 8^, - • •, 8^, S^T, • • •, 8^^T(^, 8«T^8, • • - 

durchlauft, wo a, p, y, S, s ,•• • gerade die in 11(8, T) auftretendeu 
Exponenten sind. Indem wir C so weiter nach Massgabe der expli- 
citen Gestalt von n(8, T) hinleiten, werden wir letzten Endes im 
Doppeldreieck 11(8, T) = l das Ausgangsdreieck selbst wieder erreichen 
und lassen dortselbst die Curve G in ihrem Anfangspunkte endigen; 
sie wird demgemass eine im Inneren der Teilung (2, 3, n) verlaufende, 
iibrigens beliebig oft sich selbst iiberkreuzende geschlossene Linie 
darstellen. 

Curve C, welche die Ecken a, i, c durchgehends vermeiden sollte, 
wird eben dieserhalb umgekehrt das Product 11(8, T) eindetitig be- 
stimmen. Wir miissen uns nun verge wissern, was es fiir dieses Pro- 
duct fur Polgen hat, wenn wir C einer stetig verlaufenden Gestalts- 
anderung unterwerfen, die jedoch derart beschrankt sein soli, dass bei 
ihrer Ausfiihrung die Linie O iiber keinen der Eckpunkte a, b, c der 
Teilung (2, 3, n) hinubergezogen wird. So beschrankte Abanderungen 
konnen wir entweder nur noch dadurch hervorrufen, dass wir einmal 
oder wiederholt G iiber eine einzelne Dreiecksseite zu einer Ausbuch- 
tung in das benachbarte Doppeldreieck hinuberziehen, von dem aus G 
dann aber gleich wieder zu jenem ersteren Doppeldreieck zuriickkehren 
wiirde, oder aber dadurch, dass wir derartige Ausbuchtungen zum Ver- 
schwinden bringen*). Da ist nun sofort evident, dass einmalige Aus- 
fuhrung oder Wegnahme einer solchen Ausbuchtung fiir 11(8, T) 
darauf hinaus kommt, dass wir an bestimmter Stelle einen der Pac- 

*) Man habe hier immer die Fig. 33, p. 109, vor Augen, welche die Teilung 
(2, 3, 7) zur Darstellung bringt. 
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toren (2) ein- oder ausschalten. Wir iiberblicken also das Resultat: 
Die geltennmclmeten stetigen Gestalidnderungen von C hedeuten fur n(Sy T) 
identische Umformungen. 

Nun folgt aus dem TJmstande, dass die Teilung (2, 3, n) einen 
einfach zusammenbangenden Bereich bedeckt, der auch in der Func- 
tionentheorie ausgiebig zur Verwendung kommende bekaniite Satz^ 
dass sicb C durch die hier erlaubten Umanderungen unter Festhaltnng 
seines Anfangspnnktes in einen solchen Weg C' umwandeln lasst, der 
sicb. aus einer Reihe Ton jenem Anfangspunkt entspringender nnd in 
bestimniter Folge zu durcblaufender „Schleifen^^ zusammensetzf^), Dabei 
yerstehen wir unter einer Schleife einen Weg, der von jenem Anfangs- 
punkte aus immer unter Meidung der Ecken a, 5, c in die un- 
mittelbare Nahe einer einzelnen, bestimmten unter diesen Ecken hin- 
ziebt, selbige ein oder mebrere Male in der einen oder anderen 
Richtung umkreist, um alsdann au£ der scbon durcblaufenen Balm 
zum Anfangspunkte zuriickzukebren, Man bemerke also, dass sicb 
JJ(5, jT) = 1 durcb identiscbe Umformung der linken Seite auf die 
Form TCiiSj T) • 7C2(S, T) • • • = 1 bringen lasst, wo sicb nun die ein- 
zelnen Pactoren links auf die einzelnen, G' zusammensetzenden Scbleifen 
bezieben. Das einzelne dieser Products T) bat jetzt auf Grand 

der Gestalt der beziiglicben Scbleife selbst eine charakteristisclie Form; 
Tty, wird sicb namlich offenbar aus drei Bestandteilen zusammensetzen: 
Erstlicb einem Products S^T(^ • • • dem Wege zum in Betracbt 

kommenden Eckpunkte bin, alsdann folgt, je nacb der Art der Ecke 
und der Anzahl und Ricbtung der Umkreisuugen, einer der Fac- 
toren (3) in gewisser Potenz; den Scbluss bildet, dem Riickwege ent- 
sprecbend, das zu jenem ersten Product inverse 
Haben wir also etwa eine Ecke c, so ist 
T) = ‘ 

Hier ist nun sofort evident, dass durcb einmalige oder ofter wiedcr- 
bolte Herausnabme eines Factors (3) die Relation T) = 1 zu 

einer identiscben umgestaltet werden kann. Damit ist aber uasere am 
Anfang des Paragrapben aufgestellte Bebauptung in der That veribciert. 

Bemerken wir zum Scbluss nocb, was man ja leiclit iiberblicken 
wird, dass die gewonnenen Resultate aucb fur den Grenzfall n = oo, 
d. i. fiir die Modulgruppe F, ibre Giiltigkeit bewabren: Die er^eugenden 
ModulsiibstituUonen 8, T geniigm ausser = 1, {8Ty = 1 nicht nock 
tveUcrcH lielationen, Desgleicben bat die iJbertragung luiserer (Jbor- 

*) Man vcrgl. z. B. Clobscb-Gordan, Tlieorie der AbeVschen Fmictionm 
(Leipzig, 1866) p. 82 u. f. 
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legungen aucb auf die iibrigeii im 3*®^ Kapitel des vorigen Absclinitts 
besprocbenen Dreiecksteiluugen und zugehorigen Gruppen keinerlei 
vScbwierigkeit^ weil wir aucb da immer mit Dreieeksteilungen zn tbun 
baben, welcbe einen einfach msammenliangenden Bereicb (das Tniiere 
des jeweiligen Ortbogonalkreises bez. eine gauze couiplexe Ebene) 
fach uberdecken, 

§ 2. Ber Dyck’sclie Satz iiber Erzeugimg der mit O [n) holoedriscli 

isomorplien Gmppen. 

Die Erzeugung aller Substitutionen V der G [n] aiis den beiden 
besonderen linearen Substitutionen S uud T kommt jetzt auf Grund 
der gewonnenen Resultate eiuzig und allein auf eine Aufgabe der 
Combinatorik hinaus. Wir werden alle denkbaren Producte TI{S^ T) 
bilden und immer unter denen, die durcb identische Dmformungen bez. 
Einschaltung von Pactoren (3) § 1 in einander uberfubrbar sind, ein 
particulares nacb Willkdr auswahlen. So erhalten ivir jede Operation V 
von G{n} und jede nur einmal. Ersteres ist sofort evident, denn die 
oft genannten Abanderungen des Productes T) werden ja auf 

Grund von § 1 die dargestellte Substitution V = TI{S, T) niebt modi- 
ficieren. Wiirden nun aber nocb zwei nicht in einander uberfiihrbare 
Producte IT^, ein und dieselbe Substitution Y darstellen, so ware 
T) = 112 ( 8 , T). Versteht man alsdann unter iT 2 ~^(/S, T) das 
zu iTg inverse Product, das also die Factoren von IZg in entgegen- 
gesetzter Polge und mit entgegengesetztenExponenten besitzt, so wiirden 
wir unter bezeiebneten Umstanden in IIi(S, T') • IIf~'^(Sy T) = 1 eine 
wesentlicb neue Relation besitzen, was dock undenkbar ist. 

Man priife nun nocb einmal die gerade gezogenen Scbllisse und 
wird bemerken, dass wir dabei von der specifischen Bedeutung der 
S, T als linearer Substitutionen einer Variabelen ganzlich abgeseben 
haben. tJberall ist nur dies Eine fur die Giiltigkeit unserer Scblilsse 
vorauszusetzen, dass S und T gleichartige, allein den Melationen (1) § 1 
geniigende Operationm irgend welcher Art sind, die wiederhoU und mit 
einander combiniert wieder Operationen derselhen Art er^eugen. Allein 
infolge dieser Voraussetzung tiber S und T werden die durcb jene parti- 
cular gewablten Producte n{S, T) definierten Operationen F, wie wir 
ganz abstracter Weise sebliessen, in ibrer Gesamtbeit eine bestimmte 
Gruppe bilden, welcbe letztere mit unserer G{n} identisch wirc^, wo- 
fern wir den Erzeugenden S, T obige Bedeutung als bestimmte linear- 
gebrochene Substitutionen einer Variabelen wieder verleiben. 

Wollen wir das nun, nocb etwas anders gestaltet, in dem folgenden 
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Satze aiisspreclieu, desseu Bedeutimg fiir die Gruppentheorie librigens 
eine ganz allgemeine ist: Zwei gleicliartige Operationm S', T' , die com- 
Mmert immer ivied&t^ Operationen derselhen Art herstellen^ die des fmmeren 
den Belationen 

(1) = (;S'T7 = 1, 

dariiber hinaus dber nicht nocli tvesentUch neiien gmilgm^ sind die JEr- 
Beugenden einer mil G {n} holoedriseh isomorphen Gruppe G'{ n } • 
hier zu Tage tretende Princip der Definition von Gruppen durch er- 
zeugende Operationen, deren Bedeutung gar nicht specificiert ist, zwisclien 
denen aber gewisse Relationen vorgeschrieben sind, ist nacb dem 
Vorgang von Cayley^) durcb Dyck fiir die Gruppentbeorie des 
naheren dargelegt worden*) **). Insbesondere ist unser gerade gewonnener 
Satz fiir die Specialfalle n = 2, 3, 4, 5 auch explicit an citierter 
Stelle von Hrn. Dyck abgeleitet worden. Wollen wir also diesen 
Satz kunftighin als den D^/cifc’sclien Satz bezeicbnen. 

Das besondere Interesse, welcbes diesen ersten Fallen n = 2, 3, 4, 5 
anbaftet, ist darin begrundet, dass bier die aus S', T' entspringenden 
Gruppen endlicbe sind und bez. den Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder- und 
Ikosaedertypus zeigen. Das muss man auch auf directem combinato- 
riscben Wege einseben konnen, wie wir bier fiir 3 tbatsacblicb 
ausfiihren wollen. Indem wir der Kiirze balber die oberen Indices in 
der Bezeicbnung der Operationen fortlassen, mbgen uns irgeud zwei 
gleicbartige Operationen S und T gegeben sein, welcbe keinen anderen 
Relationen als 

(2) = 1, T2 = 1, (BTy = 1 

geniigen. Die dritte Relation scbreiben wir sogleicb nocb mit Hilfe 
der zweiten und ersten in die neuen Formen um 

(3) STSTS = T, STS = T 

und wollen nun die aus S und T zu erzeugende Gruppe G berstellen. 

In G wird sicber die Operation B = S-'^TS = S^TS auftreten, die 
als mit T gleicliberecbtigt von der Periode zwei ist. Dabei ist It von 
T versebieden; denn ware S^TS=Ty so batten wir die Relation 
TS^TS = 1. Auf Grund von (3) und (2) setzt man letztere Gleicbung 
aber sofort in STS'“'^=1 um, welcbe sicber nicht besteben kann, 
da linker Hand eine mit T gleichberecbtigte und also von der Iden- 
titat versebiedene Operation stebt. Indem wir weiter BT bilden, 

*) Man soho desaen Arbeit theory of groups^^ in Bd. 1 des American 

Journal of Mathematics (1878). 

Cf. Gruppentheoretisclie Studien, Math. Ann. Bd. 20, p. 1 (1882). 
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liaben wir eine neue Operation der Periode zwei gewonnenj denn zu- 
folge ( 3 ) und (2) ist 

{BTf = S • 8 TSTS • STST = S - T • STST = 1, 

Dementsprecbend ist BT= (BT)-^ = = TB, d. h. B unci T 

sind mit einauder vertausclibar. JSs zvenlen also die vier Operationen 
If Bj Ty BT fur sich eine bUd&n, die ersichtUch dmi Yierertypiis 
hesiUt 

Die gewonnene G^ ist nun mit der Operation S vertauscbbar. In 
der That wird T durch jS in i 2 transformiert, wie wir schon oben 
sahen, Wei ter aber folgert man unter Anwendung von ( 3 ) 

8-^BST ^ 8 • TS^T S-TS = By 

so dass 8 '~^B8 = BT wird. Durch Benutzung dieser schon gewon- 
nenen ftesultate folgt daun drittens 

8 -^BT8 = 8 -^B8 • 8 -^T8 = BTB = Ty 

so dass wirkKch == G^^ und demnach auch 8^‘‘^G4^S^ = 6^4 zu- 

trifft, was wir auch 8G^ = G^8y 8^G4^— G^^S^ sehreiben konnen. 
Man bilde sich nun die Operation en: 


1, 

T , 

B , 

BT , 

S, 

TS, 

BS, 

BTS, 


TS\ 

BS\ 

BTS^. 


Zufolge der gerade bewiesenen Gleichungen /S(t4— G4^8y zeigt man 
sofort, dass dieselhen eine Gmppe hilden. Dabei konnen aber keine 
zwei der aufgeschriebenen zwolf Operationen identisch werden; unsere 
Gruppe muss vielmehr eine Gy^ def* Ordmmg mdlf seiny da sie ja sowohl 
eine G^y als eine G^ in sich enthalt. Aufs leichteste erkennt man 
nun weiter, dass G^^ den Tetraedertypus besitzt, indem man die 
cyclischen Untergruppen der G^^ studiei’t. Wir wollen dies hier ins 
einzelne nicht weiter ausfuhren, 

§ 3. Nichtcyclische Untergruppen der und 

2 

an denen sicli eine Gtj beteiligt. 

Nach diesen vorbereitenden Bntwicklungen kehren wir zu unserer 
Hauptaufgabe zuriick, die in der enthaltenen nicht-cyclischen 

2 

Untergruppen namhaft zu machen. Wir ziehen dabei zuvorderst die 
(q + 1) gleichberechtigten cyclischen Gq heran, um von ihnen aus 
unsere gowohnte Schlussweise zu beginnen. Als eine von (q + 1) 
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gleiclibereclitigteii ist z. B. die aus der Substitution S entspriugende 

Qg vertauscbbar im ganzen mit — — — • ((Z + 1) “ - Opera- 

tioneu^ die eine bilden. Wie wir schon oben erfuhren, sind 

2 

dies die Operationen mit durch q teilbarem y: 

(1) o' = , (mod. q), 

Ct 

und wir werden demzufolge sebr leicht erkennen, welcbe cyclischen 
Untergruppen ausser der scbon genannten Gq in der enthalten 

2 

sind. Da haben wir zuvorderst die aus der Operation (1) p. 429 zu er- 
zeugende G^_^ damit aber aucb die mit ihr gleicliberechtigten Griippen 

V = 0 , 1 , 2 , . . (2 - 1 ). 

2 2 

Keine zwei von diesen Gruppen konnen identisch sein; es ware sonst 
G„ ^ mit einer von der Identitat verschiedenen Potenz von S und also 
2 

auch mit 8 selbst vertauscbbar, was nicbt der Fall ist. Die Gnippe 
^2(9—1) sonach aus einer eimelnen Gq und geivissen q gleich- 

2 

iereclitigten G^_^ msammen^ welcbe Gruppen in der That gerade 
2 

" — verscbiedene Operationen liefern. Da aber nur eine Gq in der 

^9(9—1) schliessen wir sofort: Ds giebt in der 

2 , 2 
insgesamt gerade (^ + 1) gleicliberecMigte Untergruppen be^eich- 

2 

neter Structur. 

Hier reiben wir sogleicb weitere nicbt-cjcliscbe Untergruppen an, 
die in den entbalten sind. In jeder G^_^ war eine eiit- 

2 “T~ 'TJT 

balten fur jeden Teiler 0 von ^ der < — ist. Dcmentsprechend 

i 2t 

giebt es in jeder eine welche alle Substitutionmi enthdlt: 

2 iff 

f 03 *4" I? / J \ 

(0 =——^, (mod. 2), 

a 

unter a wie aucb frUber eine primitive Wurzel von q verstanden. Aber 
man bemerkt leicbt, dass es in der einzelnen bieriiber binaus 

3 
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nielit nocli weitere Untergruppen giebt, an denen sicli die beziigliclie 
Qq selbst beteiligt. 

Sierm it sind nun iiberhaupt alle Untergruppen erscliopftj an denen sicli 
Operationen der Teriode q ieteillgen. Sollte nainlicli die Operation S noch 
ineiner von den nTinerwahnten verscliiedenenUntergruppe G von 

2 


vorkommen, so miisste in G wenigstens eine Oj^eration V = 



mit nicht durch q teilbarem y vorkommeu-, anderenfalls ware ja G 

1 — J 


in der entbalten. Mit S und V ist in G aucb S ^ VS ^ 

_ 

entbalten, wobei wir wie liblicb unter — diejenigen ganzen 

Zablen meinen, die, mit y multipliciert, mod. q bez. die Reste 1 — a, 
1 — d geben, Aber es ist zntblge leiebter Recbnnng 

(mod. 2). 


Weiter finden sicb mit der so gewonnenen 

\s ^ vs ^ J) 

/ 1—a 1— f)\ __ i_ n 1 \ 

s\s ^ vs ^ j) 


Substitution in G aucb 


(mod. q). 


Die Grupx>e G enthalt demnacb S und T und ist also die Gesamtgruppe 
selbst. 
a 

Wir gedenken bier aucb nocb der homogenen Gruppen, welcbe obigen 
durcb den bemiedriseben Isomorpbismus zugewiesen sind. Es 

2 

warden dies ofifenbar Gq{q^t) sein, und der oben besonders betracb- 

ieten entspriebt speciell die der Operationen 

_ 

Cl)/ = ccOjL + iSog, (^2 = (mod. g;). 

Die Gruppe dieser Substitutionen benennt man anderweit als 
cyclische Gruppe"*^), Wollen wir bier diesen Nauien iibernebmen und 
dann iiberbaupt unsere (2+ 1) gleicbberecbtigten i) als die meta- 
cyclischen Untergruppen der homogenen bezeichnen. Ent- 


Man sehe die Note in „Ikos/* p. 12. 
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sprechend sollen die nicht-liomogenen als die liaTbmetacycliscIim 

2 

Untergruppen der bezeielinet werden. 

2 

Die damit eingefuhrten Namen braucht man gelegentlich aucb fiir 
die resp. fiir die entsprecbenden nicbt-homogenen Da 

a 2 ^ 

wir indessen kiinftig zumeist nur mit den bez. zu thun 

baben, so werden wir von dieser Erweiterung der eben eingefuhrten 
Bezeichnungsweise abselien, 

§ 4, Die halbmetacyelisclien Untergruppen bei beliebiger Stufenzahl n. 
Die lialbmetaeyclischen fiihren zu den wichtigsten nicht- 

2 

ausgezeichneten Congruenzgruppen Stufe, die iiberliaupt existieren, 
und wir werden spaterhin aucb die entsprecbenden Congruenzgruppen 
bei zusammengesetzten Stufenzablen gelegentlich gebraueben miissen. 
Wollen wir also gleich hier die dazu erforderlicbe Untersucbung fur 
beliebige Stufenzahl ••• einschalten, 

Vorerst mogen einige, aucb in der Zablentheorie in Gebraucb be- 
findlicbe Zeichen erklart werden, die wir bier und spaterbin gelegentlich 
benotigen. In tiblicber Weise setzen wir: 

(1) ^(„) = „(i_|)(i_i) 

welches bekanntlicb die Anzabl der zu n relativ primen Zahlclassen 
mod. n ist. Des weiteren aber schreiben wir: 

(2) ■ *(„)_„(l + i)(l+i)..., 

so dasa sich der Index der bomogenen Hauptcongruenzgruppe Stufe 
2yb(n) in der folgenden Weise darstellt: • 

(3) 2 {n) = n<p (n) tp (n ) . 

Betrachten wir nunmehr die nicht - bomogene Substitution S 
modulo n, so erkennt man sofort, dass die niederste ihrer Potenzen 
ist, die mit 1 congruent ausfallt. Innerbalb der zur Stufe ge- 
borenden ist sonach S die Erzeugende einer cjcliscben Unter- 

gruppe Gn der Ordnung n. Nun sei V eine mit dieser Gn vertausch- 
bare Operation der so soli es gelten, die Gestalt dieser Substi- 

tution V in Erfabrung zu bringen. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung, welcber V geniigen muss, ist die, dass S durcb V in irgend 
eine Substitution S'*’ der Gn transformiert wird: V~^SV = 5’', (mod. n). 
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2 

Wir reclinen diese Congruenz aus und spalten sie in iibliclier Weise 
unter Aufuahme eines Factors e = -^1 in die vier 

= 1 — = 0 , d^ = ev, 

Indem wir n > 4 annehmen, folgt durcL. Addition der beiden ersten 
Congruenzen e = -f- so dass sich diese Congruenzen sofort anf yd = 0 
kiirzen. Multiplicieren wir die so gewonnene Congruenz mit a and 
addieren zu derselben die dritte jener vier eben geschriebenen Con- 
gruenzen^ naclidem wir sie mit ^ multiplicierten, so folgt 

y^ad — Py) = y = 0. 

Man bemerke iiberdies, dass die Bedingung y = 0 fiir unsere Zwecke 
binreichend ist^ imd dass somit alle Operationen 

(4) 7(0) = “” *(mod.w) 

a 

der G^(n) iJiit Gn vertauschbar sind. 

Um jetzt die Anzabl incongruenter Substitutionen (4) abzuzahlen, 
beriicksichtige man, dass a bier nur der einen Bedingung zu geniigen 
bat; gegen n relativ prim zu sein; cc ist also auf g^(n) Zablelassen 
eingescbrankt; wabrend /3 ganz beliebig bleibt. Indem immer nocb 
ein gleicbzeitiger Zeichenwecbsel der Coefficienten von V obne Ande- 
rung der Substitution V selbst vorgenommen werden kann, baben wir 

in der G^i(n) ii3i ganzen ■^nq)(n) mit Gn vertauscbbare Operationen. 
Daraus ziehen wir einerseits den Scbluss, dass die Operationen (4) in 
der Gi^(n) eine Untergruppe G^ bilden^ des weiteren aber, dass es 

im gamen == gleichbereclitigte cyclische Gn in der 

G/^(n) gielt 

Was nun die Structur dieser G^ anlangt) die wir iibrigens wieder 

als balbmetacycliscbe Untergruppen bezeicbnen werden) so bemerkt 
man innerhalb derselben ausser der Gn leicbt n gleicbberecbtigte 
G^ , welcbe die Verallgemeinerung der cyclischen G^_^ darstellen 

(iibrigens aber keineswegs in alien Fallen cycliscbe Structur zeigen). Alle 
Operationen (4) mit einem von + 1 verscbiedenen a gehoren in die eine 
oder andere dieser G^ ,80 dass also jedenfalls nur die eine Gn in 

der G ^ enthalten ist, deren Operationen durch a — 1 cbarakterisiert 

— «y(n) 

sind. Wollen wir daraus nocb den Scbluss zieben: JEs gieit in der 
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G-fn(n) ganmi ^0?) gleiclibereclitlgte lialbmetaeyclisclie TJnfprgrup))en 
de>' Ordnung 


- 71 (p in) 


§ 5. ZerlegTzug der Fiaelie F 


3-1 




Polygonkranze *). 


V, 

-I- V cc\ 

’ ^ , ) dargesfcellt, wo v ein Rest- 

-v, 0 4- vW 


Zxir PrimzaUstufe q zuriickkehrend konnen wir uns jetzt an der 
Hand der lialbmetacyclischen fiber die Gestalt der Flaclie 

.. 2 ^ '^2 

einen sehr beqnemen XJberblick verscbaffen. Auf dieser Flacbe liegen 

im ganzen ^ — Punkte c, jeder im Kreise umlagert von q Doppel- 
dreiecken, die zusammengenommen ein Polygon von q Seiten bilden. 
Diese — Polygone uberdeckeii nnsere Flaclie gerade einfach. und 
vollstandig; es ist dies ein erstes, verhaltnismassig einfackes Bild, 
das wir uns von der Flacbe macben wollen. Um einen einzelnen 
unter diesen Punkten c zu cbarakterisieren, geben wir auf die q in- 
congruenten Substitutionen zuriick, welcbe zu den ibn uingebeii- 

den Doppeldreiecken gehoren. Ist eine unter denselben F= 

d + vyJ 

system mod. q durcblaufen soli. Da kann man also den einzelnen 
Punkt c etwa durcb Angabe des Zahlenpaares a, y cbarakterisieren, 
das den ersten und dritten Coefficienten in den bezuglicben Substitu- 
tionen YS'"' abgiebt; wir werden geradezu vom Punkte (a, y) sprocben 
und gewinnen solcbergestalt alle Punkte c, indem wir a und y ein 
System mod. q incongruenter Paare nicbt zugleieb durcb q teilbarer 
Zablen durcblaufen lassen und dabei immer (a, y) und ( — cc, — y') als 
nfcbt verscbieden anseben. 

Nun baben wir scbon oben (p. 437) geseben, dass die einzelne 
- - ^ Fixpunkte c besitzt. Dieselben sollen jetzt des naheren fiir die 
aus S entspringende Gq angegeben werden. Durcb Ausixbung der Sub- 

f'a + y, /3 + 

der Punkt («:, y) in {a + y, y) uber. Solb also (a, y) Fixpunkt von 
Gq sein, so muss y = 0, (mod. q) sein, was in der That gerade — 
Punkte c giebt: Die. Fixpunkte der aus S entspringenden Gq sind die 
folgenden Punkte c: 

0) (1; 0 ), ( 2 , 0 ), . . o) . 

Vgl. das p. 438 in der Note gegebene Citat. 


stitution S geht das Doppeldreieck ^ in ^ ^ und also 
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2 

Die q Doppeldreiecke, welelie den einzelnen Punkt c uingeben, denken 
wir nns jetzt, wie sie anf einander folgen, numeriert, nnd zwar soil, 
wofern V die Nummer 1 hat, VS die 2, V8^ die 3 etc. bekommen, 

Wenn wir also z. B. am Punkte {a, 0) das Dreieck 

erstes rechnen, so wird i) ^weites, allgemein 

das werden. Jetzt transformiert S das Dreieck 



d. h. das erste Dreieck wird durch S in das (ar^ -j- 1)*® iibergefuhrt. 
Fiir die — ^ ^ Punkte (1) durchlauft aber gerade die — qua- 

dratischen Reste von q. Wenn also hier der Ausdruck gestattet ist, 
Substitution S bedeute eine „Drehung^^ jedesmal der q Doppeldreieeke 
um den einzelnen Pixpunkt c*), so toird die Gescliwindigkeit dieser 

Dreliung fur 'keine 8wei %mter den FixpuYiktmi (1) die ndmliclie 

sein. Setzen wir vielmehr als Masseinheit die beim Punkte (1, 0) 
stattfindende Geschwindigkeit an, so werden die Geschwindigkeiten bei 

den - - Punkten (1) gerade durch die - ganzen Zahlen gemessen 

sein, welclie die incongruenten quadratisclien Reste de>^ Primmhl q dar- 
stellen. 


den q nach aussen hin benachbarten DreieckenF)S’'2^ = 


zu 


a\ 

yJ’ 


Gehen wir nun von den q Doppeldreiecken VS^ = (^^ ^ ^ 

fp + va, - 
\d + — y, 

so werden keine zwei derselben ihre Ecke c gemeinsam haben. Wir 
kommen vielmehr solchergestalt zu q neuen Punkten d + vy), 

welche ersichtlich mit ihren aus je q Doppeldreiecken bestehenden Polj- 
gonen das innere Polygon um (a, y') rings umschliessen. In Fig. 90 (p.464) 
ist solches fiir den Specialfall q = 1 dargestellt, vermoge dessen man 
sich leicht auch im allgemeinen Fall die Verhaltnisse veranschaulieht. 
Wollen wir den Kranz der {q +■ 1) Poly gone, der sich solchergestalt 
um den Punkt (a, y) symmetrisch anordnet, kurz als einen Polygon- 


*) Man vergesse bier nicht, dass eine der Transformationen unserer Placbe 
bSherem Geschlecbte p sicb niebt durcb continuierlicbe 

2 

Versobiebung der Placbe in sicb bewerkstelligen lasst; das Wort „Drebung“ wird 
also im Texte nur in iibertragenem Sinne gebrauebt. 
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liranz bezeichnen und insbesondere die nin die — ~ Punkte (1) ge- 

legenen Polygonkranze dieser Art in Riicksicbt zielien. Urn das Polygon 
mit dem Mittelpunkt (a^ 0) lagern sich rings die Poly gone mit den 



Fig 90. 


Mittelpunkten (0, (1? ‘ (<l — 1? Man sieht also: 

Zu den nnter (1) genannten Punkten c gehoren ebensoviele 

Polygonkranze, von denm Iceine mei ein Polygon gemeinsam liabm. Da 

es aber nicht mehr als — Polygone zu je q Doppeldreieckeii giebt, 

so werden jene Polygonkranze gerade alle Doppeldreiecke 

derFlache erschopfen. Wir honnen demgemdss den ((2+ 1) glcich- 

_ 

berechtigten entsjprechend die game Dreieclcsteilung der Fldclie -F 

2 * ” 

auf (q 1) verschiedene Arten aus FolygonJcrdmen in he^eicJmeler 

Weise aufbauen. 

Gedenken wir endlich noch der cyclisclien G^_^j die in der zur 

2 

betrachteten Gq geborenden enthalten sind. Die Operation 

2 

= (unter a eine Primitivwurzel von q verstandcn) trans- 

formiert zufolge leicbter Rechnung den Punkt fee, 0) in (aa, 0). Wir 
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2 

scliliessen sofort: JBei Ausfulirung der Operationeyi einer der q Ider in 

JBetraclit kommenden ^erm/iitieren sicli die ^ ^ Piiukte (1) iinter 

2 

einander und zwar cycliscli. Eine sehr anschauliclie geometrisclie 
Deutung dieses Satzes gewinnen wir baldigst, naciadem wir nocli 

iiaher die Beziehung der — gleidaberechtigten G zu den 

~ — Symmetrielinien der Flache der Discussion unter- 

2 

worfen haben, was im ubernachsten Paragraphen gesclieben soil. 

Man veranschaulicbe sicli die besprocbenen geometriscben Ver- 
lialtuisse insbesondere in den Specialfallen = 5, 7. Fiir den ersteren 
ist Pig. 30, p. 105 Oder auch deren stereograpbische Projection auf 
die Kugeloberflache Pig. 31, p. 106 beranzuzielien, wo man nun in 
der That miihelos den ganzen Complex der sechzig Doppeldreiecke in 
zwei Polygonkranze unserer Art zerlegt (und zwar auf seeks verschie- 
dene Weisen). Fiir den Pall q = l ist bereits soeben in Fig. 90 ein 
einzelner Polygonkranz mitgeteilt; aus drei solchen wird sicli die 
ganze Flache aufbauen. 

§ G. Die in der entbaltenen Untergruppen vom Diedertyptis. 

Indem wir jetzt zu den ubrigen cyclischen Untergruppen der 
vorgehen, zeigt sich auch an dieser Stelle die vbllige Ana- 

"■"2 

logie der nait den Wir komien diese zweierlei Gruppen 

2 2 

geradezu zusammenfassend als die — - gleichiberechtigten be- 

2 

zeichnen und wollen dann unsere folgenden tJberlegungen sowohl auf 
das obere, wie das untere Zeichen einzeln beziehen. 

Da die einzelne G^^^ eine unter gleichberechtigten Unter- 

2 

gruppen ist, so wird sie insgesamt mit 

^ r 1 

2 '2 a -C ^ 

Operationen der vertauschbar sein, die alsdann eine Gq±i 

bilden. Aus § 4 des vorigen Kapitels (p. 428 u. £) kennen wir als Bei- 
spiel einer diejenige der Operationen: 

Klein-Fricite, Modulfunctionen. 


30 
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(1) = ^ — , (mod. 2 ), 

wahrend wir’ entsprechend das Beispiel einer Gq^i unter imaginarer 
Gestalt angeben (cf. p. 432 u. f.) : 

(2) = g-^.-r7g ? 2)- 

Erimiern wir daneben an die aucli im vorigen Kapitel scboii be- 
nntzten Congruenzen: 

(3) , w^tv^w^ = to - , (mod. q) . 

Die einzelne der so gewonnenen Untergruppen Gq^i enthalt, wie 

man sieht, neben einer cyclischen noch ^ ~ Operationen 

2 ~ 

der Periode zwei. Das ist aber gerade der Typus der Diedergruppen 
(cf. „Ikos.'^ p. lOu. f.), wir werden also sagen: JEs gieht in 

2 

1 gleicliberechtigte Diedergmppm i? sowie ^ ebensolclic 

Gruppm Gq^i. 

Von den Zahlen ist die eine gerade, die andere ungerade, 

und dementsprecbend ist die gegenseitige Stellung der Operationen 
der Periode zwei in der Diedergruppe Gq^i eine ganz andere als in 
der In der G<,±i mit ungeradem giebt es iiberhaupt nur 

Operationen der Periode zwei, die sicher innerbalb der Gesamt- 
gruppe, aber anch scbon innerbalb der Diedergruppe Gq-jri gleicb- 
bereebtigt sind. In der Gq±i mit geradem ist zuvorderst eine 

innerbalb eben dieser Gq±i ausgezeicbnete Operation der Periode zwei 
entbalten, die Yon der cycliscben + i geliefert wird; des weiteren 

aber finden sicb nocb zwei Systeme von je gleicbberecbtigten 

Operationen der Periode zwei, welcbe beide wobl innerbalb der Ge- 
samtgruppe, aber keineswegs innerbalb der Gq±i gleichberechtigt sind, 
Es sind das sebr bekannte Satze iiber die Strnctur der Diedergruppe, 
Da sie indessen an vorbin citierter Stelle p. 10 u. f.) geometriscb 

anf Grund der diedriscben Kugelteilung abgeleitet sind, so mag es ge- 
stattet sein, bier nocb einen abstracten Beweis derselben einzuschalten. 
Aus (3) folgt sofort = 1st nun - -g— ungerado, so 

durchliiuft 2v mit v ein Restsystem mod. , und es wird demnacb 
vcrmoge der ^ ~ ^ Operationen v* gerade in sUmtliclic Operationen 
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transformiert- 1st andrerseits - ■ gerade, so wird die Operation der 

Ir-J 

Periode zwei v ^ durcli alle (q — 1) Operationen (1)^ wie wir ja schon 
von friilier her (p. 430) wissen, in sich transformiert. Die beiden Reihen 


zu je 



( 4 ) 


gleichbereclitigten Operationen sind dannr 

g— 5 





v^v, 

v^v^, 



Da ist es nun nicbt moglicb, dass innerlialb der G-g^i mit mebr 
als ^ ^ Operationen gleicbberecbtigt ist, weil sie in der That mit den 


vier eine bildenden Operationen 

g— 3- g — 1 

(5) 1, V ^ j VqV^'v ^ 

vertausclibar ist *'*'). — 

Die bescbriebenen Verlialtnisse baben nun ihre wicbtigen Folgen, 
falls wir jetzt aucb auf die Untergruppen Bezug nebmen wollen, die sieh 
in der einzelnen Diedergruppe Gq±i vorfinden mogen. Versteben wir 

unter r irgend einen Teller von • - -- j— , der indessen jetzt der Be- 
scbrankung r < unterliegen soll**^‘); giebt es in der einzelnen 

cycliscben wie wir wissen, eine cycliscbe die ausgezeicbnet 

^ 2 ~ 2r" 

in der beziiglicben Diedergruppe 6r,y+i entbalten ist. + i wird also 


insbesondere mit der einzelnen Operation der Periode zwei v^v'^’ (hez.w^W*’) 
vertauscbbar sein und giebt demnacb, mit ibr combiniert, eine + 

T 

welcbe man sofort wieder als Diedergruppe erkennt. In der G^^i 
der Operationen (1) finden sicb dergestalt jm ganzen t Gruppeu G^j_^ 

t 

dieser Art nait den Siibstitutionen: 


( 6 ) 




i2 1 1 










*) Wir braucben kaum zu betouen, dass sicb fur die Operationen w die Ent- 
wicklung genau so gestaltet. 

• cy " "f "* 1 

*•*■■*) Der fiir das eine der beiden Zeicben eintretende Teller r =« verlaogt 

besondere XJniersuckung, die in § 8 folgt. 
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wobei eine Zalil ans der Reili© ^ 2, • • •, t sein soil. Wir 

woileD hi©!* sogleicli entscheiden, ob dies© t Grruppen Gr ^ — ^ in der 

t 

^ 5 (,"_i) gleichbereclitigt siud oder nicht. Sollen wir eine derselben in 

2 ' 

eine andere transformieren, so wird dabei offenbar die cyclische der 

’TT' 

in der ersten Reibe (6) stebenden Operationen in sicb iibergeben miissen; 
dann dilrfen wir aber nur die Operationen (1) zur Transformation 
anwenden, denn diese allein sind mit jener vertauscbbar. Zwei 

imsererr Gruppen Cr _i; die innerbalb der Gesamtbeit gleicbberecbtigt 
% 

sind, sind dies daher ancb scbon innerbalb der — i- Hier ist nun so- 
gleicb ofienbar: Isfc x eine ungerade Zabl, so geboren die Operationen der 
zweiten Reibe (6) znr Halfte in die ersie, zur Halfte in die zweite 
Reibe (4); da sind also alle r Gr^_^ in einander transformierbar. Ist 

t 

dagegen t gerade, so sind die Operationen der zweiten Reibe (6) ent- 
weder nur in der ersten oder nur in der zweiten Reibe (4) entbalten; 
dann also baben wir zwei unter einander nicbt gleicbberecbiigte Systemo 

von je gleiebbereobtigten • 

Indent wir sofort bberblicken, dass ffir die Operationen w genau 
entsprecbende tJberlegungen stattfinden, zieben wir sogleicb die ge- 

samten Betracbt. Offenbar baben wir das Resultat 

nambaft zu machen: Fur jeden tmgeradm Teller % < — uon 
gklt es im, der im gannen gleichberecMigte Unter- 

gruppen voni Biedertypus; fiir jeden geraden Toiler r<®-j non 

•t 

Mhen wir indes mod Systcme von je gldehhercchtigtm 

% 

Diedergrupjpen + welche hcide aboi' unter einander niclit glclch- 

r 

herechtigt sind. 

§ 7. Zusammensetzimg der Polygonkranze zur FlUtChe 

Si 

An die soeben gewonnencn Diedorgruppon G^j^i scbliesscii wir 
jetzt eiiiige geomotriscbo Entwicklmigen, welclio nns insonderhoit ein 
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aelir ubersiclitliches Bild der Flache F . liefern werden, Bs zeij^te 

sich seiiier Zeit, dass die Spiegelung ji gerade nur mit den (jq — 1) 
imter (1) p. 466 stelienden Operationen erster x^Lrt vertausclibar war. Die 

^ in der erweiterten vorgefundenen Spiegelungen sind 

solcberweise den — ^ gleiclibereclitigten DiMergruppen 6r.^— i ein- 

deutig zugeordnet, was wir nun geometrisch in ubersichtlichster Weise 

durcli Ruckgang auf die - Symmetrielinien der deuten. 

2 

Wir verfolgen bier, der Kdrze wegen^ nur den einfacbsten Pall cZ=l, 
fiir welclien die ^ Symmetrielinien in dem Sinne eindeatig deii 
zugewiesen sind, dass die einselne Synmietrielinie durcJi 

die (q — 1) Operationen der hedlgliclten und durcli Iceine imteren in 
siclb ubergefillirt tvird. Dabei tritt denn der Diedertypus der Gq^i anfs 
deutlicbste zu Tage: Den Substitutionen der in der entbaltenen 

cycliscben entspreclien solcbe Transformationen der Syminetrie- 


liuie in sicli, welche, die Symmetrielinie fiir sich betracbtet, durcli 
contiuuierliche Verscbiebungen derselben in sicb bewerkstelligt werden 

konnen (cf. Fig. 89, p. 377). Den — Operationen der Periode zwei 
aber kommeu solcbe Transformationen der Symmetrielinie in sicb 
zu, welcbe wir im entsprecbenden Sinne als Umklaiipungen der- 
selben jedesmal um zwei auf ibr diametral gelegene Punkte a be- 

zeicbnen werden. Aucb fur den Umstand, dass bei geradem 
die gemeinten Operationen der Periode zwei in zwei verscbiedene, 
nicht gleicbberecbtigte Classen zerfallen, wird man aufs leicbteste durcb 
blossen Anblick der soeben genannten Figur die geometriscbe Inter- 
pretation auffinden. 

Auf Grund der inzwischen fur die cycliscben gewonnenen 

Kesultate konnen wir jeizt die geometriscben Betracbtungen des vor- 
letzten Paragrapben in wichtiger Weise erganzen. Dort zerlegten wir der 

oinzelnen entsprecbend die ganze Flache in 

2 . 2 
Polygonkranze, welcbe fiir die damals besonders betracbtete 

2 

die Mittelpunkte (cc, 0) batten. Indem wir an dieser Gruppe 

a ' 
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der Operationen (d' = auch hier uocli festhalten, sind es nun 

gerade die gi durch den Mittelpunkt (1, 0) des ersten Polygonkranzes 
zieliendeu SymmetrieliDien, welche dentin der enthaltenen cy- 

2 

clischen Untergruppen in soeben bezeichnetem Sinne zugewiesen 

It - 

sind 5 in der That sahen wir sckon oben(p.449), dass zu der das Ausgangs- 
Doppeldreieck lialbierenden Symmetrielinie die der Operationen 

2 

T' • 

gehbrt. Eriniiern wir uns ferner nocli, dass durch die 

Operationen der in der enthaltenen Gruppen die - 

2 2 

Mittelpunkte (a, 0) der Polygonkranze unter einander cyclisch per- 
mutiert warden, so entspringt unter Rucksichtnahme auf die inzwischen 
erkannte geometrische Bedeutung der ^achfolgeuder Satz: Die g 

2 ” 

hier in Rede stehenden Synimetrielmien Jidben nicht nnr in (1, 0) einen 
ilinen alien gemeinsanien Schnittpimht, sondern sie 0 iehen alle atich durch 

(2, 0); (3, 0)., • • •, ^vdhre^id iiber diese ^ alien gemein- 

samen SchnittpimMe hina%i/S heinc md derselben sich sonst noch treffen. 
Umgekehrt aber folgern wir hieraus: Langs der einmlnen dieser 

Symmetrielinien erscheinen die ~ FolygonhrdmCj tvelche wir im vor- 
let 0 ten Faragraplien imi die Mittelpunkte (a, 0) anordneten, gleichsam 
tvie - auf eine geschlossene Kette gereihte Glieder. Wir gewinnen 
auf diese Weise eine sehr lebendige Vorstellung von der Gestalt 
der zumal weim wir die Entwicklungen von p. 463 u. f. 

hinzunehmen, imd man versaume nicht, auch hier wiederum die fur 
die Specialfalle q — b,l fruher mitgeteilten Figurcn zur besonderen 
Veranschaulichung des gerade gcwonnenen Satzes zu verwerten. Da 
sich iibrigens im allgemeinen Palle die auf (g + 1) verschiedene 

2 

Weisen in je Polygonkranze spalten lasst, und andererseits durch 

den einzelnen Mittelpunkt (a, y) im ganzen g Symmetrielinien hin- 
durchziehen, so wird sich die gekennzeichnete Anordnung der 

2 

in eine Kette von Polygonkranzen im ganzen auf g((ji+ 1) verschiedene 
Weisen bewerkstelligen lassen. Die einzelne der Symmetrie- 
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ii 

linien wircl also immer bei zwei verschieclenen unter diesen qQi + 1) 
Anordnungen zur Verwendung komruen. In der That liegen ja aiich 
auf der einzelnen Symmetrielinie {q — IJ Punkte c, you denen die 
Halfte bei der einen, die andere Halfte bei der audereu filr diese 
Symmetidelinie in Betraclit kommenden Aiiordnimg die Mittelpunkte 
der Polygonkranze liefert. 


§ 8. Die in der enthaltenen Vierergrnppen, 

2 

[Inter den beiden Zahlen {g^ + 1) ist q — (”^) durcli 4 teil- 
bare, und also haben wir innerhalb der Diedergruppen G eine 

ausgezeichnete Substitution der Periode zwei, die wir jetzt kurz K 
nenuen, sowie zwei Systeme von je — ("^)1 giGichberechtigten 

Substitutionen der Periode zwei. Ist V 2 irgend eine der letzteren Sub- 
stitutionen"^), so sind und mit einander vertauschbar und also 
ist V 2 V 2 wieder eine Substitution der Periode zwei, die sick natiir- 
lich gleichfalls in der gerade vorliegenden G , vorfiiidet. Infolge 

der Congruenz Fg Fg' = F^", (mod. q) bemerkt man aufs leicliteste, 
dass die vier Operationen 

(1) 1, n, F/, F," 


fiir sich eine Untergruppe G^^ der bilden, die ersichtlich den 

2 


Vierertypus besitzt Auf der anderen Seite kann Fg jedenfalls 
nur mit einer solchen Operation der Periode zwei eine Vierergruppe 
erzeugen, mit der sie vertauschbar ist; das sind nun aber, wie wir 
schon aus vorigem Kapitel wissen, gerade nur die in der G , 

enthaltenen Substitutionen der Periode zwei, und wir werden also auf 
dem bezeichneten Wege zur Kenntnis alter in der enthaltenen 

2 


Vierergrnppen gelangen. 

Beachte man weiter, dass es offenbar innerhalb der einzelnen Q . ^ 


im ganzen ^\q — (-^)] 


Vierergrnppen giebt, an denen sich Fg be- 


*) Es erscheint zweckmiissig, hier die Periode der einzelnen Substitutionen V 
als unteren Index an V anzuhiingen. 

**) Of. „Ikos.“ p, 12 u. f. 
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teiligt. Werden dieselben zunUchst iniierhalb der G alle mit ein- 

ander gleicliberecbtigt sebi oder iiicht? Um bier vorerst die Voraus- 
setzuBg ^ == -f- 1 ZQ jBacheUj so sind innerlialb der G /~i\ 

gaiiz offeubar alle [(/ — (^^)] ^4 gleiolabereclitigt, wenn 

Fg' und nicht der uamlichen Horizontalreihe (4) p. 467 angelioren; 
sie zerfallen indessen in zwei Systeme yon je ^\jL — ("^)] 

bereclitigten wenn F/, Fj" entweder beide in der ersten oder 
beide in der zweiten Horizontalreihe (4) p. 467 stehen. Dieses Resultat 
kleidet sieli nun in iiberaus einfache'Form durch Riickgaug auf die 
beiden Gongruenzen: 

Hy) Hi:) 

^ , (mod. $). 


V, = v 


^2 


Wir sprechen das Resnltat gleicb aucb fiir den ITall = — 1 aus 

(wo wir zur Begrundung statt der v die tv wiirden in Betracbt zieben 
miissen): Der erste der heiden tmtm^schiedenen Fdlle triU fur un- 

gerades \ \j. — (■^)] Primmhlen der Form a; == 8A + 3, 

der meite hei geradem Primmhlen der Form 

g = 8 h 4^ 1 - 

Macben wir fur den letzteren Fall, einer sogleicb zu ziehendeii 
Folgeriing wegen, bier noch anf die Diedergruppe aufmerksam, 
weicbe die Substitutionen umfasst: 


HH r(v) 

1, v « , Vj .~v ' 1 ■ 




V'V — V” 
^2 ^2 



In dieser Gq ist die 6r^ der Operationon (1) ausgezeichnet enthalten, 
was man festhalten wolle. 

Jetzt sind zwar in der einzelnen G im ganzen-^[g; — {”~)] 


verschiedene 6^^ bezeichneter Art entbalton. Wenn wir aber die ge- 
samten + ("Y^)] gl^icbberechtigten G in Betracbt zieben, 
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a 

ao finden wir keineswegs y 2 [2 + {^)] ■ 'i Ijl — {^)] = v'cr- 

schiedene vielnielir im ganzeu nur In dei'That werdeu "wir ja 

z. B. zur Cr^ der Operationeii (1) ein zweites Mai von derjenigen G . 

aus gefiilirt, welclie F/ ausgezeielmet enthalty und endliek ein drittes 
Mai von der G , aus^ welehe in dieser Weise entbalt. Dass 

ubrigens diese fiir q — SJ^^o alle gleichbereclitigt sind, ist 

nacli den obigen Entwicklungen sofort olfenbar. Nar filr den aiideren 
Fall q = 8h-^l baben wirnocli dartiber zu entsclieiden, ob wir da zwei 

untersaebiedene Systeme von je - gleicliberecbtigten (r.^ haben, 

Oder ob beide Systeme, in der Gesamtgruppe betracbtet, 

2 

gleichberecbtigt werden. Hier zieben wir den Gesicbtspunbt beran, 
der sicb an gleicber Stelle aucb scbon bei der specielleu Untersucbung 
der zu q = 1 geborenden als niitzlicb erwies. Ware der letzt- 
genanntc Fall der zutreffende, so ware die einzelne G^ als eine unter 

gleicbberechtigten nur mit den Bwdlf Operationen einer G^^ 

vertauscbbar; diese milsste danii die G^ der tinier (2) stebenden 
Operationen als Untergruppe in sicb enthalten, was widersprecbend 
ist, Nacb alledem liaben wir das Hanptresultat: Es giebt in der 

'modulo q. inccngrumten Siibstikitioncn — - Vierer- 

gruppen dieselhen sind im Ealle q — Sh + S tmter cinander gkich- 
herechtigt^ wdhrend sle sich fiir Primmlilen q ^ Sh in zwei unter 

einander nicht glcicliberechtigte Sgsteme von je glcicliberecliiigten 

G^ ^erlegen, 

Hier nocb zwei zusatzliche Bomerkimgen iiber die gewonnenen 
Vierergruppen. 

Ersllich 'betonen wir nochmals ausdrucklich^ dass es in der 

2 

aitsser den gefundenen nicht noch weitere Untergruppen 

vom Vierertypus giebt. Wir sahen namlicb scbon, dass sicb die einzelne 
Substitution der Periode zwei im ganzen an Werergruppen 

beteiligt. Indem wir diese Zabl mit der Anzahl y S' [g: + 
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1 ) eutlialteneu Operatiouen der Periocle zwei miiltipliciereu, er- 

2 

halteu wir offenbar die dreifacbe Anzahl aller in eutlialtenen 

2 

Vierergru] 3 peii. Die Zatl der letzteren ist demnacli wirklich 

Des ferneren wollen wir entsclieiden, ob vielleicht die fiir g=8fe+ 1 

eintretenden beiden Systeme von je gleichberechtigten die 

dock in der nicbt gleicbbereclitigt waren, dieses vielleicht in 

2 

der erweiterten sind"^'). Siclier zvird das fur g = 87i + 1 'uicht 

der Fall sein\ denn da werden uns die Vierergruppen von den Dieder- 
gruppen Gq^i geliefert, welche den Spiegelungen der eiudeutig 

zugeordnet waren. Wir werden also fiir eine vorgelegte G^^ so fort 
(und zwar noch auf drei Weisen) eine Spiegelung ausfindig machen, 
welche mit den Operationen der einzeln und also mit der selbsi 
vertauschbar ist. Haben wir also in der bereits 

3 

9A. — 

' 2 • 4:8 

mit 6?^ vertauschbare Operationen so werden wir durch Combi- 
nation derselben mit der eben gemeinten Spiegelung im ganzen 48 
mit der G^ vertauschbare Operationen der Gq(q^^i) gewinnen. Mehr 
fcann es nicht geben, da doch G^^ bereits in der eine von 

" " 2 “ 

gleichberechtigten Untergruppen ist. JBc^:cichncte 48 Operationen 
werden sonacli eine erweiterte G,^ bilden, und wir sehen, dass die eimclne 

G^ auch in der nur eine unter - gleicliberechtigien 

Gruppen ist. 

Demgegenuber zeigt sich, dass fiir q — 8h — 1 heide Systeme 
von Vierergruppen innerlialb der 6r,^(ya_i) mit cinander glelchbercchtigt 

*) Die liber Erweiterungsfabigkeit durch Operationen zweiter Art, ubor 
Gleichberechtigung *der Untergruppen innorbalb der u. s. w. bier und in 

den folgenden Paragrapben mitgeteilten Entwicklungen beruben auf anderwoit 
nicbt verSffentlicbten Untersuebungen des Herausgebers. Diese Angaben sind 
bier und in der Edge ubrigens immer nur durebaus beilaufig gemaebt; in der That 
sollte ja aucb eine erseb^pfende Zerlegung der bier keineswegs ange- 

strebt werden. 

Die wir im folgenden Paragrapben sogleicb naher untersueben. 
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sind. Existierte namlicli aucli nun irgend eine Operation Vy die eine 
vorgelegte in sicli transformiert, so wilrcle aus G^ und dieser V eine 
G-g entspringen, deren vier Operationen V notwendig Spiegelungen 
w'aren. In der That giebt es zufolge des ersten Satzes p. 446, der 
hier bei q=s8h — 1 ofFenbar Anwendung gestattet, fiir keine in unserer 
G^ enthaltene eine zugehorige l/^. Mit (?§ wtlrde dann weiter 
eine gleichberechtigte Gq existieren, die insbesondere die Spiegelung A 
enthielte, und da bemerke man, dass die drei Operationen Fo, Vf^'y 
dieser G^' durch A entweder einzeln in sich transformiert werden, oder 
dass dies docii wenigstens von einer unter ilmen gelten muss, wahrend 
alsdann die beiden anderen durch A permutiert werden. Prlifen wir 
diese beiden Falle nach einander. Die mit A vertauschbareii Operationen 

der Periode zwei sind gegenwartig diejenigen der Form co' 


Es miissten demnach im ersteren unserer beiden Falle 


n(«>) = 


a”’ (0 ’ 


F/(cd) = 



v' ? 

a (o 


k;\co) = 



a ^ CO 


die drei Operationen der Periode zwei unserer G^^ seiu. Dann aber ware 


V.V/(gj) = 


v' — V ? 


was gegen F^Fg' = V/' offenbar streitet. Im anderen Falle kame’*') 
Kaco) = , F, (GJj = — - , Fo (co) — — , 

' 2K j ^ ^ i \ j —yea — 0 : ^ 


y c 
— a’’ 


tt CO 


Hier miissten also die drei Zahlen cc^ y zugleich den beiden Be- 
dingungen ’■{' = — 1, — pyE^O gentlgen, was ersichtlich 

(2 ay — 2, (mod. q) 

zur Folge hat. Letztere Oongruenz ist indessen nicht moglich, da ( — 2) 
Nichtrest jeder Primzahl der Form q — 8h — 1 ist. G^ ist sonach 
atich in der Gesamtgrujf^e Gq{<y-^xy nur mil 24 Operationen (erster Art) 

vertauschhar und also inner halb der Gq(q±^i) eine von ^ gleich- 

berechtigten (r^, wie wir das ja zeigen wollten. 


*) Wir fanden schon p. 436, dass die Operationen der Periode zwei 
a + d 0 haben. 



476 


II, 0. Aufzabiung allcr uicht-cyciisclien Uiitergruppuu 


§ 0. Die Untergruppen der vom Tetraeder- und 

Oktaedertypus. 

Fiir Frimzalilstufeu q der Form = 87^ + 3 ist die eiiizelne 

Vierergruppe (rj^ eine imter " gleichbereclitigten Gruppen; sie 

ist demnacli vertauschbar mit zwolf Operationeu der die 

2 

inneiiialb derselbeii eine bilden. Fiir Primzahlstufen q der Form 
g = 8/i + 1 ist die einzelne eine imter gleicbbereclitigten 

Untergruppen; sie ist also vertauscbbar mit 24 Operationen der 
die eine bilden. Wir bebaupteu: Jene G^.^ 'besitst den 

' ~2 

Tetraeder' j diese den Oktaedertypus. 

Seien mimlicb wieder 1, K, V^' die Operationeu der so wird, 
weuu wir es etwa vorerst mit einer G^^ zu tbun liaben, selbige bekaiiiit- 
lich wenigstens eine Untergruppe besitzen^ welclie aus der Operation Vq 
der Periode drei eutspringen moge. Transformieren wir G^ vermogc 
dieser Fg, so warden dabei die Substitutionen F^, Fg', Fg" entweder 
einzeln in sieb transformiert, odor diese drei Operationen permutieren 
sick cyclisck. Von diesen beiden Mbglickkeiten trifft nim die letztere 

zu^); freilick wird im Falle q — {“^) durck 3 teilbar ist^ 

durch diejenigen beiden Operationen der Periode drei in sick traiis- 
formiert; welcke mit F, derselben cycliscken G angekoren; 

2 

aber diese Operationen werden dann jedenfalls niclit auck nock Fg' 
imd VJ'' in sick transformieren, wie man aus den frukeren, die 
G betreffenden Satzen leickt schliesst. Wir setzen demnacli an: 

2 

( 1 ) vr^r,v,= v,', vr^v,'r,= r,", v,-^v;'v,^.v,, 

'Mit nnd Fg wird nun aucli F^Fg der G^^ angekoren, und zwar ist 
diese Operation FgFg von der Periode drei. Wir konnen uamlick 
schreiben (FgFg)'^ = auf Grund von (1) 

*) Der ersteren hier nicht in Betrackt kommenden M5gliclikeit entspricht, 
allgemein zu reden, eine mit drei gleichbereclitigten cyclischen Gq und einer 
ausgezeickneten cyclischen Gg, die den gemeinsam ist, Ausser dieser G^^ und 
der Tetraedergruppe giebt es keine andere Gjg mit attsgezeiohnet in ikr entkal- 
tener Yierergruppe, 
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der zur Primzahlstiift* ^ gehorenden Gnippo 

soviel wie ] g" d. li. die Identitat ist. imd sind also 

zwei Operationen, die den Bedingungen geniigen: 

Y.^=l, TV ^ 1 , (Fs Jlf 1, (mod. 2); 

unsere die aus und erzeiigt wird, ist sonach. zufolge des 

Dyck’sclien Satzes eine Tetraedergruppe. 

Haben wir zweitens im Falle ^ = 87i + 1 mit einer zu thuii, 
so scbliessen wir zuvorderst genau so, wie oben. Die G.j^ wird eine 
G^ besitzen und bat demnacb eine G^^^ Tetraedertypus als Unter- 
gruppe in sicb. Hieriiber binaus fanden wir scbon im vorigen Para- 
grapben, dass die G^ mit den Operationeii einer Diedergruppe G^ ver- 
tauscbbar ist, die wir nun: 

1 Y F^ — F Y—i 

J- j ^47 ^4 ^4 J 

V' Y Y' V Y' T^ — irr' 

scbreiben wollen. Solcher Diedergruppen giebt es den drei Operationen 
^2 ; ^2"^ entsprecbend im ganzen drei, und sie liefern die zwolf 
Operationen, welcbe die G^^ nocb ausser denen der entbalt. Das 
sind denn ersicbtlich secbs Operationen der Periode vier 

sowie secbs neue Operationen der Periode zwei TTiT^, 
V{~‘^V2' = u. s. w.; man zeigt namlicb miibelos, dass irgend 

zwei der drei in Rede stebenden Gg ausser den ^2' keine 

Operationen der Periode zwei gemeinsam baben konnen. 

Dieses ist nun alles in Ubereinstimmung mit bekannten Verbalt- 
nissen der Oktaedergruppe. Dass unsere G^^ aber wirklich den Oktaeder- 
typus besitzt, zeigen wir wieder auf Grand des Dyck^scben Satzes. In der 
^^24 finden sicb acbt Substitutionen der Periode drei, die ja scbon in 
der G-^2 entbalten sind. Combinieren wir dieselben mit der einzelnen 
Oj;)eration V., so erbalten wir acbt verscbiedene der G^^, aber nicbt 
scbon der G-^g angeborige Operationen; unter denselben miissen sicb 
also wenigstens zwei von der Periode zwei befinden. Sei in diesem 
Sinne etwa Vg ri.: dieser Periode angeborig, so baben wir um- 

gekebrt in eine Substitution der Periode drei. Nun sind, wie 

man aufs leicbteste zeigt, und Erzeugende unserer G24; da 
jene aber den Bedingungen 

F/ = 1 , V’"^ = 1, (V.Y^'y = 1, (mod. gi) 

geniigen, so baben wir in der G24 tbatsacblicb eine Oktaedergruppe. 

Jetzt baben wir nur nocb auf die bekannte Tbatsacbe zurilckzugeben, 
dass sowohl die Oktaedergruppe, wie aucb die Tetraedergruppe nur 
eine Vierergruppe ausgezeicbnet entbalt, um auf Grand des vorigen 
Paragraphen sofort das Resultat auszusprecben: Filr Frlmmhlstufen g 
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II, 9. Aufziililnng aller nioht-cyelischen Untergrnppen 


dj&i' Foy'fii ^ = Sh ^ cs tti d 6 T i) gausa'i 

¥~ 

yleiclihereclitigte JJntergruppen vom TetmederUjpiis. Fur FrimmU- 
sUifsn g d&r Form g = 8 h 1 gidbt es iii dor ^woi witoy 

2 

evnmuLa- nicU gleicMerecIitigte Systeme von je -— 4 ^^ gleicliberecli- 

tigten Oldaedergruppen Da aber in jeder Oktaedergruppe eine 

Tetraedergruppe ausgezeicbnet enthalten ist, so kommt weiter: Es 

gielt f%r g = 87i + 1 in der swei Systeme von 'je - 

Tetraedergruppm G^^. Des weiteren aber ziebt man mubelos nocb 
diese Folgerungen aus den beziiglicben Satzen des vorigen Para- 
grapben: Im Falle g = 8 h + 1 sind die G 24 , der Erweiterung durch 
Operationen ^weiter Art der Gq{^^—±) fahig; wir hahen da in leister er 
Gruppe swei Systeme von je glekliberechtigten G^^, die heide 

aber aiich innerhalb der Gq(^-.D nicht gleicJiberechtigt sind. Im Gegensats 
dasu tverden fur ^ = 8 A — 1 die sweimal Oldaedergruppen 

G ^24 innerhalb der Gq^g^^i) alle mit einander gleichlereolitigt und lassen 
dem^tsprechend eine Erweit^ung durch Operationen sweiter Art der 
Gg[q^-.x) nicht su. Diese letsteren Sdtse iibertragen sich oJine weiteres auch 
auf die in den <?24 onthaltenen G^^ • — 

Wenn wir bislang tiberall von der einzelnen Gruppe auf diejenige 
Gruppe weiter scblossen, in welclier jene erstere ausgezeicbnet ent- 
halten ist, so wolle man jetzt bemerken, dass uns diese Art zu scbliessen 
zur Kenntnis weiterer Untergruppen der nicbt mebr binzu- 

2“ 

fiihren vermag: Die halbmetacyclischen die Diedergruppen 

_ 

Gq±t, endlicb die eben gefundenen Oktaedergruppen G. 24 J resp. die 
Tetraedergruppen G^^ g = Sh + S) sind durchgebends nur nocb 
mit ihren eigenen Substitutionen vertauscbbar. Weitere Untergruppen 
der biermit aufgezablten Typen kann es nun aber aucb in der 

2 ~ 

nicbt mebr geben^ denn jede Diedergrupi)e entbalt eine cycliscbe aus- 
gezeicbnet^ und letztere baben wir alle zur Aufstellung von Dieder- 
gruppen verwertet; eine Oktaedergruppe entbalt eine Vierergruppe 
ausgezeicbnet, und wieder sind diese (3^^ alle zur Verwendung ge- 
kommen u. s. w. Soil es bei dieser Sacblage nocb weitere Unter- 
gruppen in der gebeu, so miissen dieselben von der Art sein, 

2“ 
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2 

dass sie keiiae Dntergruj)pe der bis jetzt Yorgekommenen Typen aus- 
gezeiclinet entbalten. Soldier Anforderung genugt nnter den uns von 
friilier her bekannten Gruppen die Ikosaedergruppe^ und wirklich werden 
wir nun sehen, dass es in gewissen Fallen Untergruppen vom 
Ikosaedertypus in der giebt. 


§ 10. Anfstellxmg tind Abzahlung der in der enthaltenen 

Untergruppen vom Ikosaedertypus. 


Soli die eine Untergruppe vom Ikosaedertypus entbalten, 

so muss ihre Ordnmig durch 60 teilbar sein; unsere hier fol- 

genden Entwicklungen gelten also jedenfalls nur fur Primzahlen g 
der Form ^=107i + l. In beiden Fallen ergiebt in der That der 
Dyck’sehe Satz die Existenz von Ikosaedergruppen Gqq. Betrachten 


wir zuvorderst g = 107^ + I; so giebt es in der aus 

erzeugten G^_^ vier Operationen der Periode fiinf, von denen wir eine 
2 

(O 

durch V^{g)) = — - bezeichnen wollen. Wir combinieren dieselbe mit 
a 

der Operation 72 ( 03 ) = ^"^-^ der Periode zwei, die wir so gewiihlt 
denken, dass 


nv,(a,) 


a^aoo -f- 

oiT^ yea — a~'^oc^ 


(mod. q) 


der Periode drei angehbrt. Zu dem Zweeke setze man unter Fixierung 
des Vorzeichens von a, y: 

a{aP — — 1, — — ar°Y = — 1 (mod. g), 

wobei wir ausdriicklieh noch darauf aufmerksam machen, dass die 
rechte Seite der letzten Congruenz bei der hier vorliegeiiden Be- 
deutung von nicht durch q teilbar sein kann. Die an Fg gestellte For- 
derung ergiebt ersichtlich fiir a einen ganz bestimmten Wert, wilhrend 
das Product ^y nur gehalten ist, mod. q mit einer gewissen von 0 ver- 
schiedenen Zahl congruent zu sein. Demgemass giebt es {q — 1) ver- 
schiedene der geforderten Art, und indem wir beriicksichtigen, dass 
es in der gegenwartigen Fall 2q(q + 1) Operationen der 

” T“ ■ 

Periode funf giebt, merken wir uns als erstes Eesultat an: Us giebt 
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fiir ^ = 107 i + 1 in der G insgesamt 2 g{(f — V) Faare von 


Operationen T5; K, die der Bedingimg: 

(1) YrJ‘ = 1, = 1, (nF,)» = 1, (mod. q) 

geniigeyi. 

Genau derselbe Sat7. gilt nun aueli fur q = 10 7^ — 1, Da 
werden wir 


y.m 




Bg 


schreiben miissen und geniigen dann der Forderung (V^V^y — 1 durcli 
solclie Werte von A, B; welcbe die Bedingungen befriedigen: 

A(/ — j-^) = 1 , BB = B2+1 = — (A 2 + 1 ), (mod. q). 


Hier ist wieder A fest bestimmt und, wie man siebt, tliatsaclilicli als 
„rem imaginare Zabl% wobei dann aucb wieder (A^ + 1) infolge der 
Bedeutung von als einer zum Exponenten 5 bez. 10 geborigen 
Zabl, notwendig relativ prim gegen q ist. Des ferneren bat die Con- 
gruenz B^’b^ = — (A^ + 1) ™ ganzen gerade (^? + 1) incongruente 
Wurzeln; geniigt derselben namlicb Bq, so tbun das Gleicbe B^^, B^^’, 

Bq/j • • '} und es muss fiberdies jede weitere Wurzel Bj in -g‘- 

eine Wurzel der Congruenz 1 geben, wesbalb B^/ notwendig 

die Form bat**^*). Jetzt giebt es somit fur die festgewahlte Ope- 
ration F5 im ganzen {q -f- 1) unserer Forderung genugende Operationen Fg . 
Da aber im gegenwartigen Falle 2 q(q — 1) verscbiedene F5 in der 
enthalten sind, so haben wir toirldich aucli fur q = lOh — 1 

im ganzen 2 q(pf — 1) der Bedingimg (1) genugende Suhstitutionenpaare 
^5? ^ 2 - 

Jene 2 Q{q^ — 1) Subsiitutionenpaare erzeugen nun ebenso viele 
Gqq vom Ikosaedertypus**), und wir erhalten auf diese Weise sicber 


*) Dass aber tbatsacblich wenigstens eine Wurzel Bq eintritt, siebt man so: 
Man erhebe alle — 1) incongruenten, von Null verschiedenen complexen Zableii 
(ni 4“ auf die (q+ !)'■<* Potenz. Wir erhalten dabei lauter reelle Zahlen, aber 
keine mehr als (q + I) Ba es aber nur {q — 1) incongruente durch q nicht 

teilbare reelle Zahlen mod. q giebt, so kommt hierbei thatsachlich jede der letz- 
teren als {q 4 - 1)*® Potenz gewisser complexer Zahlen vor. 

'**) Man kSnnte hier vielleicht noch den Nachweis fordern, dass zwischen Fg, 
Fg ausser den Relationen (1) nicht noch weitere bestehen. Sollte letztores der 
Fall sein, so wiirde vielleicht nicht die selbst, vielmehr nur eine Untergruppo 
derselben erzeugt werden. Ersichtlich konnte letztere nur von der Ordnung ilO 
sein, aber eine giebt es bekanntlich in der Ib:osaedergrui)pe Gag nicht. 
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die Gesamtlieit der in der entlialtenen Ikosaedergruppen. Aber 

dieselben sind * keineswegs alle von einander verscbieden^ und um in 
diesem Betraclit die Abzablung der vei'scliiedenen unserer Art 

durclizufiibren, miissen wir vorab erst nocb untersueben, aas wieviel 
soldi en ilir angehorigen Paaren die einzelne Ikosaedergruppe her- 

gestellt werden kann. Betraehten wir die G^^q der mod. 5 incongruenten 
Substitutionen, welche ja den Ikosaedertypus besitzt^ so ist z. B. 

S^'(g)) = o -f- V, (mod. 5) 

mit einem gegeu 5 primen v eine ihrer Man bei’echnet aufs leich- 
teste, dass gerade nur die fiinf Operationen: 

= + (^od.5) 

V — a 

mit willktirlich bleibendem a der Bedingung geniigen. 

Da es aber 24 Operationen der Periode fiinf in der Gq^ giebt, so lassen 
sich ill letzterer Gruppe im ganzen 24*5= 120 Paare Fg, aus- 
findig machen, die befriedigen. Indem wir also oben 

jede Gqq 120 Male herstellten, entspringt als Resultat: In dei' 

2 

giebt eSj too fern (^ = 107^ + 1 ist, im ganmi Gntergrn^pen Gqq 

vom IJcosaeclertgjpus. 

Wir werden nun leicht daruber entscheiden, ob diese 

Untergruppen Gqq alle unter einander gleichberechtigt sind oder sich 
in mehrere Sjsteme gleichberechtigter Gqq spalten. Jedenfalls ist die 
einzelne Gqq mit 60 -v Operationen der vertauschbar, wo v 

2 

eine noch nicht niiher bekannte game Zahl ist. Jene Gqq ist sonach 
eine unter gleichberechtigten Untergruppen, woraus schon 

hervorgeht, dass jedenfalls nicht alle Ikosaedergruppen inner- 

halb der Gesamtgruppe gleichberechtigt sein konnen, 

Sei jetzt zunachst g — 87i' + 3, so beachten wir, dass jede Gqq fiinf 

Tetraedergruppen G^^ besitzt. Wir gewinnen also in den - ^ Gqq 

insgesamt - solche G-^^y i^J^d indem sich die einzelne derselben 

immer an g. verschiedenen Gqq beteiligt, finden sich insgesamt 

gleicliberechtigte Nacb § 9 ist aber diese Anzabl mit — - 

identisch, so dass ftv = 1 and also == v = 1 ist. Dalier der Satz: 

Kloiix-Xi'rlclco, Modulfunctioncn. 31 
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II, 9. Anfzablung aller nicht-cyclischen Untergruppen 


Far (I = 1072 ' + 1 = 8/2' + 3 gieht es in der gmizen mei 


rt — 1 ^ 

unter einander nicht gleicliberechtigte Sgsteme von je - — - gleicliberecJi- 

tigten TJntergrnx^i^en Gq^ vom Fcosaede^'typus] die ein^elne Tetraedergmpjpe 
G^2 ^eteiUgt sicli dabei immer an Moei Untergrujjpen Gqq, deren eine dem 
einen, deren andei'e dem sivelten jener beiden Systeme angeliort 

Im Falle g = 8/2 + 1 liatten wir zwei Systeme von je — - 

gleichberechtigten 6ri2* Da folgert man dann, ft und v in der ebeai 
gebraucbten Bedeutung beibehaltend, sotbrt gv — 2 j was die doppelte 
Mogliclikeit ^ = 2, v = bez. ft = 1, v = 2 giebt. Um bei der 
Entsclieidiingbieriiber umst'andlichen Betracbtungen zu entgebeii; nebmen 
wir auf den in § 12 zu erbartenden Satz Bezug, dass es in der 

2 

eine oder eine Grnppe nocb boberer Ordnung, in der eine unserer Gqq 
ausgezeicbnet ware, nicbt giebt. Man entnimmt daraus sofort, dass ft = 2, 
V = 1 zutrifftj, womit sich dann ergiebt: Aiich fiir g = 10/2 + 1 =8/2" + 1 

giebt es swei nnter einander nicht gleichberechtigte Systeine von je - - — - 
gleichbereclitigten Untergruppen Gqq des Fcosaede>'typiis in der 

die eimelne G^^ beteiligt sich mm immer an mei gleichberechtigien Gq^'"^). 

Jetzt kbnnten wir aucb nocb die Frage bebandeln, ob vielleicht 
die zwei fiir q = IO/2 + 1 gefundenen Systeme der Gqq innerbalb der 
1) gleicbberecbtigt werden oder nicht; fiir den letzteren Fall 
wiirden wir in der erweiterte G^^q besitzen, im ersteren jedocb 

nicht. Nun bemerkt man aber die Existenz soldier G^^q sofort fiir 
den Fall g — da giebt es nllmlich eine in der gesamten 

ausgezeichnete Operation V der Periode zwei, die mit irgcnd 
einer Gqq combiniert offenbar eine erweiterte <5^120 liefert, mid zwar 


*) Febenker erwahnen wir bier nocb eine interessante Art, die Oxiorationen 
einer einzelnen Gqq anf directem Wege anzugeben. In „Ikos.‘‘ p. 41 sind die 
120 bomogenen Ikosaedersubstitutionen in solcber Form anfgestellt, dass die 
Coefficienten. rational ana 5*°^ Einbeitswurzeln bosteben und librigens eine Deter- 
minante 1 geben. Da ersetze man nun die primitive 6*® Einbeitswurzel e durcb 
eine zum Exponenten 5 mod. q gebCrige ganzo Zabl (die ubrigens reell oder 
imaginar isfc, je nacbdem q « iQJi -f. 1 oder 10/2 — 1 ist). G-eben wir dann nocb 
zur niobt-bomogonen Sobreibweise, so baben wir 60 eine Ikosaedergruppc bildcnde 
Operationen der tbatsaoblicb aufgescbriebon. Dieselbe Massnabme lilsst 

sicb ubrigens aucb bei den Tetraeder- und Oktaodergrnppen in Anwendung bringen, 
woriiber man alles NUbore bei Hrn. Gierster a. a. 0. naebsebon wolle. 
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eine solche vora Typus der erweiterten Ikosaedergruppe (of.^^Ikos.^ p, 23). 
Fiir g[=4zU~{-l sincl sonach die beiden Systeme der Gqq aiicJi innerlialh der 
erweiterten Gruppe nicht gleicliberecliUgt Fiir q = Ah' — 1 konnen 

in der Gg^,f.^i) jedenfalls keine G 120 ^om Typus der bei q = 4k' + 1 
fundenen erweiterten Ikosaedergruppe existieren; denn in einer derartigen 
^120 es stets eine ausgezeichnete V der Periode zwei (cf. p. 447), 

und eine mit den 60 Operationen einer Gqq vertauscbbare V dieser 
Periode giebt es in der Gg^q^—i) bekanntlicb fur diesen Fall nicbt. 
Docli ist von vornberein gar nicbt ausgescblossen, dass sicb nun viel- 
leicbt die einzelne Gqq zu einer G^^o anderem Typus erweitern 

lasst. Da wir inzwiscben zur erscbopfenden Beantwortung der in Bede 
stebenden Frage wenigstens bei q = 8h' + 3 nocb etwas weiter ausbolen 
nixissten, so mag bier die vorlaufige Angabe geniigen, dass jedenfalls in 
dem spaterbin zumeist interessierenden Falle ^=11 die bier eintreten- 
den beiden Systeme von je 11 Gqq tbatsacblicb innerbalb der erweiterten 
Gesamtgruppe gleicbberecbtigt werden, Wir beweisen das spaterbin 
auf directem Wege. 

§ 11. Allgemeine Bedingungsgleiclitingen fiir die Ordnmig einer 
Untergruppe von 

Letzten Endes bleibt uns in Ansebung unserer bier nur 

2 

nocb die eine Aufgabe, zu zeigen, dass ausser den jetzt aufgezablten 
Untergruppen der weitere innerbalb derselben nicbt mebr 

existieren. Unser Nacbweis griindet sicb dabei auf einen zuerst von 
Camille Jordan*) bei abnliclier, aber nocb allgemeinerer Frage- 
stellung eingescblagenen Gedankengang, der dann von Hrn. Gierster**) 
fiir unser bier vorliegendes Problem im besonderen durcbgebildet wurde. 
Sei Gq irgend eine Untergruppe der so soli es sicb zu- 

2 

vbrderst darum bandeln, einige fur Q giiltige Bedingungen zu gewinnen. 
Hierbei bemerken wir vorab, dass wir oben (p. 459) alle Untergruppen 
kennen lernten, an denen sicb Untergruppen Gq beteiligten. Auf diese 
braucben wir sonacb bier nicbt mebr Bezug zu nebmen und Tconnen 

demgemdss Q als einen Toiler von — vorausset^en, 

*) C. Jordan, Memoir e sur les dquations differentielles Unfair es d mtegrale 
'^atgebrique, Crelle’s Journ. Bd. 84 (1878). 

^*) In der oft genannten Arbeit im 18*®“ Bande der Matb. Annalen, p. 358, 

31* 
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Nun moge eine erste „nnifassendste'* cjclisclie Untergruppe 
Yon Gq seiU; wobei also iiacli dem gerade Gesagten Ttj^ eine Zalil — 

ist. Gn, soil aber in dem Sinne als eine nmfassendste cyclische Unter- 
gruppe YOU Gq bezeicbnet werden, dass sicli in Gq nicbt noeli eine 
umfassendere cj^'cliscbe Untergruppe Gv^t^ finden soll^ die in sicL 
enthielte. Zufolge dieser Pestsetzuug werden sicli aus der die Gruppe 
Gyfj^ entbaltenden cycliscben G^^^ ausser den Operationen der Gjt^ selbst 

¥ 

niclit nocb weitere an der G(i beteiligen. G^t^ ist bei dieser Sacblago 
jjinnerlialb Gq‘ entweder nur mit ihren eigenen Operationen ver- 
tausclibar oder aber ausser diesen nocb mit weiteren letzteres, im 
Falle sicb in Gq Operationen^') finden soilten^ welcbe die einzelne 
Operation von Gn^ in ibre inYcrse transformieren. Dass die Zahl 
dieser Fg; wofern sicb solcbe in Gq iiberbaupt finden, gleicbfalls 
sein muss, siebt man miibelos ein. Vcrstelien wlr also iintcT 0^ 
entiveder 1 oder 2, so baben wir als erstes E/esultat, dass es innerbalb 

Gq im ganzeu mit Gn^ gleicliberecbtigte e 3 ^cliscbe Uiitergruppen 

der Ordnung glebt, die offenbar alle, wie Gn^^ selbst, nmfassendste 
cycliscbe Untergruppen von Gq sind. Da keine zwei nnter ilinen 
ausser der Ideiititat eine Operation gemeinsam baben kbiinen, so sind 

in den gewonnenen Gruppen insgesamt 

Yerscbiedene Operationen enthalten. 

Entweder bilden jetzt diese Substitutionen im Vereiu mit der 
Identitat die gesamte Gq, oder es kommen in dieser Gruppe nocb 
weitere Operationen vor. Im letzten Faile werden wir eine zweite gleieli- 
falls uinfassendste cycliscbe Untergruppe G ^ r .^ you Gq aufgreifen kbnne}i, 
die dann ausser der Identitat mit keiner der voraufgehenden Gn, oine 
Operation gemeinsam baben kann. Wir sebliessen wieder in gleichcr 
Weise wie soeben auf die innerbalb Q(i mit Gjt^ gleichborechtigteii 
Untergruppen und finden solcbergestalt insgesamt 

(jT g — i)Q 

neue Operationen in Gq vor. 

So weiter sebliessend/mogen wir endlicb die gesamten Operationen 
der Gq in v verschiedene Systeme jedcsinal gleichberechtigter, um- 

*) Wir halten aucb bier nocb an der Massregel fest, durcb don nnternn Index 
dio Teriodo der cinzclnon Operation zu bezeiebnen. 
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tier zuu Primzablstufu ^ gcliurcmlen Grappe . 


fassendster ejclisclier Untergruppen angeordnefc liaben. 
Systeme liefert, immer abgeseiien von tier Identitat, 


•i)g 


(i = 1, 2, • • v) 


Jedes dieser 


vers chie dene Operation en der Gq, wobei keine dieser Operationen zu- 
gleich in zwei verscliiedenen Systemen entkalten sein kann. Indem 
wir also alle diese einzelnen Anzablen zusammenzahleu und die Iden- 
titat mit einreclinen, iniissen wir die Anzalil Q aller Operationen der 
Gq wieder erhalten. JSs besteUt also sivischen den liier in Ticde steliendcn 
Zalilen die Identitdt: 


(1) 


Q 


+2 

I — 1 


K — 1) Q 


Ein paar zuslitzlicbe Bedingungen fiir Q roiben wir bier nocb an. 
Erstlicb ist selbstverstandlicb 

(^) Q ^ 

fur alle in Betracbt kommenden Werte i. Fiirs zweite inogen in Gq 
zwei niclit gleicbberecbtigte cycliscbe Untergruppeu G^^, G^^ ungerader 
Ordnungen vorkommen, deren Erzeugende wir bez. 

nenuen. Dann bat man in den beiden Reilien 









{7t, + ^/f) cycliscbe Untei'gruppen der Gq vor uns, die aufs leicbteste 
als durchgehends von einander verscbieden erfcannt werden. Die Gruppeu 
der ersteii Eeihe bringen im ganzen ^y,(7Ci — 1) von der Identitat ver- 
scbiedene Operationen der Gtq, diejenigen der zweiten Keihe 1) 

eben soldi e. Fiir Q entspringt daraus als fernere Bedingungsgleiebung: 
(3) ^ 2 — 71^ — + 1 - 


§ 12, Beweis fiir die Vollstandigkeit der gegebenen Zerlegung 


G, 




a 

Discutieren wir nnnmelir die wicbtigste der fiir Q aufgestellten 
Bedingungsgleichungen, namlicb die Gleichung (1) § 11, die wir nach 
Q aufgelost in der Form scbreiben: 


( 1 ) 
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Da tier 6i immer nur eine der Zalilen 1, 2 sein kaun, ao iat der 

Tt. — 1 

kleinste Wert, den das einzelne Glied der im Nenner der rechten 

Seite von (1) auftretendeii Sninme haken kann^ ofPenbar Da aber 


andrerseits die Zalil Q positiv ist, so kann unsere in Rede stehende 
Summe bochstens drei Glieder liaben. Verfolgen wir nun nacli einander 
Oleichuug (1) in diesen drei Fallen i/ = 1, 2, B, so zeigfc sicli, dass 
jedesmal nur eine ganz bescbrankte Zabl von Losungen derselben in 
ganzen Zalilen Q, Tti, 6i existiert. Wir haben dieselben liier vollzahlig 
aafgesckrieben: 


V — 1 ^ — 1 5 3 y 


>1 = 2, 

= 1; 

II 

II 

10 

Q — 2ffi 




0^ == 25 

7t^ — B 

} 

JTa = 2 ; 

19 = 12 



li 

= ^3 = 

2; % = 

il 

K3 == 2; 

<9 = 

2®x, 

11 


2; 3Ei = 

3 

, ^2 3, 

3E3 = 2; 

<9 = 

12 , 


= <?3 = 

2; % = 

4 

, — By 

«3 = 2; 

<9 = 

24 , 

II 


2; 3Ei = 

5 

, jtg == S, 

7t^ = 2; 

<9 = 

60 . 


Hier verstbsst die erste Losung mit v == 2 gegen die Bedingung (2) 
§11, die zweite mit v = 3 aber gegen (3) § 11. Indem wir sie aus- 
scTialten, bleiben nocb die folgenden zurtick; 


(2) 


V = 1 , S'! = 1 , 

% — 

^ 



(3) 

/*'=2; 

(?i = 2, ffg = 1 ; 


5^2 = 2 

5 

^9 2 , 

\v = 3; 

il 

II 

11 

= JTi, 

3^2 ^3 

2; 

= 2 JTj , 

(4) 

= 2; 

01 1 , 02 ^ 1 


31^2 = 2 

5 

<9 = 12 , 

(5) 

V — B; 

<^1 “ ^2 ~ ^ 5 

TTj ■ ■ ~ 4, 33^2 

== 3 , 3t3 = 

^2; 

<9 = 24 , 

(6) 

V = Bj 

11 

II 

1! 


= 3, 3t3''<= 

2; 

11 

0 


Man erkennt aufs leicbteste, wie sich die im Laufe der beiden 
letzten Kapitel gefundenen Untergruppen der in dieses Schema 

2 

einordnen. Aber jede den Bedingungen (2) bis (6) genugende Gq findet 
sich aucli tliatsachlicli unter unseren obeu aufgestellten Untergruppen, 
wie wir nun noch ins einzelne belegen wollen. 

Hier niachen die Fiille (2), (3) nicht die geringste Schwierigkeit. 
Wir haben es da offenbar mit cyclischen Gruppen, Dieder- und Vierer- 
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gruiDpeu zu thuu, imcl vou solchen Untergruppen giebt es in der 

wie wir wissen, ausser den oben angegebenen nicbt nocli neiie. Audi ( 4 ) 
und ( 5 ) erledigen sicb leicbt; eine diesen Bedingungen genugende 
Untergruppe besitzt den Tetraeder- bez. Oktaedertypus, die wir in 
ibrer Gesanitbeit oben gewannen. Tbatsachlicb gelingt es leiclit in 
einer nacb ( 4 ) geborenden G^2} sowie in einer nacb ( 5 ) geborenden 
Cr24 Vierergruppe als ausgezeicbnet nacbznweisen^ woclnrcb unsere 
gerade gescbebene Bebauptung iiber denTypus der ^24 dargetban 

ist. In der That ist in einer G-^^ einzelne infolge = 2 mit 2 
weiteren Fg vertauscbbar. Da aber insgesamt nur drei F2 in der G^^ 
entbalten sind, so bilden diese im Verein mit der Identitat notwendig 
eine in der ausgezeicbnete Vierergruppe. Bei der G^^ bemerke man 
zuvorderst, dass dieselbe drei gleicbberecbtigte cyclische G^ entbalt, 
deren Erzeugende wir F/, F/' nennen. Transformieren wir diese 
drei cycliscben durcb eine einzelne der drei eben aufgescbriebenen 
Substitutionen, so wird die eine (^4 in sicb transformiert^ die anderen 
beiden werden entweder aucb in sicb transformiert oder permutieren 
sicb mit einander. In beiden Fallen aber transformiert offenbar F4^, 
sowie dann aucb F^'^, ^4 in sicb, so dass die drei in den 

tr4 entbaltenen gleicbberecbtigten Fg mit einander vertauscbbar sind 
imd also eine in der ©24 ausgezeicbnete Vierergruppe bilden. 

So bleibt nur nocb der Pall (6) zu betracbten. Eine bierber ge- 
bdrige G^q entblilt im ganzen 6 Gq, 10 G^ und 15 G^ als cycliscbe 
Untergruppen, sowie infolge 

weiter 6 G^q und 10 Gq vom Diedertypus, sowie 5 gleicbberecbtigte Vierer- 
gruppen G^, deren Anzabl aus bekanntem Grunde den dritten Teil der 
Anzabl der G2 darstellt. Als eine unter 5 gleicbberecbtigten ist dann 
die einzelne G^ in einer G12 ausgezeicbnet, welcbe den Tetraedertypus 
besitzt, und es entspringen in solcher Art in der Gqq funf gleicbberecb- 
tigte Gi2 des genannten Typus. Das ist alles woblbekannter Weise 
in "Obereinstimmung mit der Structur der Ikosaedergruppe; dass wir 
aber eine solcbe bier wirklicb baben, zeigt man unter mebrfacber Ver- 
wendung des Dyck'scben Satzes durcb die nacbfolgende Uberlegung: 
Eine einzelne der in der Gqq entbaltenen F3 wollen wir der Reibe 
nacb mit den 15 Fg zu F3F2 combinieren. Ist F3F2 *= F2', so erzeugen 
F3 und F2 eine Diedergruppe Gq] in der That beteiligt sicb F3 an einer 
solchen so dass drei Substitutionen F2 in FgFg wieder eine Sub- 
stitution der Periode zwei bilden. Ist F3F2 = F3', so erzeugen F3 



488 


n, 9. AufzilliluDg allcr niclit-cycliscben Unfcergruppeu 


und eine Tetraedergruppe, und da sich ^3, wie man leiclit abzilhlt, 
nur an zwei solclien beteiligt, so giebt es seeks der Bedingung 
genugende Operationen V2 in der Gqq. Irgend eine von den 
6 nock rilckbleibenden Fg giebt nun F3F2 = F5, welcke Gleickung 
wir sofort in F5F2 = F3 invertieren. Hier entspringt aus Fg und Fg 
eine Ikosaedergruppe, welches unsere zu Grunde liegende sein 

muss. Die den Bedingungen (6) geniigenden Untergruppen besitzen 
also ausnahmslos den Ikosaedertypus^ und die Untergruppen dieses 
Typus liaben wir in § 10 alle kennen gelernt. 

Damit ist nun in der That der Nachweis vollstanclig gefuhrt, (Iab' 6 ‘ 
unsere dben entivickelte Ze^iegiing der crsclidpfend gewesen isL 

2 

§ 13. Einfachlieit der Der Galois’sche Satz. 

2 

Schlussbemerknngen. 

Indem wir hier am Schlusse des Kapitels noch einmal den Blick 
auf die durchlaufenen Entwicklungen zuriickwerfen, werden wir vor 
allem dem wichtigen Satze noch Worte geben, dass in der 

keine ausgezeichnete Untergruppe enthalten ist, von den beiden tri- 

vialen Fallen abgesehen, dass eine solche Gruppe entweder nur die 

Identitat enthalt oder mit der G^,^ selbst zusammenfallt. In der 

(?(<r — 1) 

2 

einfache Gruppe; oder, wie wir es auch 

2 

ausdriicken konneii: Es giebt nur eine ausgezeiclincte Congruensgruppe 
der Frimsahlstiife q, ndmlicli die Hauptcongruemgruppe 

Wenii wir sehon beim Ausspruch dieses letzten Safczes auf die 
Congruenzgruppen Stufe selbst wieder Bezug nahmen, so kbnnten 
wir ja nun gaiiz allgemein zu ihnen wieder zurucbgehen. Da batten 
wir denn jedem Systeme von gleichberechtigten Dntergruj^pen G(i der 
System von ebenso vielen gleichberechtigten Congruenz- 
2 

gruppen Stufe vom Index — zuzuordnen. Es wUrde 

die Aufgabe entspringen, fiir jedes solche System in der cj-Halbebene 
Fundamentalpolygone abzusondern, dei^en einzelnes, wie wir 

sagen werden, „einen Teih^ des Polygons darstellt; wir 
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licltten die Gesclilecliter p fur diese Untergriippen zii bestiinmeu u, s. w. 
Es isfc aber weder interessaiifc Dock unserer kiiuftigen Uutersiicliuugeu 
wegeu notig^ diese Aufgaben liier im vollen Umfauge zu loseu; wir wolleu 
es vielmehr der fernereu EntwickluDg aulieimstellen, welche von den 
Congruenzgrnppen Stufe der eingeheudea Untersuchurig besonders 
wert ersclieinen, iind werden dann speciell fur diese die Losuiig der 
eben gekennzeiehneten Aufgaben leicht nachtraglicb. erledigen. 

Die ebeu gesebehene Entschliessung soil uns niclit bindern, scboii 
bier wenigstens der Frage nacbzugeben, Welches deun die Congruenz- 
gruppen Stufe vou „kleinstem Indes^^ sind. Sie werden offenbar 
den Untergruppen grosster Ordnnng der zugeordnet sein. Nun 

ii 

waren die Ordnungen derjenigen Untergruppen von die niclit 

2 

nocb in umfassendereii von der Gesamtgruppe selbst verscbie- 

denen Untergruppen entbalten sind, die folgenden: 

(1) (2-1), (7+ 1), 12, 24, 60, 

wobei freilicb die Ordnung 12 nur fiir Stufenzablen der Form q — Sh^S, 
die niclit zugleicb die Form 107/ + ^ baben, in Betracbt kommt, cles- 
gleicben die Ordnung 24 nur fiir ^ = 87i + 1 und 60 nur filr q = 10h+^* 

Da wir dock q^ 5 voraiissetzen, so wird stets ^ >(? + 1>$/ — 1 

erfiillt sein, so dass wir nur nock ^ — und die letzten drei unter 
(1) angegebenen Zaklen zu vergleicben baben. Da trifft nun in der 
That ^ 12 fiir q= 6, ^ 24 fiir den bier allein in 

Betracbt kommenden Fall q = 7, desgleicben - < 60 allein fiir 

^ 11 2 u; dariiber binaus aber ist - unter alien Umstandeu 

grosser als die iibrigen in (1) angegebenen Zablen. Wir baben damit 
den interessanten und folgereicben Satz gewonnen: Die den lialbmeta- 
cyclisclien entsprechenden (2 + 1) gleicMerechtigtm Congrucnz- 

2 

gruppen Stvfe vom Index (q + 1) sind im allge7neinen Falle 

der Drimmhlstufe q die Co7igr%m%$gruppe7i von 7%iedersiem Index, Aus- 
nahmen trete^i nur fiir r/ = 5, 7, 11 ein, wo wir le^, den ^md 

(rgQ mitsprechend hei q = 5 em System ^ bei g = 7 und 11 aber beide 
Male sivei Systeme von je q gleichbereclitigten des Index q m ver- 
^eichnen haben. 
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Dass solchergestalt fiir g = 5, 7, aber aucb uur far diese, 
eine Ausnahme von der allgemeiuen Regel eintritt, ist bereits von 
Galois**^) erkannt worden; wollen wir also unseren soeben formalierteu 
Satz kiinftig kurz als den Galois^scben Satz citieren'^^). Ubrigens 
ersckeint der betreffende Satz bei Galois nocb nnvermittelt^ and es 
ist erst das Verdienst von Hrii. Gierster^ den ausnalimsweisen Cha- 
rakter der drei Falle ^ = 5, 7, 11 anf das ricbtige Mass zuruckgefulirt 
zii baben. Nacb Auffindung z. B. der Gqq in der ftlr ^==107^ + 1 

2 

wiirden wir den Galois'schen Satz im besonderen fur q = lOh + 1 
so auszusprechen haben: Fiir alle Frimmlilstiifen gelcenmeichneter Form 

giebt es 0 wel Systenie von je gleichberecldigten Congruen^grup^eu 

1) Index clie also fiir g = 11 meimcd 11 gleicli- 

120 

berecMigte liefern. Entsprecbende Satze wird man sofort von den 
6^12 imd 6^24 formulieren. 


Indem Tvir biermit iiberhaupt die Entwicklnngen des zweiten Ab- 
scbnitts abscbliesseU; kennzeicbnen wir nocb einmal mit wenigen Worten, 
inwieweit wir nun eine Auflosung unseres gruppentbeoretiscben Grund- 
problems erlangt baben. Nacb der allgemeinen geometriscben Ein- 
leitung (Kap. 1, 2) und der sicb hierauf stlitzenden zablentlieoretisclien 
Untersucbung der cycliscben Untergruppen der Modulgruppe (Kap. 3) 
folgte die theoretiscbe Auflosung unseres Problems in Form einer all- 
gemeinen Exposition der Tbeorie der Untergruppen (insbesondere der- 
jenigen von endlichem Index) auf geometriscber Grundlage (Kap. 5, 6). 
Die so gewonnenen allgemeinen Ansatze baben wir dann durcb ausfilbr- 
licbe Untersucbung der Congruenzgruppen und insbesondere derjenigen 
von Primzablstufe teils auf geometriscber (Kap. 6), teils auf wesentlicb 
aritbmetiscber Grundlage (Kap. 7, 8, 9) zu abgescblosseiien Einzel- 
betracbtungen durcbgebildet. 

'*') Vgl. den Brief G-alois’ an seinen Freund Auguste Chevalier, vcrolfentlicht in 
der Revue encyclop^dique von 1832, sowie si)ilter im Voreiu mit Galoia’ gesammolteii 
Werken in Liouville’s Journal Bd. 11 (1846). Letztere sind neuerdings (Berlin, 1889) 
von H. Maser in deutscher Ausgabe veroffentliobt. 

"*■*) Der erste Beweis'' des Galois’scben Satzes rCilirt wohl von Betti her, 
Sojpra Vabassamenfo della ecjuazione modulari dclle funztone ellitiche, in Tortolini’s 
Annali di scienze matematiche etc. Bd. 3 (1853). Man seho ubrigens die sebon 
ofter gonannto Arbeit Klein’s, tJber die Frniedrigung der Modular gleichungm. 
Math. Ann. Bd. 14, wo zahlreicho weitere Citate gegeben sind. 



491 


der zur Primzahlstufe 2 geliSreadeu Gru^ipe 

Dem wird nun genau der Gang der jetzt zu unternehmenden 
Behandiung des functionentlieoretischen Grundproblems entsprechen. 
Indem wir uns gleich anfangs auf Untergruppen von eiidlicliem Index 
beschranken (weil fiir hobere Untergruppen die erforderlicben functionen- 
tbeoretiscben Hulfsmittel nocb nicbt bereit steben), werden zuerst 
auf geometriscber Grundlage eine allgemeine Exposition fur die Auf- 
losung des functionentbeoretiscben Problems entwerfen; alsdann folgt 
die specielle Ausfubrung der allgemeinen Ansatze fiir das Gebiet 
der Cougruenzgruppeu. In director Weise gelingt die Durcbfiibrung 
dieses Planes allerdings nur fiir niedere Stufenzablen, iiber deren Be- 
tracbtung wir darum im folgenden Abscbnitte nocb nicbt binausgeben. 



Dritter x^bschnitt. 


Beliaiidlnng des fiiiictionentheoretisclieii Grundproblems. 

Erstes Kapitel. 

Grimdleguiig vou Rieinaun’s Theorie der algebraisclieu Fimctioneu 

Tiud ihrer lutegrale. 

Das zweite Problem^ dessen Auflosung fur die Durclifliliruug der 
p. 137 u. f. formulierten Fimdamentalaufgabe notwendig war, be- 
uannteu wir p. 141 als das „functionentbeoretische“. Wie damals aus- 
fuhrlicb. auseinandergesetzt wurde, batte es zur Aufgabe, die elliptisclien 
3Iodidfiinctionen aiifmsteilen and m imtersucheny ivelche in dem Sinnc 
gar eimelnen, etwa vorliegenden Untergruppe der Modulgmppe f 
gelhoren, dass sie sicli gegenilher den Transformationen Hires Argumentes cj 
durcli die Sxibstitutionen von dber Tzeinen anderen Transformationen 
gegeniiher invariant verlialten. 

Pur die Losung dieses Problems ist die im voraufgebeuden Ab- 
schnitte entwickelte Theorie der Fundament alp oly gone Fu von grosster 
Bedeutung; denn es gelingt, wie wir ja bereits oben (p. 142) an- 
denteten, die von Riemann in die Theorie der* algebraischen Func- 
tionen eingefiihrten geometrischen Anschauungsweisen und Massnahmeii 
direct an die Pundamentalpolygone anzukntipfen, Bevor wir dies ins 
einzelne belegen, wird es notig sein, in einem kurzen Excurse ge- 
sondert auf Riemann's beziigliche Theorie einzugehen (Kap. 1 und 2 
des gegenwartigen Abschnitts). Wir beabsichtigen dabei niclit ex*- 
schopfend zu verfahren, sondern warden unseren Excurs nur soweit 
ausdehnen, als dies im Hinblick auf die kiinftige Verwendung desselberi 
und auf die sonst zur Verfiigung stehenden litterarischen Hiilfsmittel 
erforderlich erscheint*). 

'^) Die beiden bier in Botracht kommenden Originalarboiton Biemann’s 
sincl: Gmhdlagen fur cine allgemeine Them'ie der Functionen eincr verdnderlichen 
ooniplexcn Grasse (Inauguraldisaertation, GrCttingen, 1861), Theorie der AlcVschen 
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§ 1. Die melirblattrige Hiemann’solie Flaclie jF„ liber einer Ebene. 

Bereits im ersten Absclinitt baben wir des oftereii*^) Gelegenheit 
gebabtj mit mebrblattrigen Riemann’scbeii Fliicben zu arbeiten. Fiir 
die nun folgenden Eutwicklungen sind dieselbeii geradezu das Funda- 
ment unserer Uberlegungen, und wir wollen demgemiiss einige bei 
ihrer Ausgestaltung wicbtige Punkte vorab kurz in Eriniierung bringen. 

Es moge eine algebraisclie Function Grades Yorliegen, 

welcbe wir definiert denken durch die algebraische Gleicliung 

/■(“•) «) = 0 , 

in der also w bis auf den ^ etwa bis auf den Grad ansteigt. 
Zur Versinnliebung des Verlaufs dieser algebraischen Function ir be- 
dient man sich bekanntermassen der zugehorigen ^e-blattrigen Rie- 
mann’schen Flache iiber der Ebene der eomplexen Variabelen eine 
Flache^ die wir in der Folge kurz durch bezeichuen wollen. Dabei 
hangen die Blatter von Fn zu zweien oder auch mehreren in gewissen 
^Verzweigungspunkten^^ mit einander zusammen. Doch ist die Gesamt- 
zahl dieser Verzweigungspunkte jedenfalls eine endlichej denn dieselben 
kunnen bekanntlich nur an jenen Stellen z stattfinden, die zugleich 
den beideu Gleich ungen 

( 1 ) fiw,z)=:Q, -^^=0 

geniigen. Durch Umkreisung der Verzweigungspunkte gelangt man 
aus einem ersten Blatte in andere hinein, wie denn diese Blatter 
uberhaupt so mit einander zusammenhangen, dass sie ein Bild fur 
den Zusammenhang der n Zweige unserer Function w(/) abgeben**). 

In Anbetracht des Zusammenhanges der n Blatter unter einander 
findet nun ein wichtiger Fallunterschied statt. Entweder namlieh 
kanii man aus einem ersten Blatte durch zweckmassige Wege eines 
sich stetig bewegenden Punktes 0 in alle librigen Blatter hinein- 

FuncUonen (Crelle’s Journal, Bd. 64, 1857). Von den zahlreicben an dieselben 
ankniipfenden Darstellungen anderer Mathematiker werden wii* in der Polge 
besonders baufig zu nennen haben: Neumann, Vorlesungen iiber Miemann's 
Theorie der AbeVsclien Integrale ( 2 *° Aufl., Leipzig, 1884 ) und Klein, tiler Rie- 
mann^s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Integrale (Leipzig, 1882 ). Wir 
citieren die erste dieser beiden Schriften im Laufe des nun beginnenden Kapitels 
kurz durch Angabe des Autors unter Beifugung der betreffenden Seitenzahl. 

*) In I, 2 § 1 (p. 27) bei der Einfuhrung der Perioden des elliptischen Inte- 
grals erster Gattung, sowie in 1, 3 § 1 (p- 65) beim Ersatz gewisser Riemann’scher 
prachen durch in Bereiche geteilte Ebenen. 

**^) Zur Einfuhrung in den Gebrauch mehrblattriger Riemann^ sober Fliicben 
bcnutzt man zweckmilssig Neumann Kap. 4 und 5. 
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gelangen, oder die Zalil der solchergestalt erreiclibaren Blatter ist nur 
eine beschrankte, sagen wir n' < n, Im letztereii Palle wird unsere 
^z-blattrige Placbe zerfallen, indem ja jene n Blatter fur sich eine 
Flaclie bilden, welcbe init den ubrigen (^^ — n') Blattern ausser Zu- 
sammenbang stebt. Wohlbekannter Weise komnit dies darauf binaus, 
dass sicb die ganze rationale Function f{iOy d) Yon iv und ^ in das 
Product von mebreren, gleicbfalls in iv und ^ ganzen rationalen Func- 
tionen spalten lasst, wobei dann der eine der entspringenden Factoren 
in tv auf den Grad n ansteigt und diejenigen n' Zweige unserer 
algebraiscben Function w(d) umfasst, welcbe diircb die n Blatter 
der fur sicb abgespaltenen Flacbe versinnlicbt werden. Indem nun 
aber diese n'-blattrige Flacbe nicbt mebr in getrennte Stiicke zer- 
fallt, wird jener Factor f'(w,d) vom Grade n vol w irreducibel sein. 
Wir werden fortan diesen irreducibelen Factor und also die algebraiscbe 
Function w{d) vom Grade n\ durcb fitv^d) =0 definiert, allein be- 
tracbten. Indem wir sogleicb wieder die oberen Indices bei n und 
f' fortlassen, kommt dies darauf binaus, dass wir die m Grunde liegende 
Gleiclmng fiw^ d) = 0 al$ irreducibel voratissetmi und also mil einer 
nicJd-mfallenden Biemann^ schen Fldelie Fn thun hdben. 

Weiter erinnern wir an die Einteilung der Riemann^scben Flachen 
in Gescblecbter. Die oben p. 27 u. f. zu Grunde gelegte Flacbe konnte 
durcb zwei geeignet gewablte Querscbnitte in eine ^einfacb zusammen- 
bangende^^ zerscbnitten werden, d. i. in eine solcbe, die zwar selbst 
nocb zusammenbangend ist, die aber durcb jeden neuen Querscbnitt in ge- 
trennte Stiicke zerlegt wird. Unsere bier vorliegende, nocb nicbt naber 
specificierte n-bbattrige Flacbe Fn wird sich in ganz entsprechender 
Weise durcb eine gerade Anzahl von, sagen wir, 2p Querscbnitt en 
dermassen zerscbneiden lassen, dass sie zwar selbst nocb zusammen- 
hangend ist, aber durcb jeden (2jp -f- Querscbnitt in getrennte 
Teile zerlegt wird. Die solcbergestalt zu Tage tretende Zabl p behillt 
unabanderlicb denselben Wert, welches Querschnittsystem wir auch 
zu Grunde legen mogen*); wir bezeichnen dieselbe weiterhin als das 
Geschlecht der Biemann'sehen Fldche Fn und baben also in der zwei- 
blattrigen Flacbe mit vier Verzweigungspunkten (cf. p. 27) eine solcbe 
des Geschlecbtes ^ — 1. Nocb merken wir uns als wicbtig die Re- 
lation an, welcbe zwiscben der Blatterzabl n, dem Gescblecbte p und 
der Anzabl v der in den einzelnen Verzweigungspunkten zusammen- 
hangenden Blatter bestebt. Dieselbe lautet: 

(2) p= — n + l 


=**) Cf. Neumann, Kap. 7. 
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wobei die Summe liber alle der Flacbe Fn aiigeliorenden Verzweigimgs- 
punkte a-uszudebnen 

Ein besonders zweckmassiges QuerscLnittsystem gewinnt man in 
folgender Art. Von einem willknrlicb ansgewahlten Punkte in einem 
Blatte unserer Eiemann’scben Flacbe F^ zieben wir einen ersten sich 
selbst nicbt iiberkreuzenden Querscbnitt, der 
nicbt gerade in wobl aber in einem an- 
deren seiner friiberen Punkte endigt. In 
Pig. 91 ist derselbe scbematiscb durcb die 
aus q und der gescblossenen Curve zu- 
sammengesetzte Linie angedeutet. Dieser 
Querscbnitt soli die Flacbe jedenfalls nicbt 
in getrennte Stucke zerscbneiden, und es 
muss somit die Moglicbkeit vorliegen, vom 
einen Ufer der Linie auf gescblossenem, 
nicbt iiberkreuzenden Wege zum gegen- 
tiber liegenden TJferpunkte binzugelangen. Ein derartiger gescblossener 
Weg ist in Fig. 91 scbematiscb angedeutet und mit bezeicbnet; wir 
wollen ibn zum zweiten Querscbnitt der Riemann’scben Flacbe Fn wablen*) * * ****’^'). 
Ist das Gescblecbt unserer Flacbe > 1 , so werden wir in ganz ent- 
sprecbender Weise von aus nocb ein zweites solches Querscbnitt- 
paar berstellen konnen, das in Fig. 91 einerseits durcb Cg, und 
andrerseits durcb scbematiscb angedeutet ist. In der That Icann 
man hei einer Fldche Fn vom GeschlecJite p insgcsamt p derartige 
Quef^sclmittpaare von aus und hat dann durcli diese die Z&h'- 

sclmeidtmg der Fn in eine einfach msammenhdngende Fldche geleisteL 
Das Querscbnittpaar werden wir dabei, gerade wie die beiden 
ersten, aus drei Linien <?/, a,-, aufbauen und denken dieselben 
immer, wie Fig. 91 naber kennzeicbnet, in gewissem Sinne durcb- 
laufen, um gelegentlicb von einem re'cbten und linken Ufer der 
einzelnen Linien C/, a/, h sprecben zu konnen. Unsere Figur, welcbe 
den Fall p — 2 versinnlicht, wird sofort veranscbaulicben, wie die Fn 

*) Wir gedenken bier sogleicb der gescblossenen Plachen F^^ des vorigen 

Abscbnitts, die wir gleicbfalls nacb dem im Texte zur Geltung gekommeuen 

Princip in Gescblecbter einteilten (cf. p. 330). TJnsere dainaligen Vorstellungen 
werden sich mit den jetzigen baldigst zusammenschliessen. 

Bei einer Flacbe des Gescblecbtes jp = 1, z. B. der F^ mit 4 Yer- 
zweigungspunkten, ist biermit die Zerscbneidung in eine einfach znsammenbiingende 
Flacbe geleistet. In der That subsumiert sich ja auch die auf jene F^ bezug- 
licbe Pig. 1, p. 28, direct unter die Yorscbrift des Textes; nur wurde damals der 
erste Querscbnitt nicbt mit dem bier durcb bezeicbneten Linienstuck verseben, 
welches letztore in der That bei p — 1 nicbt in Betracbt kommt. 
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des Gesclileclites durch den Complex der 2 p Querscliaitte mit einer 
zusammenliangenden Randenrve verseRen ist, bei deren Durclilanfung 
dann jedesinal beide Ufer der einzelnen Linie Ci, ai, hi besclirieben 
■werden, das liuke im Simie der Pfeilricbtung, das recbte in dem 
dazu entgegengesetzten. Benennen wir iinsere dergestalt verabredeten 
Querscbnitte kilnftigbin als ein normales Quersclinittsysteni der 

Letzten Endes briiigen wir eine bereits wiederbolt von uns ver- 
wendete Massregel zum Gebraucb, indem wir an die Stelle der Ebene 
der complexen Yariabelen s die aus ihr durcb stereograpbisclie Pro- 
jection entspringende Kugeloberflacbe setzen. Unsere n-blattrig iiber- 
deckte Ebene geht dabei in eine ^n-hldttrige Riema 7 tn' sclie Kngel- 
flaclie Fn des Gesclilechtes liber. In derselben spielt die Stelle ^==00 
niebt mebr die besondere Rolle, die ihr bei der Ebene fur die An- 
schauung zukommt; eine derartige Ausnahmestellung von ^ — 00 ent- 
spricht in der That auch keineswegs dem Sinne der weiterhin von uns 
anzustellenden Uberlegungen. 

§ 2 . Die zur betrachteten Plache Fn geborenden algebraischen 

Punetionen. 

An der einzelnen Stelle ^ liegen in unserer Plache Fn n Punkte 
ilber einander, und die in diesen Punkten stattfindenden Werte der 
Function w gevsrinnen wir durch Auflbsung der Gleichung = 0 , 

in welcher wir fur 2 den gedachten Specialwert eingetragen denkeii. 
Die so entspringenden n Werte lo, die sich nun in ganz bestimmter 
Weise auf die n Blatter der Plache verteilen^ sind im allgemeinen 
von einander verschieden. Ausnalimen hiervon treten nur ein erstlich, 
wenn an der gewalilten Stelle 0 ein Verzweigungspunkt Fn gelegen 
ist. Hiingen in demselben eiwa v Blatter zusammen, so werden die v 
diesen Blattern entsprechenden Zweige von w fur jene Stelle 0 den 
namlichen Wert annehmen. Wir miissen aber auch zweitens der Mdg- 
liehkeit Raum geben, dass bei 0 in 0 ivei oder noch mehreren dortselhst 
nicht mit einander zusammmhdngmden Blattern der namliche Wert w 
stattfinden kann, Ein solches Wertsystem ^v^ 0 wird dann nicht nur 

den beiden Gleichungen f(w, ^) = 0 und = 0 gentigen, sondeini 

es wird nofwendig auch noch =0 befriedigt sein, indem niim- 

lich die Gleichung f{w, 0) = 0 , fiir den fraglichen Wert to nach 0 auf- 
gelost, eine mehrfache Wurzcl 0 besitzen muss. Wertsysteme w, 0 dieser 
besonderen Art (die in zwei oder noch mehreren getrennten Punkten 
von Fn stattfinden) treten hiernach sicher nur in cndlicher Zahl auf. 
Wir werden somit umgekehi't don Satz aussprechen kounen: Ein 
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einzelnes, der Gleiclmng f{tv, £) = 0 genllgendes Wertsysfem w, ^ fuidet, 
allgemein m reden^ mir in einem FunTcte der Fn statt, belcher let^fere 
also durcli Ajngalte dieses Systems iVj ^ definiert tcey'den Icann; liiervon ist 
lidchstens eine endliclie Awahl von Wertsystenien js ansgenoynmen, deren 
eimelnes in mehr als einem, aler loeniger als (ji + 1 ) Funlden der Fn 
stattfindeL Diese letzteren besonderen Wertsysteme Trerden Tins aber 
weiterbin, eben weil sie nur in endlicber Zabl vorbanden sind, nicht 
wesentlicb storen. 

Wir kommen jetzt ausftibrlicb darauf zuriick, dass 2 in der 
Gleicbung f(iv, d) = 0 bis auf den Grad ansteigen sollte. Walilen 
wir sonach irgend einen complexen TVert lo, so giebt die Aufiosung 
von f(w,d) = Q nacb 0 stets m Werie s als zugehorig. Wir werden 
dies dabin ausdrticken, dass der einzelne complexe Wert w immer in 
m (versebiedenen oder teilweise coineidierenden) Puntten der F^ statt- 
findet, nnd benennen in diesem Sinne iv als m-wertige algebraiscJie 
Function von z. 

Mogen wir nun einen beliebigen Wert von 10 berausgreifen^ 
der in einem bei gelegenen Punkte der Placbe stattfindet. Bei 
speciellen Untersuchungen werden wir alsdann baufig die Prage zn 
erortern baben, wie viele von den m zn geborigen Punkten der 
Fn an dieser bei gelegenen Stelle der Placbe coincidierenj wir 
miissen zar Beantwortung derselben Reihenentwicklnngen in Ansprucb 
nehmen. Bekanntlieb lasst sicb {w — bei allgemein zu reden, in 
eine Reibe nach ansteigenden ganzen Potenzen von {0 — entwickeln: 
(1) *0 — Wg = a(,(2: — + — + — 4!o)'‘+^ H , 

wobei der Exponent ft des ersten Gliedes eine positive ganze Zabl ist. 
Fhen diese Zahl ft ist e$ dann, wclcJie uns angieht, wie viele von den 
fraglicJmi m FunMen an jener bei 0^ gelegenen Stelle coincidieren. Hier- 
bei baben wir jedoch betreffs der dnrchgangigen Gultigkeit von ( 1 ) 
noch einige erganzende Zusatze zu macben. Es ist namlicb zunacbst vor- 
ausgesetzt, dass weder Wq noeb 0^ den Wert 00 baben. Indessen baben 
wir zur Hebung dieser Besonderbeit niebts weiter notig, als die bereits 
in der Note unter Seite 36 verabredete Festsetzung aucb bier fest- 
zuhalten, dass wir unter {w — oder (0 — 0^ niebts anderes als 

bez. versteben wollen, falls Wq bez. 00=^ 00 ist. Des ferneren 
aber setzt Pormel ( 1 ) voraus, dass der betraebtete, bei 0q gelegene Punkt 
der Fn nicht gerade ein Verzweigungspunkt der Placbe sei; indessen 
konnen wir aucb diese Besonderbeit durcb eine analoge Festsetzung 
fiber (0 — 0q) heben. Ist namlicb der fraglicbe Punkt ein Verzweigungs- 
punkt, in dem v Blatter zusammenbangen, so mfissen wir bekanntlieb 

Klein-lTricko, ModtilfanctioiiexL. 32 
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statt nach (0 — ;^o) vielmehr nacb ansteigenden Potenzen von (0 — 0 q) ^ 
entwickeln; in dem ersten dabei auftretenden Exponenten ft dieser Ent- 
“wickluiigsgrossc werden wir wi 6 der di© gosuclite Anzalil 6 rlialt 6 n. W0II611 
wir also fur den in Rede stebenden Pall nnter (0 5 ?^} kurzer Hand 

JL 

^ versteben. — Man siebt iibrigens^ dass in jedem Einzelfall die 
Orosse^ nacb der wir entwickeln^ an der betraebteten Stelle der Fnf 
wie wir sagen werden, jeweils einfacb algebraisch verschwindet. 

Man bilde sicb nunmebr eine beliebige rationale Function von iv 
nnd 0 y die wir tv' nennen wollen: 

(2) w' = B(tVf 0). 

Diese Function w' wird alsdann mit w und 0 selbst im einzelnen Punkte 
von Fn einen eindeutig bestimmten Wert baben oder, wie wir sagen 
wollen, auf der Flacbe Fn eine eindeutige Function sein. Dabei werden 
dem einzelnen Werte 0 stets n im allgemeinen versebiedene*) Werte w' 
entspreeben, die man durch Substitution der beziiglicben Werte w in ( 2 ) 
erbalt. Die symmetriseben Verbindungen dieser n Werte w' werden aber 
eindeutig und darum rational von 0 abbangen, und also folgern wir sofort, 
dass SLuohw' Wurzel einer irreducibeln Gleicbung Grades f'(w'f 0 )==O 
ist. Indem in dieser Gleicbung ^) — 0 die Grosse 0 etwa bis 

auf die m'*® Potenz ansteige^ erkennen wir in w' eine m'-wertige 
algebraiscbe Function von 0, die von sicb aus gerade aucb zur bier 
zu Grunde liegenden Flacbe jF« bingefiibrt hatte. Wir werden also 
diese tJberlegung dabin zusammenfassen^ dass wir sagen: Alle unter der 
Form ( 2 ) ersclieinenden Grossen w' sind algehraische Ftmetionen unserer 
n-hldttrigen FlacJie Fn^ Inwiefem dieser Satz umkebrbar ist, baben 
wir jetzt zu erortern. 

Dabei ist es von grundlegender Bedeutang, dass wir die soldier- 
gestalt gewonnenen algebraiscben Functionen ( 2 ) der Fn in einer vollig 
independenten Weise definieren konnen. Moge uns namlich eine 
Function'^*) w' von 0 vorgelegt sein, die in solcher Weise von 0 ab- 

*) Fiir besonders construierte Functionen 0 ) kann es allerdings vorkominen, 

dass die Anzabl der versebiedenen beim einzelnen 0 eintretenden Werte ein 
von n selbst versebiedener Teller v der 2abl n ist. Wir seben im Texte zu- 
naebst von diesem Palle ab; bei ihm ist w' Wurzel einer irreducibelen Relation 

<3-rades, die von sicb aus niobt schon zur gesamten binfdbren wtirdc, 
vielmebr zu einer soloben aus der erst durcb (n : T)-'faobe tlberlagerung die 
F^ berstellbar ware. Inzvriscben umfasst der sogleicb zu gebendle allgenaeine Be- 
griff der „algebraiscben Function der auob die bier zunaebst ausgescblossenon 
besonderen It{w, 0 ). 

***) Beziiglich der allgemeinen BegrifiPsbestimmung einer Function vou ver- 
glciche man etwa ISTeumann p. 10 u. f. 
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hangig ist^ dass sie sich als elndeutige Function des Orfes in iinsercr Fn 
auffassen Idsst Des ferneren soli diese Function iv' in der F^ allent- 
halben stetig sein, mit Ausnabme einer endliclien Anzahl von Piinkten, 
in deren einzelnem tc' in mdlicher gan^zaldiger Ordming algehraisch 
tinendlieh wird***). Alle so cliarahferisierten Functionen tc' mid nur diese 
ivolleoi tvir liinfort als die algehraisclien Functionen der F^ hezeiclinen. 
Wir behaupten alsdann: E$ ist ic' in der Gestalt (2) als rationale 
Function von to tind s darstellhar, so dass sich die Gesamtlieit der jeizi 
allgemein char alder isierteyi algehraisclien Functionen der Fn gerade mit 
den vorliin sclion aufgestellten Grdssen F(tv^ s’) decld. 

Um solches zu zeigen, werden wir die soeben gemeinte Dar- 
stellung von w' durch to und 2 wirklicb. leisten miissen- Man benenne 
zu deni Ende die Werte von tv und w\ welche in den n bei einer 
beliebigen Stelle & iiber einander liegenden Puntten von Fn statt- 
iinden, durcb tVnt , Wn, Indem man als- 

dann unter i irgend eine Zabl aus der Reibe 0, 1, 2, • • (n — 1) 
verstebt, bilde man die symmetriscbe Verbindung 

+ tviwl + 1 - WriWn. 

Dieselbe nimmt offenbar in den n bei s? iiber einander liegenden 
Pankten den namlicben Wert an und ist sonacb bereits von 5 alleiii 
eindeutig abbangig. Des naberen aber ist sie zufolge der fiir to 
und w' bier giiltigen Voraussetzungen von s rational abbangig, wie 
man auf Grund woblbekannter functionentbeoretiscber Satze scbliesst. 
Wir scbreiben uns nun das System der n auf diesem Wege zu 
gewinneiiden Gleicbungen auf: 

W/ + -{-••• -j- tOn = (^) , 

(3) 4 h WntOn == 

-j- . . . l0r^'~'^lVn = 

Selbiges stellt uns ein System von n linearen Gleicbungen- mit den 
n Unbekannten Wi y w^/y • • •, tOn dar, und es ist das Quadrat der De- 
terminante dieses Gleicbungssystems nacb bekannten Satzen eine niebt 
identiscb verschwindende rationale Function von s. Jetzt stellt sieb 
durch Auflosung von (3) nacb dieser Wert als Quotient dar, dessen 
Nenner die eben gemeinte Determinante, dessen Zabler aber eine 
rationale Function von w^, w^y • • Wn ist, wobei nocb dazu diese 
letzteren (n — 1) Argumente w^y • • •, Wn in der Determinante des 
Zablers von w-[ derart enthalten sind, dass bei Vertauscbung von zweien 

Zusammenfassend konnen wir der neueren Ausdrucksweise folgend die von 
geforderten Eigenschaften dadurck bezeichnen, dass sie in der eine ein- 
deutige Function ohne wesentlich. singulare Puukte sein soli. 
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■unter ihnen dieser Zahler nur einen Zeicheaweclisel erleidot. Wir 
bemerken sogleicb: Indem wir den Qaotienten tVj' durcli die in seinem 
Nenner stehende Determinanfce erweitern, wird der neue Nenner rational 
in 0 , der neue Zahler aber symmetrisch in * * •? Aber 

man erkennt leicht, dass eine symmetrische Function dieser (n — 1) 
Wurzeln W 2 , . . ^Vn von /(tVy 0 ) —0 rational in 0 und der Wurzel 
darstellbar ist. Wir gewinnen dergestalt fiir to^' die Darstellung: 

= 22 (^ 1 , 0). 

In derselben Form werden sich dann auch die tibrigen Zweige tV 2 f 
. in bez. ... und 0 darstellen lassen, wie man entweder 
auf directem Wege durch Wiederholung des soeben eingeschlagenen 
Schlussverfahrens oder durch analytiscbe Fortsetzung jenes ersten 
Zweiges w-l erhartet. tJberhaupt ist somit w' = It{Wj 0 ), wodurch 
unsere betreffs der Function w' geschehene Behauptung verificiert ist**'). 

Die Function w, von der wir anfanglich ausgingen, ordnet sich 
hiernach ein in den ganzen Complex der nunmehr vollstandig charakteri- 
sierten algebraischen Functionen der Flache (zu denen iibrigens, 
wie man bemerkt, auch 0 selbst zu rechnen ist). Bei dieser Sachlage 
hatten wir statt w irgend eine andere Function (2) zu Grunde legen 
konnen, die an 0 durch eine irreducibele Relation Grades f {;iv\ 0 ) == 0 
gekntipft ist. Auch von hier aus hatten wir gerade unsere vorliegende 
Fn gewonnen und wxirden nun deren samtliche algebraische Functionen 
rational in w' und 0 darstellen kbnnen ******). 

§ 3. Die zur betrachteten Flaeb© Fn gehorenden Integral©. 

Die wichtigste Verwendung findet die in § 1 eingefiihrte Rie- 
mann'sche Flache Fn bei der Untersuchung der zu ihren algebraischen 
Functionen gehorenden Integrale y, welche wir auf Grund von (2) 
p. 498 in der allgemeinen Gestalt 

*) Es mag befremden, dass die beiden GrSssen w, z zur rationalen Dar- 
stellung aller Functionen w' auareichen. Es ist ja keineswegs ausgeschlosson, 
dass sich vereinzelte Wertsysteme 20 , z ausfindig machen lassen, die in mehr als 
einem Punkte von stattfinden, und in solchen Punkten hat doch eine beliebig 
herausgegriffene Function im allgemeinen verschiedene Werte. Der hierin 
gegen die M(jglichkeit der Darstellung w' =» B(w^ z) liegende Widerspruch hebt 
sich durch den TJmstand weg, dass fur ein derartiges Wertsystem Zahler und Xenner 
der rationalen Function It zugleich verschvrinden , worauf der sog. „wahro“ Wert 
von w, den man durch Grenziibergang findet, an den verschiedenen Stellen (w?, z) 
aehr wohl verschieden ausfallen kann. 

**) Mit Riemann benennen wir die Functionen (2) als ein „System gleichver- 
zweigter algebraischer Functionen von jef“. tjTbrigens kommen wir auf eine wosent- 
lich allgetneinere Auffassung dieser Verhaitnisse im folgendon Kapitel zurtick. 
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3, to 

( 1 ) j = J'b(w, 0 )ds 

3 q ^ tC<j 

aufschreiben. Dabei ist eine anf der Flaehe festgewablte untere Inte- 
grationsgrenze durcb. iVq, die variabel gedacbte obere Grenze aber 

durch w bezeichnet. Wir benennen (1) kurz als „em zur Fn ge- 
borendes IntegraF^. 

Vorab erirmern wir an die Einteilung dieser Integrale in drei 
Gattungen, je nacb der Art ibrer Unstetigkeitspunkte auf der Fracbe-P„*). 
In die erste Gatkmg rechnet man diejenigen Integrale, ivelclie auf den* 
Fldclie iiberall endlicli sind. Wir werden spaterbin nocb ausfiibrlicb 
zu zeigen baben, dass auf jeder Flacbe Fn eines Gescblecbtes j? > 0 
Integrale dieser Gattnng tbatsacblicb existieren. Man wird dabei 
seben, dass fiir diese Gattnng die Unstetigkeitspunkte der unter dem 
Integralzeicben (1) stebenden Function B(tc, d) durcbgebends in den 
Verzweigungspunkten von Fn liegen, woselbst sie iiberdies ganz be- 
stimmte Multiplicitaten baben mtissen. Dieserbalb kommen wir stets 
zu einem nicbt der ersten Gattnng angeborigen Integrale j, wenn 
E(%v, 0 ) nicbt in dieser speciellen Art auf Fn unendlich wird. Jeden- 
falls konnen wir (um bier nocb waiter zu sondern) die in (1) unter 
dem Integralzeicben stebende Grosse in der Umgebung einer bei 
gelegenen Stellen naberungsweise in der Gestalt darstellen: 
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ftir (0 die p. 497 getroffenen Bestimmungeji aufrecM ertalten. Hier 

sdieiden wir nun, wofem v ^ 1, den Fall Oj = 0 vom anderen, wo 
eine von Null verschiedene Constante ist. Daher die femere Einteilung 
der Integrale: Wir henennen (1) als ein Integral der eweiten G-attung, 
wenn es auf der Fn nur algebraische UnsteiigTceitsjgunkte iesit 0 t; mr he- 
nennen es als ein seiches von der dritten Gathmg, wenn es ausser etwaigen 
alg^raischen UnsteHgTceitspunMen awh noeh logarithmische hesitet. In 
der That liefert (2) ini Falle ^0 fOr j bei ein Glied log (0 — 0a)- 
Den hierbei auftretenden Coefficienten nennt man das logarithmische 
Residuum des in Rede stehenden Unstetigkeitspunktes und hat, wie 
wir nebenher bemerken, den Satz, dass die Summe der Residuen, die 
fiir die samtlichen logarithmischen Unstetigkeitspunkte irgend eines 
einzelnen Integrals dritter Gattnng eintreten, verschwindet**). Ein ein- 
fachstes Integral zweiter Gattung wurde ofifenbar das sein, welches 

an einer bei 0 ^ gelegenen Stelle der Fn unstetig wird, wie ^ mi 


Cf. Neumann, p. 203. 


*) Cf. Neumann, Kap. 9. 
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librigen aber auf der Fn allentbalbeii stetig ist. Wir konnten es als 
ein elementares Integral zweiter Gattung benennen; iu der That 
werden wir spater Integrale dieser Art herstellen nnd ausfuhrlich zu 
untersuchen haben. Endlich ware ein einfachstes Integral dritter 
Gattung ein solches mit nur zwei logarithmischen Unstetigkeitspunkten 
zt\ und denen sieh j verhalt wie log (0 — bez. 

— log (0 — ^ 2 ), wahrend sonstige Unstetigkeitspunkte fur j auf der F^ 
nicht auftreten. Auf Integi’ale dieser Art werden wir gleichfalls bald 
noch zuruckkommen-, indessen verschieben wir ihre grundlichere Be- 
sprechung bis in einen spateren Abschnitt. 

Etwas ausfuhrlicher gehen wir hier auf die Periodicitat der Inte- 
grale j ein, um spaterhin bei der Untersuchung derselben nicht noch 
einmal verweilen zu mussen. Das Geschlecht unserer Flache > 0 
vorausgesetzt, kann man auf derselben immer geschlossene Curven 
ziehen, die sich ohne Zerreissen nicht auf einen Punkt zusammen- 
ziehen lassen. Fuliren zvir ein vorliegendes Integral j von einem PimJcte 
dieser gesclilossenen Curve iiber deren gawe Lange his 0 um AusgangspunMe 
pjurUck^ so hat dasselhe einen Wert 0 uwachs geivonmn^ den man als eine 
Feriode von j heseichnef'), Jene geschlossene Curve benennen wir als 
die bezugliche Periodenbahn und haben den Satz, dass bei einem 
Integral der ersten oder zweiten Gattung die Periode unverandert 
ihren Wert behalt, wenn wir die Periodenbahn irgend welcher ohne 
Zerreissen vor sich gehender Gestaltsanderung auf der Fn unterwerfen. 
Bei einem Integral dritter Gattung j mussen wir immer auch noch 
auf die logarithmischen Unstetigkeitspunkte Rileksicht nehmen. Um~ 
kreisen wir einen eiiizelnen solchen, etwa bei gelegenen, im posi- 
tiven Sinne, so wird j um die additive Constante wachsen, 

wenn sich j dortselbst wie a^ log {0 — 0,^ verhalt. Hier werden wir 
also eine gerade vorliegende Periodenbahn nicht uber einen logarith- 
mischen Unstetigkeitspunkt von j hiniiberziehen diirfen, wenn die be- 
ziigliche Periode bei der Verschiebung der Bahn eine Wertanderung 
nicht erfahren soil. 

Geschlossene Wege bezeiehneter Art, die zu Poriodenbahnen taug- 
lich sind, haben wir nun vor alien Dingen in den Curven hi vor 
uns, welche (im Verein mit den Linien c,) in Pig. 91, p. 495, das 
norm ale Querschnittsystem unserer Fn bildeten. Moge ein vorliegen- 
des Integral, in der Pfeilrichtung der Pig. 91 iiber die Curve a^ ge- 
fiihrt, um die Periode zunehmen, desgleichen, iiber hi geftlhrt, um 


*) Es ist dioso Begriifsbostiminung genau in Ubereinstimmung mit dor p, 27 
und 28 im besonderen Falle jp = 1 abgegebenen Definition dor Porioden. 
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der algebraischen Funetionen und ilirer Integrale. 

die Periode Finden wir dann als Wert unseres Integrates fiir einen 
gerade betracliteten Punkt der Flaehe so ist der allgememste durclt 
ctnalytisclie Fortsetzung erreichhare TVert des Integrates in dieseni Funlde 
der Fn durcJi: 

(3) f = j oi*' 

i=l *=1 

gegeben, ivobei die a, ^ irgend welclie ganze Zalilen sind. Hinzusetzen 
miissen wir natiirlicli nocli, dass fur Integrale dritter Gattung j liber- 
dies aucb nocb solche additive Constante binzubommen, die von Urn- 
kreisungen der logaritbmischen Unstetigkeitspunkte berrubren. 

Der Beweis dieser Bebauptung gestaltet sicb allgemein gerade 
so, wie er sicb oben p. 28 u. £ im Specialfall p — 1 ableisten liess. 
Wir denken Fn durcb das normale Querscbnittsystem (Fig. 91, p. 495) 
in eine einfacb zusammenbangende Flacbe zerscbnitten. In derselben sind 
alsdann die Integrale erster nnd zweiter Gattung (um bier der Kfirze 
wegen nur von diesen zu bandeln) eindeutige Funetionen des Ortes. 
inzwiseben wird das einzelne gerade betraebtete Integral j in einander 
gegeniiberliegenden Uferpunkten der Sebnitte bi, Ci, allgemein zu 
reden, niebt die gleicben Werte baben. So wird zunaebst am Ende 
der Linie bi der Wert von j um grosser sein, als am XJrsprung 
von bi. Da man aber (fen Kreuzungspunkt der Periodenbabn bi mit ai 
beliebig nacb reebts oder links liber a, binsebieben kann, obne den 
Wert co^p dadurcb zu andern, so bemerken wir, dass j m beiden Ufern 
des SchniUes Ui allenthalben die constante Wertdifferenz cop anfweist, 
und zwar ist dieses der Betrag, um welcben der Wert des Integrals j 
am reebten Ufer den am linken lifer stattfindenden iibertrifft. Durcb 
leiebte Fortsetzung*) dieser tjberlegung bemerkt man, dass aucb l^gs 
Ci unser auf die zersebnittene Flacbe eingesebranktes Integral j eine 
constante Wertdifferenz aufweist; diese aber ist in einfaclister Weise stets 
Null, wie man durcb Aufstellung der Werte von j in den drei an die 
Mundung von Ct in ai sicb beranziebenden Spitzen der zerscbnitten en 
Fn beweist. Endlich besitzt j Idngs des Schnittes bi die constante Wert- 
differenz coPy und zwar ist dies zufolge der Fig. 91 der Betrag, um 
welcben der Wert von j am linken Ufer von den im gegenliber- 
liegenden Punkte stattfindenden Wert j iibertrifft. — Haben wir jetzt 
in irgend einem Punkte der Fn den Integralwert j erreiebt und be- 
sebreiben von bier aus in der unzersebnittenen Fn eine beliebige 


*) Man vergleicbe bier iibrigens allenthalben die ausfubrlichen Darlegungen 
in Neumann, Kap. 8 und 9. 
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Periodenbalin, so moge nacli DurcUaufung derselben j in j' uber- 
gegangen sein. Da braiichen wir dann nnr abzuzalilen, wie oft und 
in welcher Richtung diese Periodenbalin die einzelnen Curven hi 
schneidet, um direct die ganzen Zablen a, /3 der Relation (3) zu ge- 
winneiij welcbe j' mit j verkniipft. Dass xibrigens durcli geeignete 
Periodenwege auch jede Combination ganzer Zablen erreicht 

werden kann, diirfte anf Grund der Hermit gegebenen Deduction ohne 
weiteres evident sein. 

Zum Schlusse miissen wir nocb ganz besonders betonen, dass wir 
gerade wie im vorigen Paragrapben fur die algebraiscben Functionen 
nun aucL. fur die Integrale der Placbe eine independente Definition 
aufstellen kbnnen. Es moge ndmlich in j eine Function von » vorliegen, 
die auf der Fn uberall sfetig ist, hochsfens abgesehen von einer endlichen 
Anzalil iesonderer Punkfe der F^, in denen j entweder algehraiscJi von 
gawmhliger Ordnung oder loga/rithmisch unendlieh wird, Jiabe ferner die 
so besclirdnMe Function j die EigenscJiaft^ bei JOurchtaufung eines ge- 
sclilossenen Weges auf der uwerschnittenen Fn, allgemein m rede/n^ cine 
additive Constante anmmehmen, so ist sie ein Integral def>' Biemann'schen 
Fldche Fn im voro/iifgeJiend erJcldrten Sinne dieses Wortes. In der That 
wird ja die Ableitung eine eindeutige Function auf der Fn, und 

man erkennt fiberdies sofort an alle cbarakteristischen Eigenschaften 

einer algebraiscben Function der Fn* Es ist sonach' = Ii(w, 
wodurch fiir die Her definierte Function j direct die Darstellung (1) 
gewonnen ist. 

§ 4. Die zur betracliteten Flache Fn gehorenden Potentiale. 

Es sei jetzt durcb w irgend eine der in den voraufgehenden beiden 
Paragrapben betrachteten Functionen bezeicbnet, d. i. entweder eine 
algebraiscbe Function der Placbe oder das Integral einer solchen. Wir 
wollen dann w in seinen reellen und imaginaren Bestandteil spalten^ 
indem wir w = u iv schreiben, und setzen zugleich fiir die unab- 
bangige Variabele & deren entsprecbenden Ausdruck iy. Der 

somit vollzogene Scbritt ist nicbt nur fur den Gang unserer weiterbin 
einzuschlagenden Entwicklung erforderlich, sondern er ist iiberhaupt 
von fundamentaler Bedeutung fiir die Riemann^scbe Theorie der alge- 
braischen Functionen. Jetzt werden namlicb u und v reelle Functionen 
der beiden unabbangigen reellen Variabelen x, y sein, und zwar geniigen 
und V als solcbe sebr bekannter Weise***) den Differentialgleicbungen : 


*) Vergl. Neumann p. 12. 
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( 1 ) 

du 

dv 

on 

dv 

ex 

cy ^ 

dy 

ex ^ 

( 2 ) 

d“ii , c^u 

= 0, 

d^v , 

r-y 

cy^ 


Aber man benemit Integrale ti der Differentialgleichung (2) im Sprach- 
gebraucli der mathematiscben Physik als Poteutiale, Durch Spaltung 
von IV in die Potentiale ti und v baben wir also Anschluss gewonnen an 
die Anschauungsweisen der niatbematisehen Physik, was geschichtlich 
fur die Entwieklung der Riemann’schen Theorie von grosster Bedeu- 
tung geweseu isf^J. 

Die Wichiigkeit der Einfuhrung der Potentiale fiir uusere ferneren 
Entwicklungen wird in den weiter folgenden Paragraphen hinreichend 
evident werden. Hier haben wir vorab noch einige allgemeine, sie 
betreffende Begriffsbestimmungen und Erklarungen abzugeben. Indem 
wir vor allem daran festhalten, dass w eine zu unserer Fn gehorende 
Function sein sollte, werden wir die bezuglichen Potentiale tc und v 
gleichfalls als zur Plache Fn gehorig bezeichnen. Dabei sollen immer 
solche zwei der Fn zugehorige Potentiale und Vy welche in (u-j-iv) 
eine Function der Flache ergeben, als conjugierte Potmtiale bezeichnet 
werden. Es ist dann besonders folgereich, dass jedes Potential sein 
conjngiertes Potential his auf eine additive Constante eindeutig iestmimt; 
in der That stellt sich z. B. v auf Grund der Relationen (1) durch u 
in der Form: 

Xo, yo 

dar, wo wegen (2) unter dem Integralzeichen ein exactes Differential 
steht und nur die untere irgendwie anzunehmende Integrationsgrenze 
durch u allein noch nicht naher bestimmt ist* **) ^*). 

Die zn den algebraischen Functionen der Fn gehorenden Poten- 
tiale benennen wir als algebraische Potentiale der Flache und sprechen 
in ganz analoger Weise den Integralen entsprechend kurz von Poten- 
tiale^z erster, meiter und dritter Gattung der Plache Fn- Alle diese 
Potentiale sind auch einer unabhangigen Definition fahig, wie wir 
spaterer Verwendung halber insbesondere fur die Potentiale erster und 
zweiter Gattung noch naber ausfiihren. Ein Potential w, das auf der 
Fn uberall stetig ist und iei DurcMaufung von eigentlichen Periodenwegen, 
allgemein gesagt, um eine Constante wdchst^ ist ein solches der ersten 

*) Man vergl. die Vorrede der p. 493 genannten Schrift von Klein. 

**) Vergl. Neumann p. 388 u. f. 
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Gatking. Es wird namlicli das conjugierte Potential v in einem solchen 
Palle wegen (3) den namlichen Charakter wie u besitzen, so dass 
(te + ii;) sicb auf Grund der im voraufgehenden Paragrapben entwickelten 
Satze als Integral erster Gattung zu erkennen giebt. Perner aber; 
Hdben loir in ein Potential^ das auf Fn uiet^all stetig ist, mit At^s- 
nalime einer mdliclien ZaU von PunMen, in d&ren einselnem dasselbe 
unstetig loird^ wie der reelle Teil einer gewissen Function 


( 4 ) 


\V 




^ + + 




8 — 8 ( 


+ % 


mit gan^mMigem v, und iesiUt u uherdies die wiederJiolt gekmin^eichnete 
Periodeneigenschafty so hdben wir in ihm ein Potential meiter Gattung 
vor uns, Insonderbeit kann es vorkommen, dass ein Potential zweiter 
Gattung u auf der unzerscbnittenen Fn eindeutig ist (was, wie wir seben 
werden, bei den Potentialen erster Gattung nicbt eintreten kann); 
dann wird aber das conjugierte Potential v zufolge seiner Integral- 
form (3) im allgemeinen nocb ein solcbes sein, das bei der Durcb- 
laufung von Periodenwegen um Constante zunimmt*). Es wird im 
speciellen weiterbin ein solcbes eindeutiges Potential zweiter Gattung 
der Fn eine wesentlicbe Kolle spielen, das nur in einem, beliebig vor- 
zuscbreibenden Punkte der Placbe Fn unstetig wird, und zwar wie der 

reelle Teil von — —y unter den zum Unstetigkeitspunkte geborigen 

Wert von ^ verstanden; wir bezeicbnen dieses Potential weiterbin als 
ein elementares Potential meiter Gattung. — Es wurde scbliesslicb nicbt 
scbwer balten, bier aucb nocb die Potentiale dritter Gattung einer 
directen Definition zu unterzieben. 

Wir arbeiten im folgenden gelegentlicb mit einer geometriscben 
Versinnlicbung unserer Potentiale u durcb gewisse Flacben. Indem uns 
die Ebene der complexen Variabelen 8 nacb Spaltung von ^ in a; und 
y zur Coordinatenebene x, y geworden ist, wollen wir jetzt im Null- 
punkte cc = y = 0 senkrecbt zu dieser Ebene eine dritte Coordinaten- 
axe erricbten, welcbe wir nun gleieb wieder als 0 -Axe benennen, da 
die Bezeicbnung 0 fur die complexe Variabele (x-\-iy) zuvorderst nicbt 
in Betracbt kommt. Liege nun ein Potential u vor, so versinnlichen 
wir dasselbe vermoge der durcli: 

(5) 0 — u{x, 2 /) = 0 

dargestellten Fldche. Wir haben darin eine zusammenbangende Placbe, 
die sicb senkrecbt fiber alien TJnstetigkeitspunkten von u in cbarakte- 


*) Nur erst solche Potentiale u der in Eede stebenden Art, dere*n conjugierte 
Potentiale gleicbfalls eindeutig sind, sind algebraiscbe. 



der algebraischen Functionen und ihrer Integrale. 


507 


ristischer Weise ins Unendliclie die femer von der einzelnen 

^-Ordinate jedesmal in oi oder nnendlieli vielen Punkten durelistossen 
wird, je naclidem it auf der Fn eindeutig oder unendlich-vieldeutig ist. 

Sei nnser Potential u in der Umgebung irgend eines Punktes der 
Fn mit den Coordinaten Xq^ stetig, so konnen wir es fiir diese Um- 
gebung nach dem Taylor’scben Satze in eiiie Reihe entwickeln. Indem 
wir dabei nocli = Bq schreiben, finden vrir in der Nahe 

des Punktes Xq, 9 / 0 ; ^0 ^^iisere Flacbe (5) dargestellt durcb: 


{s — ^o) ==(x — ^o) + {y 


( 6 ) 




11 ')^ 

cyo 


+ 1 [ + 2 (^ - - 2/0) + (2/ - 


l/o) 


Wir wollen auf Grund dieser Gleichung eine einfacbe geometriscbe 
Interpretation der Differentialrelation (2) p. 505 entwickeln. Das Biindel 
der Geraden des Raumes der x, y, 0 durch den Punkt Xq, yQ, ist 
dargestellt durcb; 

_ 2/ — 2^0 _ ^ — 

cc ~ ~ y ^ 


wobei a, y drei endlicbe Verbaltnisgrossen sind. Wollen wir unter 
diesen Geraden insbesondere die Haupttangenten der Flacbe (6) im 
Punkte Xqj y^, baben, d. i. diejenigen Linien, welcbe an der frag- 
licben Stelle drei auf einander folgende Punkte mit der Flacbe gemein 
baben, so miissen wir in (6) x — XQ — occCy y — ^ 

substituieren, alsdann die linke Seite von (6) nacb Potenzen des Para- 
meters oc ordnen und die Coefficienten von ^ und mit Null iden- 

tiscb setzen. Solcbergestalt ergeben sicb fiir a, y die beiden 

bomogenen Gleicbungen: 


( 8 ) 


/V 4- ^ 


0 , 


1^: + 2a = 0. 


Gleicbung (2) p. 505 besagt nun, dass die Wurzeln der zweiten 


dieser beiden Gleicbungen stets reell sind, und dass deren Product der 
Einbeit gleicb ist. Dies beisst aber geometrisch: Unsere Fldclie (6) ist im 
hetracMeten FunJde Xq, 9 / 0 ? ^0 in jedem nicM singular en Funkte) 

hyjgerl)olisch gekrumm% und es geben ihre beiden dart staftfindenden Haupt- 
tangenten^ auf die xy-^Fbene projicierty 0 wei einander se^ikrecht scJinei’- 
dende Gerade, Hiermit ist die beabsiebtigte Interpretation der Glei- 
cbung (2) gefunden. 


*) Modelle solcher Fl'achen sind fur einige besondere Potentiale von Hrn. 
Dyck angefertigt und im BriU’scben Yerlage (Darmstadt) erschienen. 
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§ 5, Formulierung des Existenzttieorems bei beliebig gegebener 
Hiemaiui’sclier Flacbe Fn» Elan des Beweises. 

In den voraufgelienden Erorterungen war iiberall diejenige 
Riemann’sehe Plache fiber der ^-Ebene, welche der ursprunglicli vor- 
gelegten irreducibelen Relation f(w, = 0 entspracb. In nnseren 
spateren Entwicklungen wird ,aber die Sacblage nmgekehrt die sein, 
dass Tins 7^-blattrige Riemann'sche Flacben fiber einer Ebene inde- 
2 }endent Yorgelegt sind, ohne dass von vornherein irgend eine Relation 
f(Wy s) — 0 bekannt ware, ffir welche die einzelne solche Flache ein 
Mittel der Versinnlichnng ware. In der That konnen wir nns ja ganz 
unabhangig, namlich auf rein geometrischem Wege uber der 5? -Ebene 
eine n-blattrige, zusammenhangende Riemann’sche Flache Fn mit einer 
endlichen Anzahl irgend wie gelegener Verzweigungspunkte und mit 
irgend wie geregelteni Blatterzusammenhange construiert denken und 
haben jetzt offenbar nmgekehrt die Fragestellung auszusprechen; Ge- 
Mrt m der so gegebenen FldcJie Fn stets ein ivirMich existierendes System 
von algebraischen Functionen und Integralen, wie wir ein solclies in den vor- 
aufgeJienden Faragraplien fur die dort m Grtmde liegende Fn kennen lernten? 

Es ist nun ein Pundamentalsatz von Riemann^s Theorie der alge- 
braischen Functionen, dass diese Frage thatsachlich in bejaJiendem 
Sinne zu beantworten ist, dass also zur gegebenen Fn wiirklich immer 
ein solches System von Functionen gehort, welches letztere demgemdss 
durch die Fn geradem als definiert angesehen werden Tcann. Wir werden 
fortan den somit ausgesprochenen Grundsatz der Riemann^schen Theorie 
kurz als das „Existenztheorem^^ bezeichnen. Trotz der principiellsten 
Wichtigkeit, welche man bei unseren ferneren, die elliptischen Modul- 
functionen betreffenden Entwicklungen dem Existenztheoreme zuerkennen 
muss, bleibt es ffir uns ganzlich ausgeschlossen, einen erschopfenden 
Nachweis desselben hier zu erbringen. Es muss vielmehr genugen, 
dass wir auf die Hauptgesichtspunkte dieses Nachweises hindeuten, um 
uns sodann in Betracht aller weiteren Ausfuhrungen auf die diesem 
Gegenstande gewidmeten Einzeldarstellungen zu beziehen. Vorab noch 
ein paar historische Bemerknngen. 

Riemann selbst glaubte (in seinen beiden p. 492 genannten Ab- 
handlungen) das Existenztheorem in einer hier nicht naher zu erorternden 
Weise vermoge einer der Variationsrechnung entstammenden Schluss- 
weise zum Nachweis bringen zu konnen, welche schon lange in der 
Potentialtheorie der Ebene und des Raumes im Gebrauche war und 
von Riemann zu Ehren seines Lehrers Dirichlet als Dirichlet sches 
Frincip bezeichnet wurde. Es ist indessen diese Schlussweise von 
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Weierstrass als unzureichend erkannt worden, womit denn die von 
Riemann gegebene Begrtindung seines Existenztlieorenis liinfallig wnrde. 
Inzwisclien ist es den Herren Schwarz tmd C. Neumann gelungen, 
die betreffenden Satze der Potentialtbeorie und damit das Riemann'scbe 
Existenztbeorem in anderer Weise zu stiitzen*^). Diese Arbeiten, die 
bis zum Beginn der siebziger Jahre zurilckreichen, sind in dem TJm- 
fange, wie wir sie hier brauchen, (namlich allein fur geseblossene 
Plachen) 1884 mit der Veroffentlichung des ofter genannten Neu- 
mann'schen Werkes als abgeschlossen anzusehen. Daher warden wir, 
um die Hauptgesicbtspunkte des in Rede stebenden Nacliweises zu 
skizzieren, uns eng an das soeben genannte Werk anscbliessen, auf 
welches wir dann beztiglich aller Einzelausfiihrungen verweisen. 

Dem Gesagten zufolge wird es sich zunachst nicht darum han- 
deln, die Existenz von Functioned auf unserer beliebig gewahlten 
Flaehe F^ zu beweisen, vielmehr haben wir zuvorderst mit den Foteii'' 
tialen zu beginnen. Unter ihnen ist es das im vorigen Paragraphen 
definierte elementare Potential zweiter Gattung, welches wir zunachst 
gewinnen wollen, um von ihm aus ohne besondere Miihe die Poten- 
tiale erster und dritter Gattung abzuleiten. Sonaeh ist es unser 
nachstes Ziel, auf Fn die Fxisten0 eines eindeutigen Potentials u 0 u he- 
loeisen^ welches ilherall stetig ist, nur dass es in eineni hei 0 q gelegenen 
FunJcte der Fldclie sich gerade so verhdlt, tvie der reelle Teil der Functmi 

— ^ , unter c eine beliebige complexe Constante verstanden. Be- 

S 0Q 

Vergl. die Zusammenstellung der beziigliclien Citate in Elleizi s Abliandlnng, 
Feue JBeifrdge ssur JRiemamh^scJien Functionentlieorie, Math. Ann. Bd. 21 p. 156. 

In seiner Schrift uber Riemann’s Theorie hat Klein auf einen genanen Beweis des 
Existenztheorems fiberhaupt verzichtet und dafCir diejenigen physikalisehen Be- 
trachtungen in den Tordergrund geriickfe, aus welchen die samtlichen dem JExistenz- 
theoreme verwandten Potentialsatze ursprunglich entstanden sind. Es giebt dies 
der Darstellung eine besondere Anschaulichkeit, auf die wir im Texte leider haben 
verzichten mtissen, da wir nicht zu weit ausholen durften. tlbrigens betrachtet 
Klein daselbst Fanctionen nicht nur auf solchen geschlossenen Flachen, die fiber 
einer Ebene ausgebreitet sind, sondem uberhaupt auf beliebig im Baume verlaufen- 
den geschlossenen Fl^chen. Die hierin liegende Verallgemeinerung ist ffir weiter- 
gehende functionentheoretische Untersuchungen durchaus wesentlich; fur die im 
Texte zu gebenden Entwicklungen ist dieselbe aber nicht nfitig und soil daher 
gleichfalls bei Seite gelassen werden. ~ In neuerer Zeit hat Hr. Jules Rie- 
mann in seiner Dissertation: Sur le probleme de DirieTilet (Paris, 1888j eine zu- 
sammenhSLngende Darstellung der Schwarz’schen Untersuchungen geliefert, wEhrend 
andrerseits die betreffenden Originalarbeiten durch das Erscheinen von Schwarz’ 
Gesammelten Mathematisdhen Ahhandlungen (Berlin, 1890, in 2Banden) in erhShtem 
Masse zuganghch geworden sind. Vergl. insbesondere die Zusiltze in Bd. 2 da- 
selbst p. 366 — 362. 
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merken wir sogleicli, dass dieses Potential, wofern es liberhaupt esistiert, 
ein vollig bestimmtes ist. Gabe es namlich zwei Potentiale tt' und u 
der geforderten Eigenscbaft, so ware ibre Dififerenz (tt' — li) ein ein- 
deutiges Potential erster Gattung, das in jenem bei gelegenen Punkte 
den Wert Null batte. Ein „eindeutiges^^ Potential erster Gattung ist aber, 
wie wir p. 523 zeigen werden, mit einer Constanten identiscb, welcbe 
bier offenbar im speciellen den Wert Null besitzt. 

Zum Beweise der Existenz des eben gemeinten Potentials zweiter 
Gattung bat man nun zwei wesentlicb verscbiedene Untersucbungen 
anzustellen, deren erstere wir gleicb in folgender Weise skizzieren: 
Moge in irgend einem Blatte von ein kreisformiger Bereicb K ab- 
gegrenzt sein, der zuvorderst weder in seinem Innern nocb auf seinem 
Rande einen Verzweigungspunkt der Fn tragt. Auf der Peripherie 
von K denken wir eine stetige, im iibrigen aber willkurlicbe Folge 
reeller Werte aufgetragen. Man kann dann zeigen: Es giebt im JBe- 
reiche K ein eindeutiges, iiberall stetiges Fotmtialy tvelclies stetig in die 
vorgescJirieienen Itcmd^oerte uhergeht; des ferneren aber: Es giebt auf K 
ein Fotential^ das alle soehen namhaft gemacMen Eigenschaften besitzt, 
nur dass es in einem PimJcte von K unstetig %oirdy tvie d&i^ reelle Teil von 
— . Allgemein bezeicbnet man das Problem der Bildung eines 

Potentials fur einen Bereicb JB bei vorgescbriebenen Randwerten, sowie 
fest cbarakterisierten Unstetigkeitsstellen im Innern von j5, als „Rand- 
wertaufgabe^^. Es ist der Cbarakter dieser Aufgabe, dass sie nur eine 
eimige Losung zulasat, wofern sie sicb liberbaupt auflosen liisst'**). 
Fiir den Kreis kann man, wie wir scbon eben aussprachen, diese Losung 
tbatsacblich und zwar auf ziemlich einfacbe Weisc angeben*, wir 
werden dies im folgenden Paragrapben nocb ausfubrlicber entwickolu, 

Ist die Randwertaufgabe fiir kreisformige Bereicbe K wirklicb 
gelost, so ist sie dadurcb zugleich fiir alle solcbe Bereicbe mitgelbst, 
welche sich conform auf den Kreis K abbilden lassen. Ein Fall ist bierboi 
fiir uns besonders wichtig. Moge der Mittelpunkt von K bei s: = ge- 
legen sein, so scbreibe man Si — sf — Qa — und sucbe das conformo 
Abbild von j6l in der ^'-Ebene auf. Dasselbe stellfc ofiEcnbar einen v-facb 
liberdeckten Kreis dar, wobei im Mittelpunkt ein Verzweigungspunkt 
eintritt, in welcbem alle v liber einander gescbichtetcn Bliittor cycliscb 
mit einander zusammenbsingen. Solcbe i/-facb iiberdecktcn Bereicbe 
werden wir weiterbin um die Verzweigungspunkte unscrer Fn berum 
abzusondern haben. Aucb fiir sie lasst sich also die Randwertaufgabe 
losen, sobald wir dieselbe erst fiir einfach bedeckte Kreise K gelost liaben. 


*) Cf, Neumann p. 393—390. 
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An diesen ersten Teil nnserer Untersucliiiiig scKliesst sieb nun 
zwecks voller Erledigung des Existenztbeorems eine zweite wesentlieb 
anders geartete tlberlegung. Wir denken au£ zwei Bereicbe 
und B .2 eingegrenzt, die sieb beliebig dureb die verscbiedenen Blatter 
der Fn bindurchzieben diirfen und irgend welebe Yerzweigungspunkte 
der Fji enthaiten konnen. Wir setzen voraus, dass und zum 
Teil fiber einander greifen und solcbergestalt einen kleineren^ in einem 
Oder mebreren Blattern von F^ gelegenen Bereicb gemeinsani be- 
decken; beisse dieser kleinere Bereicb hj warend und B^ zusammen- 
genommen den Bereicb B formieren mogen. Jetzt besfcebe die Vor- 
aussetzung, dass wir im Besitze einer Auflbsungsmetbode der Rand- 
wertaufgabe sowobl fur B-^ wie fiir Bg einzeln genomnien sind. Man 
kann alsdann den ISTaobweis fiibren, dass sicli auch fur den durch Yer- 
sclimelmng von B^ und B^ ents^ringmden Bereich B die Bandivertaufgdbe 
Idsen Idsst, Dieser Existenzbeweis eines die Randwertaufgabe fiir B 
befriedigenden Potentials wird dureb sogenanntes altermerendes Ver- 
faliren gefiibrt; den ganzen biermit bezeicbneten Ansatz benennt man 
als Conibinationsmethode. Wir werden diese Combinationsmetbode im 
tibernachsten Paragraph en in einem einfacbsten Beispiele erlautern. 
Die mannigfaltigeUy je nacb der Gestalt der Bereicbe Bi und B^ bier 
moglicben Einzelfalle k5nnen wir nicbt alle ausfdbrlich nennen xmd 
verweisen diesbeziiglicb wieder auf das Werk von Neumann (Kap. 18). 

Wie sieb die beiden so gekennzeicbneten Untersuebungen zum 
Existenzbeweise des Elementarpotentials zweiter Gattung auf der ge- 
gebenen F^ zusammensebliessen, liegt jetzt sebr nabe, Wir identificieren 
zunaebst und Bg mit zwei kreisformigen Bereicben und fur 
welcbe wir einzeln die Randwertaufgabe zu losen vermogen, und werden 
letztere dann auch fQr den aus und dureb Verscbmelzung ent* 
springenden Bereicb B losen konnen. Alsdann verscbmelzen wir B 
aufs neue mit einem Kreise Bg und fabren so fort, unsere Elacbe Fn 
dachziegelartig dureb alle ibre Blatter bin mit Kreissebeiben zu ilber- 
decken, bis scbliesslich keine Liicke mebr bleibt. Dabei werden wirnatur- 
licb immer, so oft wir uns einem Verzweigungspunkte angenabert baben, 
nicbt eine einfacbe Kreissebeibe, vielmebr einen mebrfacb Uberdeekten 
Kreis von oben besebriebener Art anzubangen haben. Welcbe stetigen 
Randwertfolgen wir bei unserem grosser und grosser werdenden Be- 
reicbe B zur Herstellung zugebbriger Potentiate benutzen wollen, ist 
vbllig in nnser Belieben gestellt. Dagegen baben wir die Vorsebrift, 
tiberall stetige Potentiate zu construieren, so lange der fiir das end- 
licb zu erreicbende Potential zweiter Gattung vorgesebriebene Un- 
stetigkeitspunkt nocb nicbt innerbalb B .gelegen ist. Haben wir aber 
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einmal den Bereich fiber diesen Punkt hiniiber ausgedebnt, so mussen 
nnsere Potentiale fortan an dieser Stelle in vorgescbriebener Weise 
unendlicb werden, iibrigeiis aber allenthalben stetig sein. 1st schliess- 
lich in dieser Weise die Placlie Fn durch alle ihre Blatter bindurcli 
mit Kreissclieiben vollig iiberdeckt (so dass jede Lticke nnd damit 
jeder Randpunkt Yerscbwunden ist), so baben wir^ wie man sofort be- 
merkt, damit von selbst am Scblusse gerade dasjenige Potential ge- 
wonnen, dessen Existenz wir beweisen wollten*). 

Unsere nacbste Anfgabe ist jetzt, wie scbon in Aussicbt genommen, 
auf die beiden bier in Frage kommenden Specialuntersncbungen, nam- 
licb anf die Losung der Randwertaufgabe fiir kreisformige Bereicbe/ 
sowie auf die Combinationsmetbode nocb ein wenig naber einzugeben. 


§ 6. Losung der Randwertaufgabe fiir kreisformige Bereiche 

Indem wir jetzt zunacbst einige ausfiibrlicbere Angaben iiber die 
Losung der Randwertaufgabe fiir kreisformige Bereicbe macben, denken 
wir als Kreis K der Einfacbbeit balber den Einbeitskreis der xy-'Elhene 
gewahlt und nebmen nun auf der Peripherie desselben irgend eine 
stetige Folge reeller Werte gegeben an. Es gilt dann, ein auf K 
dsJ^orS/c^ iiberall stetiges und eindeutiges Potential u an- 
zugeben, das stetig in die aufgepflanzten Rand- 
werte iibergebt. Wir verfabren zur Losung dieser 
Aufgabe wie folgt. 

Ein beliebiger Punkt auf der Peripherie von 
K babe die Coordinaten ein beliebiger 

Punkt im Innern von K aber y. Die durch 



Pig. 92 


diese beiden Punkte zu legende Sehne des Kreises 


K werde durch den letzteren Punkt in die bei- 
den Abscbnitte t und f zerlegt, wie bierneben in Pig. 92 angegeben. 
Der Quotient 

f 1 — £C® — 

(a? — + (y — 


( 1 ) 


bildet dann, imter constanten als Function von x^ y gedeutet, 

wie man durch leichte Rechnung bestatigt, fUr das gauze Innere von 
K ein iiberall stetiges Potential; in den Randpunkten von K selbst 
wollen wir zuvorderst den Quotienten (1) nocb nicbt naber unter- 
suchen. Wir bezeicbnen jetzt den im Punkte x^^ y^^ vorgeschriebenen 
Randwert des gesucbten Potentials durch Us und benennen zugleich 
ein bei x^, y^ liegendes Element des Randes von K durch ds (of. 


**’) Vergl. bier Neumann, p. 454. ’•**) Of. Neumann, Rap. 17, 
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Fig. 92). Wir bilden dami das Product —n^ds uud stellen, j&tzt uuter 

constant gedachten x, die naclifolgende Summe von solcheii Poten- 
tialen ber: 

(-) = Y tiJs , 

gefiibrt liber die ganze Peripherie yon Die dergestalf erludfenej 

im Innern von K iiberall sietige Function y) von x nnd y 'ist, win 
wir mm hehaiipteny das gesuclite Fotential u. 

Dass wir es in (2) in der That mit einem Potentiale zii tlnni 

haben, ist an sich klar, well jeder Factor ~ ein solches vorstellt. Es 

V 

ist also nur noch zu zeigen, dass das Potential (2) bei Annaherung 
an die Peripherie von K stetig in die dort aufgepflanzten Randwerte 
ubergeht; wir ziehen zu solchem Ende eine von Hrn. Schwarz an- 
gegebene Interpretation der Form el (2) heran**). In Fig. 92 ist aueh 
noch die durch den Endpunkt des Elementes ds und den Punkt x, y 
bestimmte Sehne des Kreises K gezogen, wobei nun das Bogen- 
element ds iiber den Punkt x, y hiniiber in das Element ds' projiciert 

erscheint. Dabei ist ersichtlich -j- = ds'^ so dass wir Poriuel (2) 
in die nachfolgende Gestalt transformieren konnen: 

(3) u(x, = ^ I' u,ds' = u,>ds. 

Der Wert von 27c-ii(x, y) toird hiernacli gef linden, indem man das Bogen- 
element ds mit demjenig&n Bandwerte multipliciert, welcher am anderen 
Fndpimhte der durch die Lage von ds und den PunM x, y hestimmten 
Sehne stattfindet, und das so ejitstehende Differential Us>ds iiber die 
Pei'ipherie von K integriert. Es bedarf nur einer kurzen tJberlegung 
clieser Verhaltnisse, um einzusehen, dass u{x, y) bei Annaherung des 
Punktes x, y an einen Randpunkt von K in den gerade dort vor- 
geschriebenen Wert stetig tibergeht. Die vorgelegte Aufgabe ist so- 
nach in der That durch das in (2) gegebene Potential u{x, y') gelost**'’*’'-®). 

’*■) Das auf der rechten Seite der Pormel (2) stehende Integral, welches sich 
iibrigens noch in eine ganze Reihe verschiedener G-estalten iiberfuhren l^sst, heisst 
das Poisson’sche. Man vergl. beziiglich dieser Benennung die Angaben von 
Schwarz in einer sogleioh zu nennenden Arbeit in Crelle’s Journal Bd. 74 p. 227. 
**) Tergl. G-es. Abhandlungen, II p. 360, 

**4.) dabei das fur das Innere von K definierte Potential «(ai, y) auch auf 
dem Rande dieses Bereiches partielle Ableitungen nach x und y besitzt, sowie 
der Differentialgleiohung (2) p. 506 genugt, hangt augenscheinlich von den ge- 
wiihlten Randwerten ab. Es ist iibrigens fiir uns nicht orforderlich, auf speciellere 
Fragen dieser Art hier einzugehen. Man vergl. vielmehr in diesem Bctracht die bereits 
JC lei 11- Frick 0, Mo dulf unction on. 33 
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Der Fall, dass ftir ti im Inneren von K ein Unstetigkeitspunkt 
cler von iins zii betrachtenden Art vorgescbrieben ist, erledigt sick jetzt 
muhelos, Moge it ini Punkte von K nnstetig werden wie der reelle 

Teil von ; - Dieser reelle Teil ti' giebt ftir K ein Potential ab, 
s ~o 

dessen Randwerte wir mit bezeicbnen wollen, vs^ahrend die fur it 
vorgesckriebenen Randwerte wie bisber its lieissen. Wir bilden ims 
dann durcb Subtraction der beiderseitigen Rand wertfol gen die dritte 
= u,^ — und stellen auf Grand der soeben gewonnenen Regel 
das zu dieson Randwerten gehorige auf K liberal! stetige Potential 
auf. Alsdmin ist offenhar 
(4) it =^it' + 

das von uns gesiiclite Potential, dessen Existent hiermit bewiesen ist. 


§ 7. BeselireibtLng der Combinationsmethode in einem speciellen Falle. 

Um nun aucb liber den Inlialt der Combinationsmethode kurz 
Bericbt zu erstatten, nebmen wir an, dass die beiclen iui vorletzten 
Paragrapben mit und bezeicbneten Bereicbe in einfacbster 

Weise Kreise -^2 seien, die sicb in zwei 
Punkten P, Q scbneiden (cf. Fig. 93). Wie 
/ /\ wir soeben saben, sind wir dann tbatsacb- 

c^i Kj /A b A M lich in der Lage, fiir und K 2 einzeln die 
y V 7 J Randwertaufgabe zu losen. Dabei ist es jetzt 

besonders nutzlicb, fur diese in und 
gg existierenden Potentiale auf die am Scbluss 

von § 4 (p. 506) gescbilderte geometriscbe 
Interpretation der Potentiale zuriickzukommen. Wir denken uns also 
ein einzelnes z. B. auf existierendes Potential durcb eine Flacbe 
versinnlicbt, welche uber scbwebt und in eine liber der Berandung 
von bangende Randcurve eingespannt ist. Indem wir bier der 
Einfacbbeit wegen Unstetigkeitspunkte fur die zu construierenden Po- 
tentiale innerbalb (so wie aucb nicbt vorscbreiben, wird die 

einzelne der eben gemeinten Flacben durcb Angabe ibrer liber der 
Peripherie von scbwebenden Randcurve vollig bestimmt sein. 


eben erwahnte Abbandiung von Scbwarz, Zwr Integration der partiellen Dl/fe’- 
rentialgleichung Crelle's Journ. Bd. 74 (1871) oder G-es. Abh. Tl, 

p. 184, sowie aucb die Abbandiung von Prym, Zur Integration der ^artiellen 
Di/ferenUalgUichung + Crello’a Journal, Bd. 73 (1871). 
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Ehe wir vorwarts gelien, musseu vrir vorerst uocli auf eiue Eigen- 
scliaft nnserer Potentiale liindeuten, die wir sogleicli anscliauuugs- 
massig mit Hilfe der bezuglichen Flachen skizzieren. Die heiden Fitnl fe 
der einsehien Fldclie mit grosster und Idehister Ordinate ^ sind stets anf 
dem Fande derselhen d. i. liher der Peripherie von m findenjMiiemals 
ini Innern der Fldclie'^). Die iiber dem Kande von unsere 

Flaclae stattfinclenden Holienscliwankuiigen werden also durcli den 
innern Yerlauf der Flache mehr und mehr ausgegliclien. Zielit man 
insbesondere durcb das Innere der Flacbe hindurcb irgend eine Curve, 
so wird der Unterscliied der Ordinaten ^ des hocbsten und tiefsten 
Punktes der Flacbe langs dieser Curve zum entspreebenden auf dem 
Rande stattfindenden Unterscbied in einem Verbaltnis steben, dessen 
Zablwert ein echtery von der Einbeit um eine endliche Differenz ver- 
scbiedener Brucb ist**^*). Wir braucben kaum binzuzufiigen, dass diese 
zunacbst an angekniipften Bemerkungen selbstverstandlicb in vollig 
gleicber Weise aucb fCir gelten. / 

Wie scbon in Pig. 92 angedeutet ist, soli der von und K 2 zu- 
gleicb bedeckte Bereicb h beissen, wabrend durcb Versebmelzung von 
und K 2 langs h der grossere Bereicb JB entstebe. Pur die auf 
den beiden Peripberien durcb die Punkte P und Q abgescbnittenen 
Bogen nebmen wir die in der Figur angegebenen Bezeicbnungen 
y, 6 auf. Nun ist uns langs der aus a und d bestebenden ' Be- 
randung von B eine stetige Folge reeller Werte gegeben, die wir 
langs a und d bez. durcb Ua und bezeicbnen. Unsere Aufgabe ist, 
ein auf JB ilberall stetiges imd eindeutiges Potential bilden, das stetig 
in diese Pandwerte tia, ubergeht. Wir verfabren zur Losung der- 
selben, wie folgt. 

Langs a denken wir uns die Werte Uce als Ordinaten aufgetragen, 
denken sodann langs y irgend welcbe stetige reelle Wertfolge % will- 
klirlicb ausgewahlt, nur dass sie uber P und Q biniiber stetig in die 
Werte tia iibergeben soli, und erriebten die Werte Uy gleicbfalls als Ordi- 
naten. Dergestalt ist iiber der Peripherie von eine Eandcurve be- 
scbrieben, in welcbe wir nunmebr die das beziiglicbe Potential ver- 
sinnlicbende Flacbe einspannen. Die langs stattfindenden Werte 
von mogen zusammengefasst beissen; selbige bilden im Verein 
mit Ud eine langs des Randes von fig vorgescbriebene stetige Folge 
reeller Werte. Wir spannen jetzt die diesen Randwerten entsprecbende 

*) Neumann^ p. 395; man vergl. aacb obige Entwioklung fiber die durcb- 
gangige byperboliscbe Krummung der Flacben (p. 507). 

Ucber die geuauere Durcbbildung nnd den Beweis dieser Angaben vergl. 
man ITcnmann, Kax^. 16 § 3, i^. 397 u. f. 


33 
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Flache liber aus, die uns das Potential versinnliclie ; letztere 
Flaciie wird dann mit der soeben schon xiber ausgespannten Flacbe 
iiber zusammengeheftet sein. Umgekebrt bezeicbnen wir nun wieder 
die Werte von iiber y durcb nnd baben dann in Ua und 
eine brauchbare Randwertfolge fiir ibr entsprecbend wollen wir 
liber eine neue Flacbe ausspannen, die dem Potential angeboren 
moge. Dieses Potential benutzen wir dann gerade wie fiir die 
Gewinnung eines neuen Potentials fiir u. s. w. In dieser Bil- 
diing von Potentialen abwecliselnd fur und nacb der besehi-iebenen 
Eegel bestebt nun gerade die Combinationsmetbode; die wir bier 
scbildern wollten'*'). 

In der That lasst sicb jetzt vor alien Dingen der Nacbweis er- 
bringen, dass der bescbriebene Process ein convergenter isi Uber 

ist eine Reibe von FlMien ausgespannt, welcbe die Potentiale 
• • - versinnlicben. Der Unterscbied zwischen zwei auf 
einander folgenden Flacben verscbwindet, wie wir bebaupteii, mebr 
und mebr, je weiter wir in der Reibe fortgeben. Diese Flacben nahern 
sicb also einer gewissen Rubelage an, tvelclie letztere fiir eine ein- 
dentigey iiheraU stetige Function = % von x %md y defmierL Man 
ziehe namlicb den Unterscbied i) = — -^^(2*— i) von zwei auf 

einander folgenden unter unseren Potentialen in Betracbt und setze 
iibrigens entsprecbend _^( 2 *+ 2 ) — Bereicb 
ist durcb eine iiber ausgespannte Flacbe versinnlicbt, die in Fig. 92 
linker Hand in den Bogen a selbst eingespannt ist, recbts aber langs 
y sicb iiber die xy-Woene erheben oder unter dieselbe herabsinken 
mag. Nacb den liber die Flacben unserer Art vorausgescbickten Be~ 
merkungen sind die Hobenscbwankungen der ebeii gemeinten Flacbe 
jj{ 2 k—i) ijings ^ kleiner als die langs y stattfiudenden. Aber gerade iiber /3 
ist die zu goborende Flache an die Flacbe von angeheftet, 

walirend auf der andern Seite die Flache von in den Bogen d 

selbst eingespannt ist. Wir scbliessen jetzt umgekebrt, dass die Holicn- 
schwankimgen dieser letzteren Flache liber y geringer sind, als die- 
jenigen, welcbe dieselbe langs ^ zeigt. Da aber nun wieder uber y 
an diese Flacbe die zu i 7 ^ 2 A-fi) gehorende Flacbe angebeftet ist, so 
erblickt man leicbt das Resultat: Die Flacbe von 27^^^+^), die iibrigens 
linker Hand gleicbfalls in den Bogen a eingespannt ist, zeigt langs y 
geringere Hobenscbwankungen als die Flacbe von Indcm 


*) Der Grandgodanke dieser Metbode iat aiis der matbomatisohen Pbysik her- 
gonomxncn; wir crinncrn z. B. darao, wie man sicb don Ladungaprocess zweicr 
dnantlor infliicnzicrendcr leitender Kcirpor mit Bloktricitat vorstellt. 
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wir den vertiealeu Unterschied zwisclien deni hoelisten und tieisten 
Piinkte dieser Flaclien laugs y durcli i bez. be- 

zeichnen, ist sonacli: 

( 1 ) ^ -^ 0 . 

wobei wir nocb besonders betonen, dass e hier einen von Z; unabhangigen 
echten, nm eine endlicbe Difierenz von der Einheit verscbiedenen Brueli 
bedeuten darf. Nunmehr konnen wir das fur definierte Potential 
offenbar durch die Eeihe 

(2) = ^^(1) JJ(X) -I- ^ 

darstellen. Da aber, wie wir wissen, der grosste und kleinste Wert 
eines auf existierenden Potentials stets auf dem Eande von 
sick findet, so kat man aus (1) die Polgerung zu zieken, dass die 
unter (2) gegebene Eeike auck fur unendlick wacksende Zakl 7 j im 
ganzen Bereicke eine endlieke Summe — ii^ kat; denn dies trifft 
langs der ganzen Berandung von zu. 

Des nakeren aber ergiebt sick aus (1) vermoge einer Uberlegung, 
die wir kier nickt reprodueieren konnen*), dass der Wert dieser 
Summe eine in uberall stetige, eindeutige und der Differential- 
gleickung (2) p. 505 gentigende Grosse darstellt. In der That ist 
dieser letztere Umstand mit der blossen Endlickkeit der Grosse 
nock keineswegs bewiesen. Freilick werden ja die Potentiale 
f7(3)^ jr/-(5)^ . . . Oder, wie wir gleick sagen werden, die Flacken 
[/'(i)j - . •, einzeln genommen, immer flacker und flacker s'ick ge- 

stalten, aber dennock konnten sie in ikrer Summe (2) eine Flaeke 
, 2 ^( 2 fc+i) zusammensetzen, die mit wacksendem h immer mekr wellig wird, 
um sckliesslick bei ft = cx) zu einer Flaeke zu werden, die in jedem end- 
licken, wenn auck nock so kleinen Teile Hokensckwankungen aufweist. 
Dann wtirde im allgemeinen keine Ableitungen nack x und y besitzen 
und konnte also auck kein Integral der Differentialgleicbung (2) p. 505 
vorstellen, Inzwiscken ist das Eintreten derartiger Verkaltnisse, wie 
man 1. c. nachseken wolle, ausgescklossen, und wir werden also den 
Satz formulieren konnen: stelU em auf liberall stetiges, eindeutiges 

Potential daK — Bin Gleickes beweist man in vollig analoger Weise 
fur diejenige Grosse Wg? Reike der Potentiale • • - 

mekr und mekr zustrebt. 

Um zum Scklusse zu kommen, bemerke man nunmehr, dass die 
Potentiale • - • fur den Bereick b mit den Randcurven j8 

und y zugleick definiert sind. Da wollen wir fiir beliebiges Jc die 


’’■) Cf. Neumann, p. 432 u. f. 
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Diflerenz zwisclaeii und 2^(2^—- 1 ) durcli bezeicliiien und in ilirein 
Verlauf ilber den Bereich & bin nalier betracliten. Da und 

1) langs ^ dieselben Werte baben, so ist fllr jeden Punkt dieses 
Kreisbogens — ^^(2^—1) = Q. Langs y ist allent- 

lialben mit 2) gleicli; biei* ist also 

ljiF> = = £/'( 2 A~ 2 )^ 

und nun wissen wir, dass bei unendlicb wacbsendem h die Werte von 
2) f(|j; (J013L ganzen Bereicb damit auch fiir alle Punkte 

der Curve y gegen Null convergieren. Es wird demnacli das Potential 
/ 7 (^) := fur die ganze Berandung von h und also auch fiir alle 

inneren Punkte dieses Bereichs verschvrinden. Indem aber hiernacli 
und Ug auf dem von und gemeinsam bedeckten Bereiche 6 iden- 
tisch ausfallen, stellm sie, msammen ietrachtet^ ein ein^iges fiir den gan&en 
Bereich B definiertes eindeiUiges, ilherall stetiges Potential dar. Dass dieses 
nun gerade das verlangte Potential ist, gelit aus unserer anfanglichen 
Entwicklung ohne weiteres hervor. 

Wir haben solcherweise in ein era speciellen Fallcp alle diejenigen 
Gesichtspunkte namliaft geniaclit, welclie auch bei einem erschopfen- 
den Nach’weise des Existenztheorems sich als ausreichend erweisen. 
Solches wird man in der That bei dem Studium des Neumann’scheii 
Werkes bemerken. 

§ 8 , Herstellung der Potentiale dritter und erster Gattung. 
Indem wir jetzt zu unserer beliebig gewahlten Riemann’schen 
Plache Fn zurlickkehren, diirfen wir zufolge des nun vollendeton Ex- 
curses annehmeu, dass auf derselben thatsachlich ein eindeutiges Poten- 
tial zweiter Gattung it, existiert, welches nur in einem bei der will- 
kilrlieh gewahlten Stelle Sq gelegenen Punkte der Fn unstetig wird, 

wo es sich wie der reelle Teil von — - — verhalt. Dieses Potential u 

' Si — Zq 

lllsst sich nun leicht noch so umgestalten, dass wir von ihm aus ohne 
Milhe die Potentiale erster und dritter Gattung der P\ gewinnen 
konnen. Man wolle zu dem Ende n mit der unendlich kleinen reollcn 
Zahl da multiplicieren und uda = setzen, wahrend man andrersoils 
das Product der endlichen complexen Constanten c mit da als com- 
plexes Differential d^Q = cda schreibe. Man bemerkt ohne weiteres: 
Das Elementarpotential ist auf der Fn Us auf jenen hei gelegenen 
Punht ilber all eindeutig, stetig und mit d 0 Q von gleicher Grossenordnung; 
in dem einen soeben ausgeschlossenen Pmxhte verhalt es sich aber wie der 

reelle Tell von - — - - . Betonen wir noch ausdriicklich, dass dieses 

Z — Z(, ^ 
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Elementarpotential durch das Differential und Angabe seines 
Unstetigkeitspunktes aui' der Fa eindeutig bestimmt ist (cf. p. 510). 

Um jetzt wieder mit Grossen endliclier Ordnuug zu tbun zii liaben^ 
niilssen wir imendlich viele solcbe Potentiale zusanimen addieren. 
Wir wollen solckes in zwei charakteristiscli nnterscliiedenen Weisen 
bier wirklicb durcbftibren. Moge man zuvorderst auf der Flacbe F^ 
das Differential d^Q am Unstetigkeitspxinkte von antragen, um das 
solcliergestalt vom fraglichen Punkte bei 0q zum benacbbarteu (. 3 ?^ + d^^^) 
fiilirende Linienelement fortan als Axe des Potentials zu bezeichnen. 
Diese Axe ist alsdann durch ihren Anfangspunkt auf der Fn, ibre 
Lange und Eichtung vollig bestimmt, und wir bemerken jetzt weiter, 
dass das Flementarjjotential 0 iveiter G-attiing seinerseits durch Angabe 
seiner Axe eindeutig bestimmt ist Nun wollen wir einerseits Elemeutar- 
potentiale unserer Art in unendlicher Zahl derart an einander reihen^ 
dass der Anfangspunkt der Axe jedes folgenden Potentials mit dem 
Endpunkt der Axe des ihm voraufgelienden coincidiert, wobei sicb dann 
alle in Betracht konimenden Axen etwa^ wie Fig. 94 anzeigt, zu einer 
gebrochenen Linie zusammensetzen, die von 0 ^ — a nach % = 6 hin- 
ftlhren moge. Wir wollen diese Massnahme kurz als „axiale^^ An- 
einanderreihung von Elemeutarpotentialen bezeichnen. Andrerseits 



94. Fig. 95. 


denke man sich die soeben zur Verwendung gekommenen Axen etwa 
um ihre Anfangspunkte samt und sonders in der Eichtung wachsen- 
der Winkel um 90® gedreht, so erhalten wir die schon gezogene Linie 
von 0 Q = a nach 0Q = b mit lauter gegen sie senkrecht verlaufenden Axen 
besetzt, wie Fig. 95 zeigt. Hierbei sprechen wir dann von einer „tranS“ 
versalen" Aneinanderreihung der diesen Axen zugehorigen Potentiale*). 

Die axiale Aneinanderreihung erledigt sich jetzt sehr einfach. 
Moge die Kette der an einander gehangten Axen, wie wir schon au- 
nahmen, bei 0q = a beginnen und bei == 6 endigen, wahrend die- 

**•) Man vergl. bier, namentlich aucb wegen der Beziebungen der beiden in 
Anssicbt genommenen Massnabmen znr matbematiscben Pbysik (Aneinanderreihung 
magnetiscber Molekule), die bezuglicben Angaben von Klein im 21*®^ Bande der 
Matbem. Ann. p. 161 und 162. Bei Neumann (Kap. 18) wird der Existenzbeweis 
zun§,cbst nicbt auf das Elementarpotential zweiter Gattung gericbtet, vielmebr 
auf die Potentiale dritter Gattung, die wir erst aus denen der zweiten berstellen. 
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selbe zwisclien cliesen beideu Punkten den in Pig. 94 schematiseli clar- 
gestellteu Verlauf zeigt. Durch Summiemng aller bezilglichen Elemeiitar- 
potentialezweiterGattung entstebe das Potential Ua, &; das wir als Integral 



Zo = a 


genommen iiber die in Fig. 94 dargestellte Babn, sclireiben konnen. 
Um das Verhalten des Potentials iCa, b in der Umgebuug der zurllck- 
gelegten Integrationsbabn zu iintersiicben, mussen wir aiif das Ver- 
lialteii jedes eiiizeluen Elementarpotentials in seinem Unstetigkeits- 
punktc zuruckgeben. Oflrenbar wird sich o in Bezug aiif Unstetig- 
keiten wie der reelle Teil des Integrals 

( dz, 

f 2 

e / "*0 

-0 — ® 

verhalten. Aber es ist 





und also ist dieser fragliche reelle Teil in der Umgebimg der lutegra- 
tionsbahn tlberall eindeatig und stetig, letzteres jedocli nur bis auf die 
beiden Punkte 0 — a und 0 = in denen er wie der reelle Teil von 
log {0 — a) bez. — log {0 — h) unstetig wird. Da iia, b in alien iibrigeu 
Teilen der Flache Fn aber jedenfalls eindeutig und stetig ist, so ent- 
springt das Eesultat: Dtircli axiale Aneinanderreihung von Flcmentar’ 
poientialen 0 ioeiter Gatkmg mtspnngt ein axif der Fn eindmtiges Po- 
tential dr liter Gatkmg mit 0 wei logarithmischen Unstetigheitspimlcten, die 
im Anfangs- imd Endpunht der Kette der Axen gelegen Bind* 

Hierbei bietet sich eine neue Auffassung des Elementarpotentials 
zweiter Gattung dar. Setzen wir namlich in na, b fhr a und & bez. die 
Special werte 0 ^ und { 0 ^ + ersiclitlich wieder in das 

Elementax*potential zweiter Gattung iiber. Let 0 teres Icdnnen wir 
Bonaelh als emdentiges Potential dritter Gattung mit 0 wei einander unend- 
Hell naJie liegenden logarithmischen UnstetiglceitspunJcten ansehen* Durch 
diese Auffassungsweise wird es besonders leicht verstandlich, weshalb 
bei der in (1) ausgefilhrten Aneinanderreihung im innern Verlaufe der 
Integrationsbabn alle Unstetigkeitspunkte zum Wegfall kommen, wiih- 
rend nur am Anfang und Ende derselben je ein logarithmischer Un- 
stetigkeitspunkt zuriickbleibi 

Um nun die transversale Aneinanderreihung unter Zugrundelogung 
der Fig. 95 durchzufuhreu, mtissen wir uns zuvorderst mit denjenigen 
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eiudeutigen Elementarpoteutialen verselien, die in Anbetraelit der 
Lage des Unstetigkeits];)unktes init den unter (1) zur Yerwendung ge- 
kommeiaen Potentialen ubereinstimmen, nur dass die Axen durcbgehends 
um 90® gedreht ersckeinen. Wir werden uns diese Potentiale ohne 
Milhe verscbaffen. In der That war im Anfang des Paragraphen die 
mit c bezeichnete complexe Constante ganz willkilrlich. Denke man 
also nur an Stelle von c vielmehr ic, dementspreebend statt jetzt icI^q 
gesetzt, so werden wir durch TViederliolung der obigen ilassnahmen statt 
gerade zu den beabsichtigten Grossen gelaugen. Wir haben also 
das Resultat: Das JElementarpotential u~^ ist aiif der Vis axif jenen lei 
a'q gelegeneu Finikt iiberall elndeutig, stetig und mit dz^ von gleiclier Ord- 
oiiing] im soeben ausgescMossenen Pimlcte verlicilt es sich dber tcie der 

reelle Teil von — 


Indein wir jetzt wieder langs der schon in (1) gebrauchten Bahn 
die Aneinanderreihung vornelimen, kommt unter Aufnahme eines ge- 
eigneten numerischen Factors: 





Bei der TJntersuchung dieses Integrales hat man sich zunachst die 
Fliiche Fn langs des Integrationsweges zerschnitten zu denken, wobei 
dann ein tjberschreiten des Querschnittes der Variabelen z zu ver- 
bieten ist. Moge die solchergestalt vorbereitete Riemann’sche Flache 
kurz Fn heissen. Ohne alsdann sogleich nach den Werten des Integrals 
in Punkten der Integrationsbahn selbst zu frageU; werden wir jeden- 
falls fur alle anderen Teile der Fn in ^4, & eindeutiges stetiges 
Potential besitzen. Aber man bemerke, dass in gegenuberliegenden 
Punkten des Querschnitts dieses eindeutige Potential b der Fn die 
constante Wertdifferenz 1 zeigen wird; denn in diesem Betracht muss 
sich, wie man leicht sieht, 6 gerade so wie der reelle Teil von 


Co = 6 



Co=Cl! 


auf der Fn verhalten. Nun aber bilde man sich aus u'a, * die unendlich 
vielen auf der Fn eindeutigen Functionen Ua, b + ^9 ^ db 2? • • 

Diese, in zweckmassiger Folge angereiht, liefern uns offenbar die un- 
endlich vielen Zweige eines auf der unzerschnittenen Flache iiberall 
stetigen Potentials, das also, wie wir noch besonders hervorheben (auf 
Grand von Pormel 4) selbst in den beiden Punkten ^ = a, 6 stetig 
bleibt. Man sieht, dass wir auf diesem Wege ein vieldeutiges Potential 
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dritter Gattung erlangt liciben, das bei positiver Umkreisung des Pimktes 
z — a urn + 1 , bei positiver Umkreisung vou ^ = & aber urn — 1 
sich andert, unci dessen sunciclist erlialtener ein^elner Ziveig tta, b 
dem recJiten TJfer des oben ge^ogenen Qiierschiitts urn + 1 grosser ist 
als auf deni Unlcen^), 

Zu wesentlicb neuen Ergebnissen werden wir nun gefillirt, wenn 
wir fur den bier wiederbolt benutzten Integrations weg eine Perioden- 
balm der Fn zu Grunde legen, wobei wir also das Geschlecht p iinsercr 
Fn grosser als Null voraiismsetz&n hahen. Da wird sicb der bei der 
axialen Aneinanderreibung zu Beginn der Integration am Anfangs- 
punkte der Babn zunacbst eintretende Unstetigkeitspunkt beim Ab- 
scbluss derselben gerade fortbeben, so dass die in den beiden Fallen 
entspringenden Potentiale u und n' auf der gansen Fldclie Fn endlicli 
mid stetig sind. Dabei bemerkt man sofort, dass u aucb auf der unzer- 
scbnittenen Fn eindeutig ist und also nacb einem sogleich zu beweisen- 
den Satze mit einer Oonstanten identiscb ist. JDemgegmiiiber hesU^en tvir 
in u' eln Potential, das auf der Icings der Integrationsbalin ^ersclmittenen 
Biemann^scJien Fldclie Fn eindeutig ist, dabei aber Icings des Qiier- 
sclinittes die constante Wertdifferen0 + 1 aufioeist Auf der imzer- 
schnittenen Fn werden wir also in eiu Potential besitzen^, ivclches 

freilicli iiberall stetig, dafiir aber nicht melir eindeutig ist, vielmehr eben 
jener constanten Wertdifferem entsprechend die Periode + 1 besiUt Da- 
mit baben wir also in if ein Potential erster Gattung der Fn ge- 
wonnen und werden von bieraus deren Gesamtbeit leicbt bilden*‘**‘). 

Von den jetzt gewonnenen Potentialeii erster und zweiter Gattung 
werden wir nun sogleicb wieder zu den Integralen dieser .Gattungcn 
ilbergeben. Den entsprecbenden Ubergang zu den Integralen dritter 
Gattung verscbieben wir bis zu einer spateren Gelegenbeit. 

•^) Wir denken uas diesen Querscbnitt in der Riclitung von a nacb h durck- 
laiifen, so dass die Pfeile der Fig. 95 vom recbten zum linken Ufer weisen. 

Man konnte iibrigens auck nock in Betracbt ziehen, was ontstekcu wird, 
wenn wir transversale Aneinanderreibung (3) Tangs einer gescklossenen Curve vor- 
nekmen, wolcke die in zwei getrennte Stiicke zorlegt. Da erhalton wir oHbn- 
bar zun'acbst zwei getrennte, iiberall stetige Functionen fiir boide Bereicke, die 
langs jener gescklossenen Curve um + 1 differieren. Aber diese Functionen miisson 
nun einfacbe Constante sein; vermebrt man namlicb die eine Function um + 1 , so 
werden sie zusammengenommen ein auf der ganzen Fliicke stctigos oindoutiges 
Potential abgeben, und ein solckes ist eine Constante. Hiermit ist zugleick 
evident geworden, warum die Entwicklungen des Toxtes p > 0 voraussetzen. 
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§ 9. Zwei Hiilfssatze iiber Potentiale und Integrale der ersten 

Gattung. 

Um die Gesamtheit der Integrale erster Gattung auf unserer 
willkurlich gevvahlten Flaclie zn iiberblicken, milssen wir die be- 
ziiglicben Potentiale selbst nocb ein wenig naber verfolgeu. Wir 
schalten deshalb an dieser Stelle die Ableitung zweier Hulfss'atze ein, 
deren ersten wir bereits wiederbolt benutzten. Bei diesen die Potentiale 
und Integrale erster Gattung betreffenden Erbrtemngen ist selbstver- 
standlich; wie wir wiederbolen, das Gesclilecht der als2^>0 voraus- 
zusetzen. Wo es notig ist^ moge man zur Zerscbneidung der ein 
normales Querscbnittsystem (cf. Pig. 91, p. 495) zu Grande legen*, 
ziim Zwecke einer kurzen Bezeicbnung benennen wir die solcliergestalt 
zerschnittene Flacbe durch JP/. 

Um die in Aussicht genommenen Hillfssatze abzuleiten, verstehen 
wir unter w = u iv irgend eine Function, die auf einem in der F^ 
eingegrenzten Bereicbe allenthalben eindeutig und stetig ist. Zufolge 
elementarer Betracbtungen'^*) bestebt dann die Identitat: 

fj {(| 5 )’ + (I?)’)'**''* 

wobei das links stebende Integral iiber das ganze Innere des ge- 
dachten Bereicbes, das Integral recbter Hand aber liber dessen ganze 
Berandung in positiver Ricbtung zii erstrecken ist. Wir wollen 
Form el (1) dabin specialisieren, dass wir unter tc ein Potential erster 
Gattung und also unter v das ibm conjugierte Potential erster Gattung 
verstehen, fiir den zu Grunde liegenden Bereicb aber die zerschnittene 
Flacbe Fn wahlen. Die in Betracht bommende Berandung setzt sicb 
alsdann aus den Linien dk, hk^ Ck der Fig. 91, p. 495 zusammen, und 
zwar ist jedesmal das liuke Ufer in der PfeilricMung, das rechte aber 
in der entgegengesetzten Ricbtung zu durclilaufen. 

Hier komion wir nun zunacbst miibelos den Beweis liefern, dass 
ein auf der Fn eindeitUges Potential erster GaUtmg mit einer Constanfen 
idmtisch ist^ ein Satz, den wir bereits wiederbolt zur Verwendung 
bracbten. In der That nebme naan an, es sei u auf der Fn ein ein- 
deutiges Potential erster Gattung, wahrend natiirlicb das conjugierte 
Potential v zunacbst als vieldeutiges Potential erster Gattung anzii- 
seben ist, dessen Vieldeutigkeit sicb aber auf das etwaige Zutreten 
von Perioden bescbrankt. Man betrachte nun auf der iiber den Rand 
von Fn fiihrenden Integrationsbahn zwei Linienelemonte, die beztiglicb 

*) Dies ist ein Specialfall des sog. Green’ sohen Safczes, cf. Neumann p. 26. 



524 


III, 1. Grundlegung von Riemaun's Theorie 


einer cler Linien ik, eiiiander gerade gegeniiber liegen. Fur beide 
El emeu te bat u deu namliclien Wert^ dv dagegen bat im einen Element 
gerade den entgegengesetzten Wert, wie im anderen; die Integratious- 
riebtung im einen Element ist ja derjenigen im anderen gerade ent- 
gegengesetzt und dv als solcies ist anf unserer Flacbe eindentig. 
Man siebt, dass sicb die Betrage, welcbe die beiden in Rede steben- 
clen Elemente fur unser Integral liefern, gerade gegenseitig fortbeben, 
woraus dann obne weiteres der Scblnss entspringt, dass fur gegen- 
wartigen Fall die recbte Seite von (1) verscbwindet. Das Integral 
anf der linken Seite von (1) setzt sicb aber, wie man siebt, aus 
lauter reellen, nicht negativen Differentialen zusammen. Wir scbliesseii 
sofort, dass dieselben in unserem Falle obne Ansnalime verscbwinden 

miissen. Sonacb ist fur die ganze Flacbe 4^ = <1, b. es ist %i, 

^ dx dy ^ 

mit einer Constanten identiscb^ wie wir bebaupteten. 

Mit denselben Mitteln konnen wir jetzt ferner den folgendeii, 
gleicbfalls baufig zu verwendenden Satz beweisen: Ein mr Fn gelioren- 
de$ Integral eirster Oattung = ivelclies stets einen verschivindevi’- 

den Integrahoert liefert^ ivenn man es icber irgend cine der p Cztrven hk 
fiihrt, Oder (anders aiisgedriicM) das, auf die ^ersclmittene Fldche Fn cin- 
geschrdnht, Idngs der Querschnitte ah Jceine Wertdiffer&t't^en aufiveist, ist 
mit einer Constanten identiscJi. 

Es wird namlicb aucb fiir die nun in Rede stebeiiden Potentiale 
u, V die recbte Seite von (1) verscbwinden, wenn wir als Integrations- 
babn .wieder die soeben zu Grunde gelegte benutzen. Fiir diejenigen 
Teile dieser Bahn, die sicb aus den Ufern der Linien ah, Ck zusammen- 
setzen, liegen die Verbaltnisse in der That gerade, wie in dem soeben 
besproebenen Falle. Betracbte man des ferneren die beiejen Strecken 
unserer Babn, welcbe von den beiden Ufern etwa der Linie hh ge- 
liefert werden. In zwei einander gegenilberliegenden Elementen zur 
linken und reebten Seite von ik babe der reeJle Teil unseres vorgelegten 
Integrales w bez. die Werte w und (ti + %), wo also t eiue Kings des 
Sebnittes ik feste Oonstante bedeutet. Ist weiter das Differential des 
imagmiiren Teiles vom Integral w im Elemente linker Hand dv, so bat 
es (da wieder die Integrationsriebtung auf der reebton Seite die eot- 
gegengesetzte ist) reebts den Wert — dv, und beide Elemente zusammen 
liefern fiir das Randintegral auf der reebten Seite von (1) den Betrag 
udv — (w + === — 

Die ganze Linie hh (d. i. ihre beiden Ufer) ergeben sonacb fdr die 
recbte Seite von (1) den Beitrag — r ^dv, wo dieses Integral jetzt m 
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der Pfeilriclitung der Fig. 91, p. 495 iiber die geschlossene Linie 6^.. aus- 
zudelinen ist. Eben dieses letzte Integral J* dv ist aber zufolge nnserer 
Voraussetzung mit Null identisch, weil es denjenigen Betrag liefert, 
welchen v, auf Fn eingeschrankt, langs als Wertdifferenz aufweist. 
Die rechte Seite yon (1) verscliwindet demnach wieder, womit sich 
unsere Behauptung bestatigt. 

§10. Die 2^; Potentiale und die p Integrate erster Gattung der Fn, 

Das am Schlusse des vorletzten Paragrapken auf unserer will- 
kurlich gewaklten Fn gefundene Potential erster Gattung it wird zu 
einer eindeutigen Function des Punktes der Flaclie, wenn wir diese 
letztere langs der damals benutzten Periodenbalin wieder zerschneiden 
und It auf die so erkaltene zerschnittene Plache einschranken. Am 
rechten Ufer des Sclinittes weist alsdann ii Werte auf, die jeweils um 
den Betrag + 1 den im gegeniiberliegenden Punkt stattfindenden Wert 
libertreffen. 

Fur die bier gemeinte Periodenbabn wollen wir nun nacb und 
nacli die 2p gescblossenen Linien ajcj s^u Grunde legen und finden 
dementsprecbend 2p Potentiale it^p^ wobei im Sinne der 

gerade reproducierten Angaben Uk zur Linie aber zu 1)^ ge- 

bore. Es soli also um es nocbmals zu betonen, auf der Fi ein- 
deutig sein und dabei eiuzig nur am Scbnitt % eine nicbt-yer- 
scbwindende Wertdifferenz (namlicb -f- 1) aufweisen u. s. w. Wir 
bemerken, dass die 2p hiermit eingefuhrten Fotentiale erster Gattung 
^ 2 ? • * • ihre Periodicitdtseigenschaften his auf additive Consiante 

fest hestimmt sind. Giebt es namlicb ein Potential erster Gattung uf, 
das dieselben Periodicitatseigenscbaften wie % besitzt, so ist {uf — 
auf der Fn durcbweg eindeutig und also nacb dem gerade bewiesenen 
Hiilfssatze mit einer Constanten identisch. 

Wir bebaupten jetzt weiter: Fs gieht auf der Fn ein Potential 
erster Gattung u, das, auf die Fn eingeschrdnJct, an den 2p Schnitien 
ajs, hk heliebig ausgewdMte 2p reelle Wertdifferemen Ak, Bk aufweisf^)] 
dieses Potential u ist bis a/uf eine additive Gonstante fest hestimmt 
Letzterer Umstand folgt obne weiteres durcb die tJberlegung, die wir 
soeben scbon bei zur Verwendung bracbten. Die Existenz des 
Potentials u ergiebt sich aber sofort aus seiner Darstellung vermoge 


***) Wie bifiber, meinen wir mit Bj^ immer don tJberflchuss der am 

reohten XJfer des beziiglicben Querscbnitts stattfindenden Werte iiber die am 
linken Ufor. 
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der eben aiifgestellten Potentiale In der That ist diese 

Darstellung diirch: 

( 1 ) + 0 

geleistet, wobei Ak, Bj, jene ausgewahlten reellen Zahlen sind, C aber 
die willkiirlich bleibende reelle Constanta bedeutet. 

Wahrend aonach auf der einen Seite sick alle Potentiale erster 
Gattung der Fn linear in den 2j} Potentialen • • *, ausdrticken 

lassen, bilden ihrerseits diese letzteren^ wie wir hier noeh zu betonen 
haben, ein System linear -%mdb%dngiger Grossen. Bestande nlimlich 
zwischen denselben die lineare Identitat mit reellen Coefficienten: 

(2) ^y(cckUk “h = c, 

so verfolge man dock auf der Fn die linke Seite von (2) in ilirer 
Eigenschaffc als Potential erster Gattung. Dasselbe wird an den 
Sehnitten a*, 6* bez. die Wertdifferenzen aufweisen. Da es in- 

dessen auf der ganzen Fn. mit c identisch sein soil, so folgt 

(Xk — 0 

und daraus auch c — 0. Eine Identitat (2) kann also niclit bestehen^). 

Um jetzt zu den Integralen erster Gattung selbst zu gelangen, 
mag Vje dasjenige Potential erster Gattung sein, welches zu dem soeben 
mit iijt bezeichneten Potentiale conjugiert ist, Wir bilden uns daiin 
zunachst die 2p zur Fn gehorigeu Tntegrale der ersten Gattung; 

m = 

and gewinnen aus den gerade vorausgeschickten Eutwicklungen iiber 
die Potentiale den Satz; Jedes mr Fn gehbrende Integral erster Gaitimg 
^ ss= -j- iv lusst sicli (imd ^war nur auf eine Weise) vermittcht reeller 
Coefficienten Aky Bk in der Form: 

p 

(3) w -f- + 0' 

= 1 

darstelleny wobei C' eine im allgemeinen compleooe Constante ist Das 
Potential u namlich; welches den reellen Teil von w darstellt, ge- 
stattet eine Darstellung (1), und es wird sicii alsdann das conjugierto 

Wir brauclien kaum. hervorzuheben, dass sick ein System von 2jp linear- 
unabhangigen Potentialen erster Gattung noch in der mannigfaltigsfcon Weiso 
wSlihlen lusst. Jedes System von 2p linearen Punctionon dor mit 

reollen Coefficienten liefert ein solches, wenn nur die 2jp<*gliedrigo Beterminante 
der hicrbei auftretonden Coefficienten dor oinon von Null verschiedenen Wort hat. 
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Potential v in der namliclien Gestalt durch. die Vj^ darstellen lassen, 
nur dass dabei das constante Glied einen anderen Wert bekommen 
mag, Aus diesen beiden Darstellungen setzt man dann leicht die 
Formel (3) znsammen. 

Nun aber sind die so in ihrer Gesamtheit gewonnenen Integrale 
erster Gattung „complexe^^ Punctionen der Fny und es entspricht diesem 
Umstande durchaus, wenn wir an Stelle der soeben bei der Dar- 
stellung (3) zur Verwendung gebraehten reellen Coefficienten nun 
auch complexe gebrauchen wollen. Dann mag es sebr wohl sein, dass 
wir zur linearen Darstellung aller Integrale erster Gattung der Fn keines- 
wegs die gesamten 2jp Integrale benotigen. Denken wir 

uns, um hier Klarheit zu gewinnen^ aus der Reihe der tv ein solches System 
von Integralen herausgenommen, die selbst noch linear-unab- 

hangig sind, jedoch zur linearen Darstellung jedes (g; + 1)*®“ Integrales 
erster Gattung der Fn ausreichend sind; diese g[ Integrale nennen wir 
etwa y • - •, w'g,. Da gilt es nun zuvorderst, den Wert der hier 

mit 2 bezeichneten Zahl in Erfahrung bringen. 

Bemerke man zu dem Ende, dass sich jedes Integral erster 
Gattung iv — u iv der Fn jedenfalls nur in einer einzigen Weise 
linear in der Gestalt 

u + iv =^(cci + («{ + iv'i) + Cj + *^2 

1 

durch die g Integrale Wi = Ui-\- iv'i darstellen lasst. Indem wir hier u 
mit dem reellen Bestandteil der rechten Seite identificieren, entspringt 
das Resultat: Das beliebige Potential erster Gattung u Tasst sich auf 
cine und nur auf cine Weise durch die 2g Potentiate ui, vl darstellen. 
Dieserhalb ist ojBfenbar denn da die eben gemeinte Darstellung 

von u in den 2g Potentialen ul, Vi liberhaupt moglich ist, so muss not- 
wendig 2g^2i? sein; da andrerseits diese Darstellung nur in emer Weise 
zu leisten ist, miissen die wj, Vi linear unabhangig sein, so dass 2g^2p 
ist^). Wir haben so bewiesen: Aus der Gesamtheit der mr Fn ge- 
horenden Integrale erster Gattung lasst sich (und mar wieder auf die 
mannigfaltigste Weise) ein System von p linear -unaihdngigen Integralen 
auswdhlenj in denen mm jedes {p + 1)*® linear mit constanten Coefficienten 
darstelTbar ist Ein besonders zweckmassiges System von p linear- 
unabhangigen Integralen erster Gattung werden wir am folgenden 
Paragraphen einftthren. 

*) Eb folgt dies alles ohno weiteres aus den betreffs der Potentiale erster 
Gattung zu Anfang des gegenwilrtigeu Paragraphon gewonnenen Eesultaten. 
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§ 11. Die ]) Kormalintegrale erster Gattung der Fn* 

Die beiden Hiilfssatze des vorletzten Paragrapben geben betreffs 
der Potentiale and Integrale erster Gattung der Fn zu einer sehr 
merkwurdigen Gegenuberstellung Anlass. 

Unter alien Potentialen erster Gattung der Flache Fn lassen sich 
iin ganzen linear- unabbaugige auswablen, unter alien Integralen 
erster Gattung in entsprecbender Weise im ganzen p. Es giebt auf 
der Fn ein Potential erster Gattung u, welcbeS; auf die Fn einge- 
scbrankt, langs der 2p Linien T)h beliebig gewablte reelle Wert- 
differenzen aufweist; dureb diese Wertdifferenzen ist u bis auf eine 
additive Constante bestimmt. Insbesondere baben wir 2p linear-unab- 
bangige Potentiale * * •; ihp vermoge ibrer'Wertdififerenzen in solcber 

Weise definiert, dass sie, wie oben' ausfiibrlicb erbrtert, den 2p Ourven 
<35*, 6* in cbarakteristiseber Art zugeordnet waren. In gan0 andloger 
Art lassen sich die Integrale der ersten Gattung der Hdlfte der Quer- 
schnitte, ekva den p Linien a* 0uordnen, wie wir nun naber auszu- 
fubren baben. Vorab bemerke man, dass ein Integral erster Gattung w 
seinerseits his auf eine Constante dureh die p Wertdifferenzen hestimmt 
ist^ welclie es, auf Fn eingeschrdnht, Idngs der Linien <35* aufweist In 
der That ergiebt sicb dies aus dem zweiten Hiilfssatze des § 9 gerade 
so, wie der analoge Satz fiir die Potentiale aus dem ersten Hiilfssatze 
daselbst folgt. Hier wbrde die Analogie eine vollstandige sein, wenn wir 
die p Wertdifferenzen an den Linien a* beliebig (reell oder complex) 
auswablen konnten und dann immer der Existenz eines zugehorigen 
Integrals erster Gattung der Fn sicher sein wiirde. Wirklich ist dies 
aber stattbaft, wie wir bier dureb Einfubrung eines Systems von 
p „Normalmtegralen‘^ der ersten Gattung beweisen wollen. 

Sei ein System von p linear-unabbangigen Integralen erster 
Gattung der Fn dureb w^, • • Wp bezeiebnet. Das einzelne unter 
ihnen, w*, besitze, auf die Fn eingesebrankt, langs der Curve ai die 
Wertdifferenz A**. Die _p-gliedrige Determinante |A;;^| dieser p^ Zahlen 
A/* bat, wie wir zunaebst behaupten, notwendig einen von Null ver- 
sebiedenen Wert. Ware sie namlicb mit Null identiscb, so konnte 
man nacb bekannten Satzen p nicht durcbgangig versebwindende 
Constante • • •, Cp finden, fiir welche bei alien p Werten von i 

-|- • • • 4 " Cphip 0 

erfdllt ware. Die linken Seiten dieser p Gleicbungen geben aber die 
Wertdifferenzen des Integrals + - • - CpWp) an den 

*) Immer kSnntcn diese Wertdifferenzen als Perioden von bezeichnet 
werden, woran "wir bier nobenber erinnom wollen. 
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Quersclmitten Letzteres ist also, da die fragliclieiL Wertdiffereiizen 
alle verscliwinden, nacli § 9 mit einer Constanten, etwa — €q, identisch, 
so dass eine GleicLung mit niclit durchgeliends verseliwindenden Coef- 
ficienten identisch bestelien wiirde: 


^0 + 

Dies widerspricht indessen der uber die w gemachten Voraussetzung, 
linear-unabliangig zu sein, und also ist notwendig j | ^0. 

Wir bilden uns jetzt fiir die Fn ein neues System von p Integralen 
erster Gattung: 

il = + ^12 ^2 H 1- 

h = ^21^1 + ^22 ^2 H h C2p^(^p, 




jp = Opt Wx + ^2 + * * * "f“ ^pp'^^p } 

wobei die Coefficienten c durch nacbfolgende Uberlegung besfcimmt 
werden. Wir wollen verlangen, dass das einzelne Integral ji^ auf Fn 
eingeschrankt, unter den p Scbnitten a nur an dem einzigen ai eine 
von Null verscliiedene Wertdij0ferenz, und zwar + 1, aufweist. Die 
p Coefficienten Cn, Ci^, • • Cip miissen demgemass den p liiiearen 
Gleicbungen 

CipPKkp « 0, 7b ^ 

CaKi + CisAig “!-••• + Gipl^ip — 1 

geniigen. Durch diese aber sind die c*i, • • •, Ctp gerade eindeutig 
bestimmt, da, wie wir soeben sahen, die Determinante | A^* | ^ 0 ist. 

Wie man jetzt nachtraglich leicht bestatigt, bilden die p solclier- 
gestalt gewonnenen Integrale (1) ein System linear -unabhangiger 
Grossen; wir wollen dieselben kurz als die Normalintegrale erster 
Gattung der Fn bezeichnen*). Diese p Normalintegrale j stehen nun 
zu den p Querschnitten ai gerade in derjenigen Zuordnung, wie die 
Potentiale %, des vorigen Paragraphen zu den 2p Ourven 

ai, hi. Die Analogie zwischen den Potentialen und Integralen erster 
Gattung findet daher wirklich in dem Umfange statt, wie wir am 
Anfang des gegenwartigen Paragraphen angaben. 

Die Wertdifferenzen, welche die j, auf der Fn betrachtet, an den 
Querschnitten 6 aufweisen, sind uns von vornherein nicht naher bekannt. 


*) Dieselben sind offenbar mit dem zn Grunde gelegten normalen Quer- 
sohnittsystem zugleicb bestimmt. Letzteres lasst sich aber, gerade wie wir dies 
scbon bei p «= 1 erkannten (cf. p. 28 u. f.), aucb im allgemeinen Falle anf nnendlich 
viele Weisen answahlen. Dementsprechend lassen sich anch Systeme von Normal- 
integralen erster Gattung der auf unendlich viele Weisen iixieren. — Wir 
konuen auf dieson wichtigen Gegenstand hier leidcr nicht nllher cingehen. 

Kloin-Frioko, Modulfunotionen. 34 
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Wir wollen clieselben iibrigens, wofern wir sie gelegentlicb gebrauchen 
sollten, durcb bezeiclinen, und man entnelime das Naliere aus der 
bier fiir die Wertdifferenzen oder, anders ausgedruckt, fur die Perioden 
der Normalintegrale entworfenen Tabelle: 


J 


^27 * 

'7 

ap 1 

i 

h, 

^27** 

'7 


1, 

0, • 

’7 

0 

'^117 

'^12 7 ' * 

'7 '^ i-p 

. * 

0, 

h ■ 

* '7 

0 

^217 

^227 * * 

') '^2p 

Jp 

0, 

0; • 


1 ’ 

%>l7 

, ‘ * 

'7 


Unter den Grbssen sind ubrigens jedesmal die beiden und Xyi 
eiHander gleicli. Auf .den Beweis dieser Behauptung^ sowie auf fernere 
sieb bier anscbliessende Satze*) geben wir bier nicbt ein, da wir sie 
kunftigbin docb nicbt verwenden werden. 

§ 12. Die Integrale, insbesondere die Normalintegrale zweiter 

Gattung der JPk. 

Wiilirend die letztvoraufgebenden Entwicklungen das Geschleclit p 
der Placbe Fn stets > 0 vorausgesetzt batten, gilt die nacbfolgende 
an die Potentiale zweiter Gattung ankniipfende Betracbtung gleich- 
massig aucb fiir die Flachen Fn des Gescblecbtes =» 0. Tnzwischen 
wollen wir docb bier vorerst jp > 0 voraussetzen, um bernacb die auf 
den Fall jp == 0 beziiglicben besonders einfaeben Polgerungen in einem 
Paragrapben fiir sicb zu entwickeln. 

Auf unserer willkiirlicb gewahlten Placbe Fn giebt os, wie wir 
fruber saben, ein eindeutiges Potential w, das zugleich iiberall stetig 
ist bis auf einen willkiirlicb auf der Fn gewablten, etwa bei ge- 
leffenen Punkt, in dem u wie der reelle Teil von — ^ — unendlich 

o " Z — SiQ 

wird. Das mit u conjugierte Potential sei dassclbe wird, wie w, ein 
Potential zweiter Gattung der Fn vorstellen, ist jedocb auf der Fn im 
allgemeinen vieldeutig. Setzen wir jetzt u und v zu = u iv 
zusammen, so baben wir in eine coniplexe Function dor Fn ge- 
wonnen, die iiberall stetig ist bis auf jenen einen bei Zq gelegenen Punkt, 
in welchem unendlicb wird wie * - - , die ferner auf der Fn oin- 

Z '■ Zq 

deutig ist und langs der Scbnitte ai, h lauter rein imaginare Wert- 
differenzen aufweist. Hiernacb ist zufolge fruherer Satze ein 
Integral meiter Gattung der Fn, und wir bezeicbnon Wg^ noch genauer 
als ein zu jenem PunJcte z^ gehoriges Integral zweiter Gattung. 

*) Man vei*gl. in dieser Hinsioht Neumann, ii. 246 u. f. 
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Auf Grund des ersten Hiilfssatzes in § 9, p. 523 beweist man jetzt 
mulielos, dass durcli die namliaft gemacbten Eigenscliaften bis auf 
eine additive Oonstante bestimmt ist. Seben wir uuninebr von der 
Porderung ab^ dass die constanten Wertdifferenzen langs der &,* 

rein imaginar sein sollen, verlangen wir vielmebr ein Integral zu 

besitzen, das iibrigens alle Eigenscliaften von bat, nur dass die 
fraglicben Wertdifferenzen irgend welcbe complexen Betrage baben 
durfen^ so ist nocb keineswegs fest bestimmt. Vielmebr genugt 
den gestellten Anforderungen ersiebtHcb jede Function 

(1) «< = *P--0 + Co + Cjii + cJs H \-Cpjp, 

wobei das soeben gemeinte besondere Integral ist^ die Grbssen c 
irgend welcbe complexe Oonstante^ die j aber unsere Normalintegrale 
erster Gattung bedeuten. Man bemerkt zugleicb, dass jedes zur Stelle 0 q 
geborige Integral zweiter Gattung derjFn der Gestalt (1) darstellbar ist. 

Hier ist jetzt besonders bemerkenswert, dass wir die Constanten 
^ 2 ? • • •? bestimmen konnen, dass das dargestellte Integral 

auf die Fn eingescJirdnJct, Idngs alter p QuerschniUe ai verscJiioindende 
Wertdifferenzen aufiveist Sind namlicb die Wertdifferenzen des Ws^ an 
den fraglicben Querscbnitten at dureb ‘ ‘ bezeielinet, so 

schreiben wir unter Einftihrung einer besonderen Bezeicbnungsweise 

( 2 ) = w,, — vj^ — vj^ vpjp. 

Die so definierte Grosse nennen wir das zur Stelle Zq gelwrende 
Normalintegral Z'weiter Gattung*^ dasselbe bat in der That, auf die Fn 
eingeschrankty langs der Curven a^ keine Wertdifferenzen. Aus dem 
zweiten Satze des § 9, p. 524, folgt^ dass das Normalintegral dwell 
seine Unstetiglceitsstelle bis auf eine additive Oonstante fest besUmmt ist. 
Die constanten Wertdifferenzen, welcbe an den jp Querscbnitten & 
aufweist, sollen iTg, • • beissen. Fiir diese Zablen z^ giebt es 
eine sebr wichtige Darstellung vermittelst der Normalintegrale erster 
Gattung, von welcher wir kiinffcigbin Gebrauch zu macben baben. 
Bringen wir also gleicb jetzt diese Darstellung zur Ableitung! Wir 
integrieren zu dem Ende das Differential Zg^djk uber die ganze Beraudung 
der Fnf und zwar in der bereits in § 9, p. 523, gewahlten Riebtung. 
Dabei kommen dann gerade wieder die Betrachtungen zur Geltung, 
die aucb an der soeben citierten Stelle massgeblicb waren. Es liefern 
zunaebst die Linien Ci und ai keinen Beitrag fiir unser Integral JZg^djk^ 
da Zg^ liings dieser Sohnitte keine von Null versebiedene Differenzen 
aufweist. Des ferneren werden sicb wieder die beiden auf die Ufer 
des einzelnen Quersebnitts 5*- beziiglichen Teile unser es Randiutegrals 
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zusammenfassen lassen und liefem — 'tijdjjc, wo letzteres Integral in 
der Pfeilriclitung der Fig. 91, p. 495 liber die geschlossene Curve 'b^ 
auszudelinen ist. Vermoge der Definition der Normalintegrale j hat 
aber dieses Integral stets den Wert Null, so oft ist, dagegen 

den Wert + 1, falls i — h ist. Als Gesaratbetrag unseres Integrales 
fiber den Rand der Fn findet sicli so: 


(3) J' Z^djj. = — ti. 

Jetzt durfen wir unbeschadet des Integral wertes die Integrationsbabn 
auf der Fn zusammenziehen, wenn wir dieselbe nur nicht fiber die bei 
s — liegende Unstetigkeitsstelle von hinuberziehen. Insbesondere 
Irann man, da Fn einfaeh zusammenhangend ist, die fragliche Balm 
auf einen beliebig kleinen Kreis uin diesen Unstetigkeitspunkt zu- 
sammenziehen, welcher bei der hier vorliegenden Integrationsrichtung 
im positiven Sinne zu durchlaufen sein wird. Denken wir den Radius 
des Kreises sehr klein gewahlt, so konnen wir zum Zwecke der Aus- 
wertung des Integrals 








• d0 


setzen, wobei in der letzten Formel die Ableitung von jk im Unstetig- 
keitspunkt e von Zz^ genommen sein soli. Wir finden solcherweise: 


(4) 




ds 


2i7C 



Burch Vergleich von (3) und (4) ergiebt sich die heahsicJdigte Bar- 
stellung von r*: 


(5) 


tk = 



Die sich hier ohne weiteres anschliessenden Polgerungen fur jf) = 0, 
auf die wir schon oben hiaiwiesen, leiten uns in das eigentliche Gebiet 
der algebraischen Punctionen der Fn zurfick. Von den letztoron handcln 
wir im folgenden Kapitel im Zusammenhang. 



Zweites Klapitel. 

Weiterfuhrnug von Riemann’s Theorie der algebraischeu Funcfionen. 

Im voraufgehenden Kapitel haben wir anf unserer beliebig ge- 
wahlten Placbe die Existenz von Integralen der ersten nnd zweiten 
Gattung erkannt und batten miibelos aucb diejenigen der dritten 
Gattung berstellen konnen, die wir jedoeb erst bei einer spateren Gelegen- 
beit beranzieben. Auf Grund der so bezeicbneten Resultate bat es 
nun keine Schwierigkeit mebr, die Aufstellung aucb der algebraiscben 
Functionen der F„ zu leifeten, was in der That der Zweck des gegeu- 
wartigen Eapitels ist. Da es sicb spater in erster Linie um die al- 
gebraiscben Functionen der bandeln wird, so werden wir bier bei 
Aufstellung derselben ein wenig langer verweilen miissen. Insbesondere 
miissen wir denjenigen Besonderbeiten gerecbt werden, welcbe der 
einzelnen F^ je nacb ibxeni Gescblecbte p zukommen. Wir beginnen 
in diesem Sinne geradezu mit einer speciellen Betracbtung iiber die 
Gescblecbter p — 0 und j) = 1 - 

§ 1. Die algebraisclien Functionen auf einer Biemaim’sclien Flacbe Fn 
des Geschlechtes p — 0. 

Ein erstes wicbtiges Eesultat unserer bisberigen Entwicklungen 
ist eine besonders einfacbe Theorie fur den Fall, dass unsere beliebig 
gewablte Flaebe F^ dem Gescblecbte jp = 0 angebort Seben wir 
sogleicli zu, was in diesem Palle aus den Integralen erster und zweiter 
Gattung wird, die wir oben allgemeiu einftthrten. 

Wir wiederbolen erstlicb: Auf der Fn des Gescblecbtes jp = 0 
giebt es keinen eigentlicben Periodenweg, demgemass kein Potential 
der ersten Gattung und also aucb kein Integral dieser Gattung. Die 
oben aufgestellten Potential e der zweiten Gattung existieren demgegen- 
(iber auf alien Fiacben und also aucb auf denen des Gescblecbtes 
jp s= 0. Das Besondere, was fiir den letzten Fall eintritt, bestebt aber 
darin, dass ein solches Potential u auf der F^ nicbt nur eindeutig 
gewablt werden kann, sondem unter alien Umstanden eindeutig ist, 
wieder weil eigentliobe Periodeiiwege auf der F„ nicbt existieren, Aus 
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dem namliclien Grunde ist dann auch das zu u conjugierte Potential v 
auf der Fn eindeutig. Wir besitzen demgemass, wenn wir ubrigens 
die Potentiale u, v bier gerade so gewahlt denken, wie in § 12, p. 530 
des vorigen Kapitels, in ^o ^ ii iv eine auf der Fn eindentige 
Function, tvelcJie iiberall stetig ist, dbgeselien nur von einem ubrigens tvilh 

Idirlich geicdhlten, iei 0 q gelegenen Funlzte^ too sicli lo loie - verlidlt 
mid also einfach unendlich wird. 

Auf Grund der Entwicklungen p. 498 u. f. erkennt man liiernacb 
in to sofort eine eimvertige algebraische Function der Fldclie, die also 
jeden complexen Wert in einem und nur einem Punkte der Fn aii- 
nimmt. Allgemein wollen wir jetzt eine einwertige algebraische 
Function unserer Fn als eine Hauptfunction dieser Flache bezeichnen 
und sind dann jedenfalls der Existenz wenigstens einer solchen Haupt- 
function, wie wir gerade sehen, gewiss. Verstehen wir aber sogleich 
unter %v irgend eine Hauptfunction unserer Flache Fn des Geschlechtes 
jp = 0, so wird man aus den schon eben cilierten Entwicklungen des 
vorigen Kapitels ohne weiteres folgern, dass zwischen lo und z eine 
irreducibele algebraische Relation f{tv, jsf) = 0 besteht, in der w bis auf 
den Grad ansteigt, 0 aber nur im ersten Grade enthalten ist. Infolge 
des leUteren TJmstandes ist 0 als rationale Function der Hauptfunction w: 
( 1 ) 0 = r{iv) 

darstellbar. 

Mit w gehoren nun alle rationalen Functionen von tv und 0 als al- 
gebraische Functionen zur Flache Fn, und wir gewinnen so bekanntlich 
(cf. p. 499) die Gesamtheit der zur Fn gehorenden algebraischen 
Functionen- Da wir aber zufolge (1) 0 seinerseits wieder als rationale 
Function von w darstellen konnen, so erhalten wir den fur spatere 
Verwendung iiberaus wichtigen Satz: Das System der 0 u unserer Flache 
des Geschlechtes p — 0 gehorenden algebraischen Functionen decht sich 
mit dem System der rationalen Functionen iJ(w) unserer 0 ur Fn gehoren- 
den Hauptfunction w, Dieser Satz ist, wie leicht zu sehen, fiir die 
Flachen des Geschlechtes p == 0 charakteristisch. 

Wir haben bislang nur erst die Existenz einer einzigen Haupt- 
function w der Fn bewiesen, was ja fllr die Aufstellung der soeben 
erhaltenen Satze ausreichend war. Jetzt wollen wir uns iiber die 
Gesamtheit der Hauptfunctionen der Fn unterrichten. Sei also eine 
zweite, so wird dieselbe rational in w darstellbar sein tv' R(w), 
und zwar muss diese rationale Function R linear sein: 

aw + b 


( 2 ) 


w 
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da in der That mit 20 aneh w' auf der Fa, einwertig sein soli. Man 
bemerkt umgekelirt^ dass jedes solche in der Gestalt (2) dargestellte 
w' eine Hanptfunction der Fn ist, wofern nnr (damit w' nicht eine 
Constante wird) die Determinante (ad — he) einen von Null verschiedenen 
Zahlwert hat. Die in den vier Coefficienten von (2) liegende Willktir- 
lichkeit ist indessen nur eine oo®-fache, da wir dieselben mit einem be- 
liebigen von Null verschiedenen gemeinsamen Factor versehen kbnnen, 
ohne damit to' zu andern. Merken wir uns also : Es giebt atcf tinserer 
Fa des GescMecMes Null 00 ^ Hauptfimctionen, die alle in jeder einselnen, 
helieiig tenter ilinen getcdlilten linear darstellbar sind. 

Es fragt sich, wie wir unter alF diesen Hauptfunctionen der Fn 
eine besondere in einfachster Weise zu charakterisieren vermogen. 
Die zu diesem Zweek zu gebende Regel stellen wir gleich so auf, wie 
sie spaterhin haufigst zur Yerwendung kommen wird. Wir fixieren 
uns drei getrennt liegende Punkte der Fay in denen die der Darstellung 
der iabrigen zunachst zu Grunde gelegte particulare Hauptfunction tv 
die Werte 20 ^, annehmen moge. Eine m construierende Saupt- 
function uf soil in diesen drei Punhten he 0 . die Werte 0, 1, 00 an- 
nehmen; dutch diese Bestimmung ist alsdann w% wie wir behaupteu, 
gerade vollstandig bestimmt. Setzen wir namlich die drei zugleich 
eiiitretenden Wertsjsteme w, tv in (2) ein, so erhalten wir die drei 
Gleichungen: 

aw^ + 6 == 0, cw^ d — Oy ctUi d~ aiv^ + 5, 

welclxe sich zur endgiiltigen Bestimmung der Quotienten der a, 6, c, d 
gerade als ausreichend erweisen und 

" ^0 . ^-2 

to — ' tc^ — Wq 

ergeben. 

Besonders interessant ist es endlich (wegen der Rilckbeziehung 
auf friihere Untersuch ungen), wenn wir die complexe Ebene irgend 
einer particular gewahlten Hauptfunction tv neben die gegebene 
Riemann^sche Plache Fn stellen. Da w eine einwertige algebraisehe 
Function der Fn ist, andrerseits aber zu jedem Punkte von Fn nur ein 
Wert von w gehort, so ist oflfenbar jene Ebene auf die Fn Punkt fiir 
Punkt weehselweise eindeutig bezogen. Daher das folgende (wiederum 
fiir p — 0 charakteristische) Resultat: Die gegebene n-hldttrige Fldche Fn 
des Geschlechtes Null Idsst sich cmiform auf ^ eine einfach bedecTcte Ebette 
cdjbildcny namlich die complexe Ehem der Hauptfunction w*)* Damit haben 
wir nun in XJberemstimmung mit Formel (1) des gegenwartigen Para- 

*) Fiir diese duroh verjnittelte Abbildupg sind die Verzweigungspunkte 
der singollLre Stellen im Sinne von p. 88 (letzter Absatz). 
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graphen direct den Ansatzpunkt -wiedergewonnen, wo imsere p. 65 u. f. 
durcbgeftilirten Uberlegungen beginnen. Jene bewabren also ibre Be- 
deutung ganz allgemein far alle Eiemann’scben Placben des Gescbleclites 
p Oj imd so werden wir z. B. fUr xmseren Fall in der complexen 
Ebene der Haiiptfunction tv die n liber einander liegenden Blatter der 
Fn in n neben einander liegende Bereicbe der Ebene w conform liber- 
trageu finden. Die verschiedenen Ebenen aber, welcbe den verscbiedenen 
Hauptfiiuctionen tv derselben Fn entsprecben, steben, in tJbereinstim- 
mnng mit der Pormel (2) des gegenwartigen Paragrapben, in Kreis- 
verwandtscbaft. Wir werden fiir diese allgemeinen Satze spater eine 
grosse Reibe von Beispielen kennen lernen. 


§ 2. Die algebraisoben Punctionen anf einer Riemann’sclien Flaclie Fn 
des GescMeelites ^ = 1 . 

Kaum minder einfacb gestaltet sieb die Erledigung des Palles, 
dass xinsere beliebig gewablte Flacbe Fn dem Gescblecbte p — 1 an- 
gebort. Auf einer solchen Flacbe Fn existiert zuvorderst nacb unseren 
bezliglicben Brorterungen p, 527 ein Integral der ersten GaUtmg^ welches 
wir im Anschluss an die frtiher (p. 145 u. f.) von uns gebrauchte Be- 
zeichnungsweise w nennen. Jedes andere der Flacbe zugehorige Inte- 
gral erster Gattung ti' ist alsdann^ wie wir wissen, eine lineare ganze 
Function w' = aw + & von jenem beliebig particular gewahlten Integral w 
und es wurde nicht scbwer halten, aus der Gesamtbeit dieser Integrale 
ein einzelnes durcb geeignete Massnahmen zu cbarakterisieren. Das 
Integral u ist^ wofern wir es auf die durcb die Querscbnifcte und 
zerschnittene Flacbe einscbranken, vom Punkte derselben eindeutig ab- 
hangig. Die dabei langs der beiden Querscbnitte eintretenden Wert- 
diflferenzen bezeicbnen wir, wie liblich, durch und cOjj. 

Das Integral u spielt nun fiir unsere Flaclae luit ^ = 1 insolern 
eine ganz ahnlicbe Rolle, wie soeben bei p = 0 die einzelne Haupt- 
fuiiction, als die Bescbreibung der zur Fn gehorenden Functiouen be- 
sonders einfacb ausfallt, wenn wir die letzteren in ibrer Abliangigkeit 
vom Integral u betracbten. Die biermit bezeichnete Aufgabe ist oHen- 
bar fiir unsere allgemeine Flacbe des Gescblechtes ^ = 1 diesolbo, 
die wir p. 147 fiir die damals speciell betracbtete F^ mit vier Ver- 
zweigungspunkten ausspracben. Wollen wir also aucb bier vor alien 
Dingen nachsehen, wie sicb die conforme Abbildung gestaltet, welcbe 
das Integral u von der durcb zerschnittenen Flacbe Fn leistet. 

Das Fundament dieser Untersuchung ist der nacbfolgendo, spater 
nocb zu belegende Satz: Sat u in einem beliebig gemMten FunlUa 0 ^ 
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der Fn den Weri Uq, so ivird die Umgehung dieses PunJctes der Fn ver- 
mdge tc aitf die einfach ledeckte Umgehung des glatt dbgehildet *). Das 
Abbild der ganzen Fn in der w-Ebene wird demnach einen einfacL. 
zusammenliangenden, ganz im Endliclien gelegenen Bereieh derselben 
darstellen, der Tzeinen VermeigungsiMfikt entlidlt Dieser Bereicb wird, 
wofem wir die Scbnitte \ selbst stetig gekrummt annelimen, von 
vier stetig gekrtimmten Randcurven eingegrenzt sein, welehe die 
Abbilder der vier Ufer von % und \ sind. Es wird dabei eine 
erste der vier Randcurven unseres Bereiclies durch die Substitution 
it' = u + G)^ in die gegeniiberliegende ubergefulirt werden, desgleicheii 
eine dritte Randcurve durcb in die ihr gegenuberliegende 

vierte. 

Die gerade gewonnenen Ergebnisse fassen wir kurz in den Satz 
zusammen: Die Fldclie Fn ivird vermdge des Integrates u conform auf 
cin im allgemeinen Immi^nliniges Farallelogramm der u-Ehene dbgehildet, 
dessen gegeniiberliegende Seiten dxirch die soehen gescliriebenen SuhsUtu- 
tionen u =tt co^ be^. u' =u co^ in einander itberfuhrhar sind, 
Damit baben wir ein Resultat erbalten, das sicb dem oben (p. 147) 
fur die F^ mitgeteilten direct an die Seite stellt. Wie damals, 
konnen wir es aucb nun wieder durcb geeignete Legung der Scbnitte 
h^, bez. durcb ein zweckmassig gewabltes particulares erreicben, 
dass das fraglicbe Parallelogramm der «t-Ebene geradlinig wird und 
die Eeken u = 0, co^, cd^, -f- cog bekommt. Wenn wir alsdann 
unsere Plache durcb die unendlicb vieldeutige Function u abbilden, 
wie letztere entsteht, falls wir beliebige t^berscbreitungen unserer 
beiden Querschnitte zulassen, so finden sicb, gerade wie wir dies scbon 
in Pig. 87, p. 148, darstellten, als die unendlicb vielen Abbilder der 
Placbe in der w-Ebene unendlicb viele mit einander congruente Parallelo- 
gramme, welcbe diese Ebene liickenlos und einfacb bedecken. Da- 
durcb ist alsdann eine ein-cxj-deutige conforme Beziebung der ^t-Ebene 
auf unsere Plache Fn begriindet, bei welcher einem Punkte der it* Ebene 
immer ein Puukt der Fn^ einem Punkte der Fn aber stets solche 
unendlicb viele Punkte der ^t-Ebene entsprecben, welcbe bomolog in 
den unendlicb vielen Parallelogrammen dieser Ebene gelegen sind**'**'). 

*) 1st Zq ein Verzweigungspnnkt der F^, so wird die Umgebung desselben 
auf der FlUclie sicb selbst mehrfach iiberdecken; gleichwohl ist ibr Abbild in 
der w- Ebene ein einfach bedeckter Bereieh um Uq. Diese Verh§fltni8se werden 
weiter unten in § 6 naher bewiesen. 

' Wir haben diese Verhaitnisse um so ausfuhrlioher skizziert, als sie ja 
augensoheinlioh die allergrSsste Analogie zu gewissen Untersuchungen des vorigen 
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Nuumelir steht der vollen Anwendung unserer friiheren Ent- 
wicklungen aus 5 nichts mehr im Wege. Wir werden uus aus 
vermoge der Formeln (2) p. 149 vorab die beiden Punctioneu 
p(tc i cog), p\t(> I Og) construieren und dann den Satz beran- 
zieben, dass alle doppeltperiodiscben Functionen Grades von ti, 
Og rationale Functionen p') von p und p' sind. Jetztinter- 
pretiere man ic wieder als Function auf unserer w-blattrigen Flacbe Fn 
liber der ;e?-Ebene. Da gebt dann z. B. die Function p(^t) iiber in 
eine analytiscbe Function p(it{0)) von 8, welcbe auf der unzerscbnittenen 
Fn eindmtig ist; tbatsacblicb geben ja beliebige Periodenwege der F^^ 
auf Grund der gescbilderten Beziebung der Fn zur w-Ebene in letztere 
iibertragen, dort in Linien zwiscben bomologen Punkten zweier Parallelo- 
gramme iiber. Zudem ist die Function p{ti{8)) auf der-F"w iiberall stetig bis 
auf einen Punfct {u — 0), wo sie algebraiscb im zweiten Grade unend- 
licb wird. Wir ericennen demnach in p(ii{8)) eine meuvertige olgehraische 
Function der Fn^ Sofort scbliesst man jetzt allgemein vermoge der 
gleichen tJberlegung: Die dop^eltperiodischen Functionen Grades 
von tc, (Ug liefern, auf die Fn ubertragen, die smnflichen m-ivertigen 
algebraischen Functionen derselben und umgehehrt^). 

Wir baben auf diese Weise nicbt nur den Existenzbeweis fiir die 
algebraiscben Functionen unserer Flacbe Fn erbracbt, sondern wir 
entnebmen zugleicb eine einfacbe Regel fiir die Darstellung aller 
dieser algebraiscben Functionen durch einige unter ibnen aus den be- 
ziiglicben frtiberen Satzen. Eine einwertige algebraiscbe Function 
existiert auf unserer Fn nicbt (cf. p. 149); in der That wiirde eine 
solclie die Fn auf eine einfacb bedeckte Kugelflaebe conform tibei’trageu 
(welcbe letztere wir etwa als Trager der complexen W erte jener einwertigen 


Abscbnitts darbieten. In der That setze man an Stelle der ^fc■•Bbeno die o-Halb- 
ebene, an Stelle des Periodenparallelogramms das Fundamentalpolygon oiner 
Untergruppe der Modulgruppe, endlich an Stello dor Fliiche die geschlossene 
Fliiche “welohe jenem Polygon entspricht; und man wird fQr’^die Siltzo des 
Textes fast Wort fiir Wort die friiheren analogen Siltzo erhalten. Man wolle an 
dieser Bemerkung festhalten, da die hiermit gefundeno Analogie nicbt nur fiir 
die bis jetzt besprochenen geometrischen Verhaltnisse besteht, sondern durchaus 
auch in den sich beiderseits anschliossenden functionentheoretischen Gesichtspunkten 
in Kraft bleibt. In der That werden wir im nS-chsten Kapitel genau die ntlmlichon 
Schlussweisen und Gedankenentwioklungen, die sioh im Texte betroffs dor w- Ebene 
und der Flache F^ sogleich anreihen, fiir den andoren Fall der Polygono F^ 
und geschlossencn Plachen durchzufiihren haben, 

*) Diese Umkehrung des ausgesprochenen Satzes habon wir beroits p. 148 
fiir den damals betrachteten speciellen Fall in Anwendung gobracht. 
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Function denken), nnd eine solclie Kiigelflaclie hat das Geschleeht 
= 0, nicht aber^ = l, wie es dock sein miisste. Demgegentiber 
giebt es auf der zweiwertige Functionen, und eine specielle unter 
ihnen sei p, welche der doppeltperiodischen Function p(ii | CO 2 ) 
entsprechen soil. In derselben Weise gehe die dreiwertige algebraische 
Function der Fn aus der doppeltperiodischen Function 
hervor. Wir haben dann ersichtlich den Satz: Alle algebraischen Func^ 
tionen der F^ sind als rationale Functionen R(Pj p) der leiden be- 
sonderen unter ihnen p, p' darstellbar, tvelche let^tere mit einander durch 
die Relation verhiiipft sind: 

(1) P g.2p 5 ^ 3 . 

Umgehehrt sind alle Functionen R{pj p') algebraische Functionen auf 
der Fiddle. 

Wenn wir vorhin bei jp = 0 die gegebene Fn vermoge einer zu- 
gehorigen Hauptfunction abbildeten, so wollen wir hier eine ent- 
sprechende Massnahme durchfuhren, indem wir namlich unsere Fn des 
Geschlechtes jp = 1 vermoge ihrer zweiwertigen Function p oder irgend 
einer anderen auf ihr existierenden zweiwertigen Function abbilclen. 
Tnsofern der einzelne complexe Wert p immer in zwei Punk ten der Fn 
stattfindet, werden stets zwei Punkte beim Fortgang zur complexen 
Ebene p fiber einander zu lagern sein, und wir gelangen solcher- 
gestalt iiberhaupt zu einer doppelten TJberlagerung der ganzen j^-Ebeue, 
Freilich werden, wie wir wissen, fur vereinzelte Werte p (z. B. p — 06 ) 
die beiden beziiglichen Punkte der Fn coincidieren. In der js?- Ebene 
werden dann an solchen Stellen die beiden uber einander liegenden 
Blatter mit einander zusammenhangen. Thatsachlich miissen ja auch 
die beiden fraglichen Bl'atter irgendwie mit einander verzweigt sein, 
um eine „zusammenh*angende^‘ Riemann'sche Flache F^ bilden zu 
konnen, da doch auch die gegebene Flache Fn zusammenhangend ist. 
Die Anzahl der in dieser Weise fiir die F^ eintretenden Verzweigungs- 
punkte bestimmt sich auf Grund der Formel (2) p. 494 zu vier. Da- 
her denn das Resultat: Unsere gegebene Flache Fn des Geschlechtes 
p = \ wird durch die Function p oder irgend eine andere ihrer mei- 
wertigen Functionen auf eine meibldttrige Biemann'sche Flache mit vier 
Vermeigungspunicten abgebildet. Hiermit ist denn zur vollen Evidenz 
gebracht, dass es sich jetzt bei unserer willkurlich gewahlten Fn mit 
jp = 1 im Princip um genau die namlichen Verhaltnisse handelt, die 
wir oben in I, 5 bereits erledigten. 
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§ 3. Die algebraiseRen J*unetioneii auf einer Riemann’schen Plache 
eines beliebigen Geschleelites. 

Sei nun die vorgelegte Plache Fn eine ganz beliebige mit irgend 
eiuem Grescblecbte j), das wir nur der Kilrze halber als > 1 aimehmen. 
Auch unter dieser Voraussetzung gelingt es jetzt leicbt, den Bxistenz- 
beweis zugehoriger algebraiscber Punctionen zu liefern, und zwar ver- 
werten wir hierbei zweckmassig die zur Fn geborenden Integrale 
zweiter Gattung in ilirer p. 531 eingefiibrten Normalform Zs, 

Wir waMen uns auf der Fn eine Reihe von m etwa bei ^ 

gelegenen Punkten, von denen keine zwei zusammenfallen, 
nocb auch in der Fn iiber einander gelegen sein sollen. Wir wollen ver- 
suchen, eine m-wertige algebraische Function der Fn zu construieren, 
die an den bezeichneten m Stellen je einfach algebraisch unendlicli 
wird. Setzen wir vorab voraus, es existiere eine derartige algebraische 
Function ip, und dieselbe werde an jener bei ^ gelegenen Stelle 

unendlich wie — ' * Man bilde sieh alsdann das zu jener Stelle 

gehorende Normalintegral Zs. und untersuche den Ausdruck 

( 1 ) 

in Bezug auf sein Verhalten auf der Fn^ Derselbe ist auf der Fn 
offenbar iiberall stetig; dabei ist er auf der Fn eindeutig und besitzt 
langs der Schnitte a und b constante Wertdififerenzen, er ist also ein 
Integral erster Gattung. Aber fiir die Schnitte a sind diese Wert- 
differenzen durchgehends Null^ da dies fur jedes einzelne Integral Zs 
gilt. Der Ausdruck (1) muss demnach (cf. p. 524) auf dor Fn mit 
einer Constanten Cq identiscli sein, und also gewiimen wir fiir w die 
Darstellung: 

(2) 10 == Oq + C^Zs^ + C.j^Zs^ CtnZs,^^- 

Kehren wir jetzt zuriick zur Frage nach der Existenz einer al- 

gebfaischen Function, die in jenen m Punkten und sonst nirgends je 
einfach unendlich wird. Eine solchc miisste, wic wir sehen, eine Dar- 
stellung (2) zulassen; kniipfen wir also an diese unsere ferncre Dis- 
cussion, wobei aber jetzt die Constanten c irgend welche noch nicht 
naher bestimmte Werte haben. Die rechte Seite von (2) stellt im 
allgemeinen ein Integral zweiter Gattung mit m Unstetigkeitspunkten 
dar. Schranken wir dasselbe auf Fn ein, so zeigt es langs der 

Schnitte a keine von Null verschiedene Wertdiiferenzen. Langs bk 

tnoge Zsi die Differenz besitzen, so weist langs dieses Schnittes 
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die auf der recliten Seite yon (2) stehende Summe die Differenz 

m 

auf. Soil also die in Rede stehende Summe auf der Fn ein- 

«= 1 

deutig sein, so ist notivendig %md Mnreichend, dass fiir alle p Werte 
Iv = 1, 2, 3, • • p die Identitdt 

(3) + C^Tf -j h CmzM _ 0 

m^fullt ist. 

Unser Problem ist hierdurcli zuruckgefiilirt auf die Auflosung 
eines Systems von j[) liomogenen linearen Gleicbungen nacb den 
m Unbekannten Co, • • •, Cm- Obne bier sogleicb in ersebopfender 
Weise weiter zu schliessen, ist jedenfalls soviel deutlicb, dass fur 
m >jp -f- 1 unser Gleicbungsystem (3) eine oder mebrere Losungen 
in nicbt durchgebends verscbwindenden c zulasst. Nebmen wir eines 
dieser Losungsysteme, um es auf der rechten Seite von (2) einzu- 
tragen, so stellt diese recbte Seite eine eindeutige und damit, wie man 
sofort erkennt, eine algebraiscbe Function der jF„ dar, die wir nun 
wieder iv nennen. Sind alle Coefficienten gg, • • Cm von Null ver- 
schieden, so ist w m-wertig. Es konnten aber aucb einige unter 
diesen Coefficienten verscbwinden, und wir wollen in diesem Sinne 
sagen, dass w im allgemeinen eine M-wertige algebraiscbe Function 
der Fn sei. Als solclie ist sie mit 0 verbunden durch eine irreducibele 
algebraische GleicJmng f(iv, = 0, in der to bis auf den 0 abe^' 
bis auf den Grad ansteigt*), Jetzt sind mit w aucb alle ratio- 
ualen Functionen B(zo, 0 ) algebraiscbe Fnnctionen der Fn, und um- 
gekebrt sind alle algebraiscben Functionen der Fn in dieser Gestalt 
0 )f wie wir wissen, darstellbar. Die Existen 0 der algebraisclien 
Functionen ist damit fur unsere beliebig gewdhlte Fn des GeschUchtes jg in 
erscJiojpfender Weise dargelegt. 

Setzen wir nocb binzu, dass eine Darstellung (2) fiir jede al- 
gebraiscbe Function w unserer Fn geleistet werden kann. Freilieb 
versagt unser ursprunglicher Ansatz, wofern von den m Unstetig- 

*) Aucb bier mUssen wir wieder des in der zweiten Note p. 498 besprocbenen 
besonderen Falls gedenken. Zufolge der damaligen Erorterungen kSnnte es viel- 
leicbt eintreten, dass w in der irreducibelen Relation f(^, = 0 nnr anf den 

Grad — anstiege, welobe letztere von sicb aus zu einer Fl^cbe F^ fdbren 

V 

wiirde, aus der erst durcb r-facbe Uberlagerung xmsere entsprUnge, Dann 
findet sicb jedes zusaxnmengebOrige Wertsystem to, in der F^ z Male. Fiir die 
im Texte mil; lo bezeicbnete Ptinction kann dieser Pall indesaen nicbt eintreten, 
da dem Werte to 00 ausdrdcklicb m verschiedme Werte zugeordnot sein sollten. 
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teitspunkten von einige oder gar alle mit eiuander coincidieren. 
Findet dies statt^ so wahle man (um Weitlaudgkeiten, wie Einfulirung 
von Integralen mit mehrfachen Unendlichkeitsstellen^ zu vermeiden) 

die Constante a m w' = ^ a Unstetigkeitspunkte 

von to' durcligehends getrennt liegen (was keiue Schwierigkeit bat). 
Statt w werden wir dann w' der Darstellung (2) unterziehen konnen. 

Tm Anscbluss an die entsprecbenden XJberlegungen bei jp = 0 nnd 
^ = 1 bandeln wir bier scbliesslicb nocb von der Abbildung der 
vermoge einer ibrer algebraischen Punctionen w. Sei die w-wertige 
Function w mit isi dureb die irreducibele Relation ^) = 0 ver- 
knupft; und sei w derart gewablt, dass das einzelne Wertsystem to, 0 
im allgemeinea nur in einem Punkte der Fn eintritt. Man wolle jetzt 
in f(iD, 0 ) = 0 die Variabele w als unabbangig auffassen und dem- 
entsprechend die Relation f{w^ 0) = Q> dureb eine m-blattrige Plache F,n 
liber der complexen «{7-Ebene versinnlichen. Audi auf dieser findet 
das einzelne Wertsystem 0 im allgemeinen nur in einem Punkte 
statt, und es sind offenbar auf diese Weise die beiden Flacben Fn 
und Fm weebselweise eindeutig auf einander bezogen. Da aber iv 
eine algebraische Function von 0 ist, so konnen wir dieses Resultat 
offenbar dabin aussprechen: Die gegebene Fldclie Fn wird dutch eine 
ihr angeJiorende m-wertige algebraische Fwiction w conform auf eine 
mMoMrige Fldche F^ uber der w-Ebene abgebildet (cf. Note p. 535). 

Die algebraischen Punctionen der Fm sind die G-rossen E(t,Oy jg), 
coincidieren also geradezu mit denen der Fn> Wir werden dies Sach* 
verhaltnis in folgender Weise interpretieren: Die algebraischen Punc- 
tionen der Fn betrachten wir als abhangig vom einzelnen Punkte 
der Fn* Indem wir diesen Punkt in die Fm iiber der e£?-Ebene hin- 
itberwerfen, denlcen tvir den im fraglkhen Punlcte stattfndenden Wert der 
eimelnen algebraischen Function mit ubertragen. Insgesamt tibertriigt 
sich unsere Function alsdann in eine algebraische Function der Fm* 
In vollig gleicber Weise entspringen aus den Integralen der drei 
Gattungen auf dor Fn bei der tJbertragung die zur F^, gehorenden 
Integrale bez. der namlichen Gattung. Wir konnen also zur Unter- 
suebung unseres bier in Rede stehenden Systems der algebraischen 
Punctionen F{Wj 0 ) und ihrer Integrale unter unendlich vielen Rie- 
niann^scben Flacben, die alle auf einander weebselweise eindeutig be- 
zogen sind, eine nacb Willkur auswablen. Daniit ist die besondero 
Stellung des 0 in den bisberigen Entwicklungen auf das richtige Mass 
zurUcbgefuhrt; in der That erscheint jetzt 0 coordiniert eingoordnet in 
das ganze System der bier algebraiscb mit einander verwandten 
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Grossen unter denen erst dadurcli eine einzelne besonders 

ausgezeiclinet wird, dass wir unter air jenen Riemann’scheii Flaelien 
eine specielle zu Grunde legen. Oder aucb: Unter all* den ver- 
scbiedenen eindeutig anf einander abbildbaren Riemann'sclien Flacben, 
welcbe den verscbiedenen Punctionen i) entsprecben, ist die Fn, 

von der wir ausgingen, nur insofern ausgezeicbnet, als wir gerade 
g) = g als die imabbangig veranderliclie Function betrachteu 
wollen"^). 

§ 4* Die Fnnetionen g? einer jP„ von hoherem GescMechte. 

Nachdem voraufgehend auf unserer willkurlicb gewahlten F^ in 
alien Fallen die Existenz zugeboriger algebraiscber Functionen be- 
wiesen ist, gilt es nun im Palle p > 1 nocb tiefer in die Unter- 
sucbung derselben einzufiibren. Wir definieren zu dem Ende von den 
Integralen erster Gattung aus eine besondere Art algebraiscber Func- 
tionen der Fn^ die berufen sind, weiterbin eine sebr wicbtige Rolle 
zu spielen. 

Sei • • •, Wjt ein System von p linear-unabbangigen Inte- 

gralen erster Gattung der F^^ w aber ein beliebiges (p + 1)^® solcbes 
Integral. Letzteres stellt sicb durcb jene p Integrale in der Form: 

(1) -f 1-^ 

mit constanteii Coefficienten a dar. Durcb Differentiation von w nach g 
entspringt, wie wir scbon gelegentlicb bemerkten, eine algebraiscbe 
Function der Fn] wir nennen dieselbe allgemein 

dw 

^ da 

und bezeicbnen in entsprecbender Weise die aus u\^ tOp zu 

bildenden Functionen durcb q>p^ Lefgtere sind alsdann 

linear tinahhangig] bestande namlicb eine Relation: 

’*“) Um keine einzelne der Functionen Ii(w, g) zu bevorzugen, benennen wir 
deren Inbegriff im folgenden gern mit einem aus den Weierstrass’soben Vor- 
lesungen stammenden Ausdruok ala algebraisches Gebilde. 

Ihr klares geometrisches Substrat findet die hiermit bezeicbnete Ansicbt, 
wenn man mit K-lein in dessen oben genanntem Sobriftchen (p. 493, Note) den 
Aufbau der Riemann’scben Tbeorie damit beginnt, dass man nicht eine mebr- 
biattrige Flacbe dber der (a; + ^2/)-Ebene, sondern irgend eine gescblossene Fiacbe 
zu Grunde legt, die dann durcb jede einzelne auf ibr existierende „algebraiscbe“ 
(i. e. eindeutige) Function auf eine mebrbiattrige Fiacbe uber der Ebene abge- 
bildet wird. Leider k5nnen wir dieser allgemeineren Auffassung der Tbeorie im 
Texte nicbt weiter nacbgeben; es ist dies aber aucb insofern nicbt notig, als wir 
bei den weiterbin in Betracbt kommenden Eiemann^scben Fraoben eine aus- 
gezeiobnete algebraiscbe Function immer von vomberein kennen. 
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fio + + 1^292 + - • • + /3pg)jj = 0 

identiscli; so wiirde durch Integration nach 

(2) * PqS! + -{ h ^pZOp = £■ 

folgen, unter c die Integrationsconstante verstanden. Damit aber die 
linke Seite der letzten Gleicliung ancb fiir ^ = oo ihren Wert o be- 
lialt, muss offenbar = 0 sein, womit (2) zu einer linearen Identitat 
zwiscben den Wi wird, die docb zufolge unserer Voraussetzung nicht 
existieren kann. Indem sicli also die jp Functionen ‘ 9^p 

thatsacblicb als linear-unabhangig erweisen, entspringt durch Diffe- 
rentiation von ( 1 ) der wichtige Satz: Jede mr Fn geJwrende Function q) 
ist eine lineare homogene Verbindung 

(3) 9 = ai 9 i + -| \- ccptpp 

vonjp hesonders ausgmalilten, linea/r-unablidngigen Functionen q>^, 92 ^ •••, gjp. 

Um jetzt die Wertigkeit einer beliebigen Function 9 auf der Fn 
zu bestimmen, greifen wir irgend einen etwa bei gelegenen Punkt 
der Fn auf, in welchem das zu q> gehorige Integral erster Gattung w 
den Wert Wq haben moge. Es gilt dann in der Umgebung von Sq 
fiir das jedenfalls endliche w die Darstellung: 

(4) to — = ai(0 — 0o) + «2 (« — «o)® H ; 

wobei wir aber noch darauf Bezug nehmen miissen, welclie Bedeutnng 
wir dem Ausdruck (i3 — 0 q) fiir besondere Lage des Punktes 0 ^ zu- 
erkennen wollten. Erstlich haben wir namlich im Falle 0 ^ — 00 an 
Stelle der Entwicklung (4) die folgende 

(5) w — ‘ 

wahrend fiir einen Verzweigungspunkt 0qj in deiu v Bliltter zusaramen- 
liangen, die Entwicklung eintritt: 

1 ^ 

( 6 ) w — Wo = a^(0 — 0y + 02(0 — -i . 

Es werden sich auf der Flache Fn besondere Punkte ausfindig 
machen lassen, fiir welche in der beziiglichen Entwicklung (4) der 
erste Coefficient verschwindetj an solchen Stellon wird alsdann die 

algebraische Function 9 == verschwinden. Aber wir bexnorken, 

dass wir in den besonderen Entwicklungen (5) und ( 6 ), insofern es 
sich hier um ein beliebiges Integral erster Gattung w handeln soli, 
die Coefficienten % ^ 0 annehmen miissen. Den speciellen Fall, dass 
auch in diesen nur fiir eine endliche Anzahl von Punkten gliltigen 
Entwicklungen oin oder einigc der aufgeschriebenen Anfangscoefficionten 
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ag, • * * verschwinden, werden wir hernaeli noch "besonders zu er- 
klaren haben. 

DurcL. Differentiation unserer Formeln (4) bis (6) kommt jetzt 
sofort: In jedem Verzweigungspunkte wird g? algebraiscb unendlicb 
im Grade {y — 1), da in der That aus (6): 


9 




folgt und (y — ^ im fragliehen Punkte auf der Fn einfach algebraisch 

verschwindet. Zugleich wird 9, wie ohne weiteres ersichtlicb, an keiner 
anderen Stelle der F^ unendlicb. Als Wertigkeit von <p ergiebt sich 
sonach nnter Gebrauch von (2) p. 494: 

(7) 2:(y — 1) = 2jp — 2 -f 2?^, 

wo sich die Summe linker Hand auf die samtlichen Verzweigungspunkte 
der Fn bezieht. Hieraus schliessen wir sofort, dass 9 auf der Fn im 
ganzen (2^ — 2 + 2n) Nullpunkte besitzt. Von letzteren liegen 2^^ 
bei z = 00 y da 9 in der That auf Grund von (5) in jedem der 
n Blatter bei 0 = 00 algebraisch im Grade zwei verschwindet*). So 
bleiben noch (2p — 2) Nullpunkte riickstandig und von diesen hat, 
wie wir sogleich (in § 6) noch zu zeigen haben, kein einziger auf der 
Fn eine von vornherein bestimmte Lage. Sprechen wir also zusammen- 
fassend den Satz aus: Umere Funcfionen 9 hahen auf der Fn (2p — 2) 
iewegliche NullpunMey wdhrend die iibrigen NullpimMCy sowie alls Un~ 
stetigJceitsjpunJcte fur die samtlichen verschiedenen 9 die ndmliche Lage 
besiUen, 

Hier ist nun auch evident, was das Verschwinden von % in einer 
Entwicklung (5) oder (6) zu bedeuten hat. In dem Palle wird offen- 
bar einer der (2p — 2) beweglichen Nullpunkte in denjenigen be- 
sonderen Punkt hineingeriickt sein, fur dessen Umgebung die fragliche 
Reihenentwicklung gilt. Infolge der schon betonten Beweglichkeit jener 
(2jp — 2) Punkte mtlssen wir also in der That bei einem allgemeinen w 
in (5) und (6) % ^ 0 annehmen. Sollte iibrigens einer der (2p — 2) 
beweglichen Nullpunkte ^ bei einem speciell vorliegenden 9 in einen 
der Unstetigkeitspunkte hineingerUckt sein, so wollen wir ihn auch 
dort noch als Nullpunkt rechnen, der dann freilich mit einem iy — 1)- 
fachen Unstetigkeitspunkte coincidiert. Eine entsprechende Bemerkung 
soli auch fiir den Fall gelten, dass einer jener beweglichen Null- 
punkte nach jg? «=» 00 fallt. 


'**) Wir nehmen bier der Etirze halber an, dass bei a ^ 00 kein Ver- 
zweigungspnnkt der gelegon ist, was keine wesentliche Einschranknng ist. 
Kleiw-B’xicko, Modulftmotionen. 35 
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Diese letztere Auffassung erscheint besonders dann als zwecfc- 
massig; wenn wir, was im folgenden zumeist geschiebt^ Quotienten 
aus den zu unserer Piache Fn geborenden Punctionen g> betracbten. In- 
dem namlicb auf Grund nnserer Verabredung die samtlicben (p in den 
Verzweigimgspunkten und bei s — oo xibereinstimmendes Verbalten 
zeigen, kommen fur den Quotienten zweier unter ibnen: g?, tp' nur 
noeb je die (2p — 2) beweglicben Nullpunkte derselben zur Geltung. Wir 
Jioben also in einem solclien Quotienten eine (2p — 2)-werfige oder auch 
nocJi geringerwertige algehraische Function der F^, letzteres dann, wenn 
die beweglichen NullpunJcte von (p mm Teil mit denen von (p' coinddieren. 

Die g5-Quotienten gewinnen eine ganz besondere Bedeutung, wenn 
wir auf die Ansebauungen des vorigen Paragrapb^n zuriickgeben, nach 
denen die Fn eine ist unter unendlicb vielen^ wecbselweise ein- 
deutig auf einander bezogenen Rieuiann'scben Placben. Zu jeder der- 
selben wird im Sinne der bisberigen Entwicklungen ein besonderes 
System von Punctionen q) geboren; denn bei Zugrundelegung einer Fm 
an Stelle der Fn mfissen wir ja^ um die zur Fm geborigen q) zu er- 
halten^ die Differentiale der Integrals erster Gattung durcb das 
Differential derjenigen algebraiscben Function dividieren, die Fn auf 
Fm abbildet, Wenn wir aber Quotienten bilden^ so bandelt es sicb 
allein nocb um die Quotienten von Differentialen der Integrals erster 
Gattung. Da kommt wirklicb jede Beziebung auf irgend eine particulare 
unter jenen unendlicb vielen Placben in Wegfall, und wir werden also 
den Satz aufstellen konnen: Die q)- Quotienten der Fldclie Fn gehen iei 
Transformation der Fn durcfi eine mgehorige m-wertige algehraische 
Function direct in die q)- Quotienten der hemglichen F^ uher; sie ver-- 
halten sich also gegenilher der in Bede stehenden Transformation invariant. 

§ 5. Der Kiemann-Koclx’sche Satz. 

Im vorletzten Paragrapben baben wir fur don Pall eines be- 
liebigen Gescblecbtes > 1 nur erst im allgemeinen die Existenz al- 
gebraiscber Punctionen auf unserer Fn zum Nacbweise gebracbt; eine 
etwas tiefer dringende Betrachtung dieser Punctionen baben wir bier 
nacbzubolen, wobei uns die inzwiscben aufgestellten Punctionen 
wesentlicbe Dienste leisten sollen. 

Wir knupfen bier unmittelbar an den in § 3 verfolgten Gedanken- 
gang und insbesondere an Pormel (3) p, 641 an. CTbrigens denkeix 
wir die vorgescbriebenen m Unstetigkeitstellen bei so 

gewahlt; dass keine derselben in einem Verzweigungspunkte der Fn 
gelegen ist oder nacb ^ ^cso fallt. Es liegt freilicb eine solcbe Ein- 
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sehrankung keineswegs im Wesen unserer anzustellenden Untersuchung 
begriindet; sie wird yielmehr bier nur desbalb eingefiibrfc, um unsere 
Entwicklung nicbt dadurcb zn complicieren, dass jene m TJnstetigkeit- 
stellen mit festen Null- und Unstetigkeitspunkten der Functionen (p 
collidieren. In der That konnten wir ja ancb, wofern dies eintreten 
sollte, an Stelle der Fn eine F^ der Betracbtung zu Grunde legen, 
die wir derartig answableU; dass sie unserer Forderung geniigt. Durcb 
diese Forderung ist also keinerlei Einscbrankung unseres weiterbin 
aufzustellenden Hauptsatzes begriindet. 

Es soil sicb jetzt darum handeln, die Anzabl aller algebraiscben 
Functionen aufzustellen^ die nirgendwo sonst auf der unendlicb 
werden, als an den bezeicbneten Stellen und aucb an diesen nicbt 
mebr als einfacb. Wir fiibren zu dem Ende dasjenige System von 
^ Functionen 9 ^, 92 ^ • • •, <pp ein, welcbes den p. 529 definierten 
jp Normalintegralen jp entspricbt. Dann ist auf Grund 

von (5) p. 532 die zum Integral geborende Periode jeweils 

vom Factor — 2i7C abgeseben nicbts anderes als der Wert der 

Function 9* im beztiglicben bei 0^ gelegenen Unstetigkeitspunkt, und 
also nimmt das System der m Gleicbungen (3) p. 541 die Gestalt an: 

+ ^2^1 (-^2) + • * * + = 0, 

(1) Cl 92 (^ 1 ) + ^2 92 (^ 2 ) h 92 W = 0? 

Cx9p(Pi) + C^9p{p^ -j- . . . Cm9jp{^m) = 0. 

Dieses Gleicbungsystem baben wir nun weiter zu discutieren. 

Seien unter den Gleicbungen ( 1 ) im ganzen r die Folgen der 
iibrigen (jp — t) Gleicbungen, so denken wir uns diese letzteren 
(p — '^) Gleicbungen etwa an erster Stelle im Systeme ( 1 ) angeordnet. 
Es ist alsdann moglich; durcb zweckmassige lineare Verbindungen der 
linken Seiten der {p — r) ersten Gleicbungen (1) jede der linken 
Seiten der t letzten Gleicbungen identiscb, d. i, unabbangig von den c, 
berzustellen. Nocb ausftibrlicber sprechen wir diesen Satz dabin aus, 
dass sicb (ju — t) Constante finden lassen, fbr welcbe die Gleicbung 

(2) ipj,-r+i( 0 ,) = + “aVsW H H 

bei alien Wertcombinationen ^ = 1 , 2, • • •, m] Z= 1 , 2 ; - • t 
erfiillt ist. 

Nunmebr kbnnen wir aber die eben gewonnenen t • m Glei- 
cbungen ( 2 ) aucb dabin interpretieren, dass jede der t speciellen 
Functionen: 

(3) 9i >— ^2 9^ * * * — t9p—‘’^ 
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mit I — 1, 2, 3, - • r ausnalimslos in alien m Stellen bei 0^, ^ 3 , • • •, 0m 

verschwindet. An diese Anffassung der Sacbe warden wir jetzt weitere 
Folgerungen knupfen. Man bemerke namlicb; dass wir die Functionen 

(4) <Pi, ' *> ^P 

an Stelle der urspriinglicben als ein System linear - unabbangiger 
Functionen (p gebrauchen konnen, da sicb in der That die ursproing- 
licben g) yermoge (3) linear in den Functionen (4) darstellen lassen. 
Indem biernacb insbesondere die letzten v unter den Functionen (4) 
linear-unabbangig sind, existierm imserer uher die Gleiehungen (1) ge- 
macMen Anndhme mts^grechend x linear -undbhdngige Functionen (p, deren 
jede in alien m FunTcten 0 ^, ^21 * “ '? verschwindet. 

Jetzt bebaupten wir weiter, dass nicbt nocb ein (x + 
jenen x Functionen g? linear-unabbangiges <p zugleicb in alien m Punkten 
0i versebwinden kann. Ein solcbes wiirde namlicb eine Darstellung 

— ^l(Pl + + • • • + ^jp--'g(pp^‘£ + zr-fl + • • • + yt^Pp 

mit nicbt durcbgebends verscbwindenden ^ besitzen, und es ware^ 
wenn (p in der That in alien m Punkten 0i verscbwande, offenbar 
infolge von (2): 

*+* 4 + ^p-^t(pp^t(0i) — 0 

ftlr alle m Werte i = 1, 2, 3, • • •; erfallk Das aber wurde beissen, 
dass aucb die (jp — x) ersten Gleiehungen (1) nicbt von einander linear 
unabbangig sind, was wir docb annabmen. Wenn wir also anfangs 
sagten, dass von den p Gleiehungen (1) im ganzen x die Folge der 
iibrigen sind; so werden wir die solcbergestalt definierte Zahl x aucb 
nocb dadurcb erklaren konnen, dass wir sagen: Fs lassen $ich genau x 
Unear-tmabhdngige Functionen ip ausfmdig machen'^\ deren jede in alien 
m FunTcten 0i verschwindet. 

Durch Auflbsung des Gleicbungsy stems (1) drueken sicb jetzt 
unter den Ooefficienten c^, •••; Cm durcb die tibrigen 
jp r) linear und bomogen aus; diese letzteren (m — ^ + t) 
Ooefficienten bleiben dann aber durebaus willkiirlicb wahlbar. Hierbei 
muss man bemerken, dass in einem etwa vorliegenden Lbsungsystem 
^ 1 ? ^ 2 > • ' *? selbstverstandlich aucb mit Null identisebe c eingehen 
konnen. Das hat dann jedesmal zur Folge, dass aus (2) p. 540 der 
betreffende Term ausfallt, und also die Wertigkeit der dargestellten 
Function um eine Einbeit abnimmt. Insbesondere konnte sogar der 
Fall eintreten, dass bei alle/ 1 % mbglichen Lbsungsystemen der c z. B- 
der letzte Coefficient Cm verschwande, Dann wfirde die Wertigkeit der 

tJnd 2 war natUrlich wieder auf die mannigfaltigste Weise. 
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in Rede stehenden Functionen durchweg ^ (nv — 1) sein. Wenn wir 
tier also die Gesamtlieit der Losungsysteme von (1) aufstellen wollen^ 
so erhalten wir die GesamtHeit derjenigen algebraisclien Functionen 
der Fn von einer Wertigkeit ^ die an der eiwdn&n der m vor- 
gesclirieienen Stellen enUveder einfach unendlicJi we^^den Oder aier endlich 
sindf die ether docli dcher in alien ubrige>i PunUen der Fn endlich 
ileiben'^). Da von den Coefficienten c im ganzen {m — 
kurlieh bleiben, so haben wir in Anbetracht der so ebarakterisierten 
algebraischen Functionen der Fn den Satz, .doss sie sich alle aus 
— p ^ linear-undhhdngigen hesonderen Functionen ihrer Art linear 
mit condantm Coeffeienten axifbauen lassen, Diese lineare Darstellung 
entbalt aber im allgem einen nock eine additive Constante wie man 
in (2) p. 540 sieht. Indem wir bierauf Rticksiebt nebmen, werden wir 
das gewonnene Resultat so formulieren konnen: Die allgemeinste alge- 
hraiscTie Functim unserer Art enihdlt im gamen nock (m — + ^ + 1) 

wdlkilrliche Constante linear und homogen. 

Die biermit geleistete Abzablung ist von Riemann in Nr. 5 
seiner ^^AbeFseben Functionen'^ nur erst begonnen worden und wurde 
dann von Rocb genau in der Weise, wie wir es scbilderten, zu Ende 
gefiihrt ****). In diesem Sinne benennen wir den in Rede stebenden 
Satz kiinftigbin als den Biemann-Boch'sehen Sat0. Derselbe gebort in- 
folge seiner grossen Allgemeinbeit zu den wiebtigsten Grundlagen der 
Tbeorie der algebraiscben Functionen. 

§ 6. Ausdehnung des Riemann-Booli’solien Satzes anf p = 0 und 

p = i, Eine besondere Anveendiing desselben bei p > 1 . 

In den drei letzten Paragraphen baben wir das Gescblecbt p 
unserer willkiirlich gewahlten Flache stets > 1 vorausgesetzt. In- 
zwischen gelten die gewonnenen Resultate in einfaebster Weise aucb 
in den beiden Fallen p = 0 und J? = 1, wie wir bier nacbtraglicb 
belegen wollen. 

Erstlicb bei jo = 0 giebt es, wie wir sahen, keine Integrale erster 
Gattung; wabrend an Stelle der Integrale zweiter Gattung die Haupt- 
functionen eintraten. Ist eine unter ibnen particular gewahlte durcb 


Dass es FS,lle giebt, in denen in der That einzelne der vorgegebenen 
Punkte 0^^ j^ 2 , . . . , aus der Beihe der tJnstetigkeitspunkte herausfallen, ist ins- 
besondere von den Herren Brill und N^tber in deren sogleich zu nennender 
Abhandlung in Bd. 7 der Math. Ann. betont worden. 

*») Man vergl. die Eocb’sobe Arbeit, tfber die Ap^ahl der willMrUchen Con- 
Btcmien in algebraisclien Functionen, Crello's Journ. Bd. 64, p. 372 (1866). 
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iv bezeiclanet nnd ist Wi der Wert von w im Punkte der Fn, so 
kbnnen wir geradezu an Stelle des Integrals in (2) p. 540 fiir 

den gegenwartigen Fall den Ausdruck treten lassen. Suehen wir 

jetzt nach einer algebraischen Function w' der Fny welche in m bei 
gewalilten Punkteii der Fn je einfach unendlicli wird, 
sonst aber endlich bleibt, so baben wir offenbar als allgemeinsten 
Ausdruck derselben; 

( 1 ) tp == Crt H r * * * n 5 

wo ^ 0 ? ‘ irgend welche Constante sind. An Stelle von (2) 

p. 540 tritt also bei _p = 0 die PartiaTbnich 0 erlegung fiir den Aus- 
druck B{w) der fraglichen Function iv\ Im iibrigen aber ergiebt die 
Abzahlung der in (1) auftretenden Oonstanten: Unter der JBestimmimg, 
dass im Falls p = 0 fiir ir einfacli Mill gessM wird, gilt der Biemann- 
Boc¥sche 8 at 0 auch fur die Fldchen Fn des GescMechfes p == 0. Man be- 
merkt ubrigens leicht, dass sicli im gegenwartigen Falle in mannigfacJister 
Weise m li/near-unahhangige Functionen (1) als m-ioertige Functionen 
der Fn wcthlen lassen; ein Ausfallen einzelner Unendlichkeitstellen, 
welches wir soeben im allgemeinen Falle als mbglieh bezeichnet 
batten, findet also bei p = 0 jedenfalls nicht statt. 

Bei p = 1 haben wir die Besonderheit, dass auf der F^ nur eine 
einzige Function tp existiert. Dieselbe wird bei 0 = oo in jedem Blatte 
der Fn im zweiten Grade verschwinden, sowie im einzelnen Yer- 
zweigungspunkte (v — l)“facb unendlich werden. In alien iibrigen 
Punkten der Fn wird dagegen (p endlich und von Null verschieden 
sein. Wir bemerken nebenher: In diesen Yerhaltnissen ist der frtiher 
(p. 537) benutzte Satz begriindet, dass bei Abbildung der Fn durch 
das Integral u^^Jcpd^ die Umgebung jedes Punktes 0 ^ der Fn sich 
glatt auf die einfach bedeckte Umgebung eines beziiglichen Punktes 
% abbildet. Dies findet namlich statt, falls an der bezeichneten 
Stelle (u — Uq) in erster Annaherung mit (0 — 0 ^) proportional ist, 
diesen letzteren Ausdruck (0 — 0 q) fUr die Verzweigungspunkte etc. 
immer im fruher erklarten Sinne gebraucht Dass aber die in Rede 
stehende Proportionalitat von (u — %) und (0 — 0 ^^) thatsachlich fiir 
alle Punkte der Fn stattfindet, ist, wie man leicht ins einzelne ver- 
folgt, die unmittelbare Folge der vorausgeschickten Angaben fiber 
Null- und Unstetigkeitstellen von 

Man vcrsaume niobt, die entspreobende tJbeiiegung auob bei p > 1 durch" 
zufdhreu. In der Abbildung der durch ein Integral J'cpda wird ein Ver- 
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Alle an die Integrale zweiter Gattung voraufgelieiid geknupften 
Entwicklnngen ^ insheso^idore dlso ctiich di6 .Ableiiung des 
MocKscIim SaUes hleihmi jet^f fur p ^ 1 uneingesclirdnkt in Qeltung. Es 
tritt nur zufolge der gerade durchgefulirten tJberlegung dieselbe Ver- 
einfacbung, wie bei p = 0 ein, ddss ndmlich t stets den Wert Null hot, 
Auch darin gleicht der Fall j) = 1 dem Falle p = 0, dass wir die 
eine bei ihm allein zu befriedigende Gleicbung (1) p. 541, wie man 
sofort siebt, jedenfalls durcb lauter nicbt verscbwindende c befriedigen 
konnen. Fiir das gewahlte System der m JJnstetigl^eitspimMe ^ 2 > *’*? 
existieren also auch hei p = l 0 ugeJidrige algeiraisehe FunctioneUy die wirh- 
lich m-wertig sind, was man fur spater festhalten wolle. 

Letzten Endes fugen wir bier nocb mit Htilfe des Eiemann- 
Rocb^scben Satzes den Beweis nnserer im letzten Paragraphen un- 
bewiesen gelassenen Bebauptung an, dass bei jp > 1 jene (2p — 2) 
Nullpunkte der Functionen <p auch wirklicb alle auf der Fn beweglicb 
sind. Nebme man namlicb im Gegenteil an, dass in einem etwa bei 
gelegenen Punkte samtlicbe Functionen (p yersebwinden. Wir wollen 
alsdann nachseben, wieviele ^i^^wertige Functionen auf der Fn. existieren, 
die bei unendlicb werden- Der Riemann-Rocb’scbe Satz giebt fiir 
diese Anzabl den Wert m — da^ = l, z =p zu- 
folge unserer Annabme zutrifft. Diese Functionen konnen sicb auch, 
wie ein Blick auf Formel (1) p. 547 zeigt, nicbt etwa alle auf null- 
wertige Functionen, d. h. Constante, reducieren. Es miissten also auf 
der Fn wirklicb einwertige algebraisehe Functionen existieren, was 
woblbekannter W^eise bei p 0 undenkbar ist, weil sicb sonst die 
Riemann’sche Flacbe, deren p>0, conform auf eine scblicbte Ebene 
iibertragen liesse. Wir konnen das gewonnene Resultat in folgender 
pragnanter Form aussprecben: TJnter den cp-QtioUenten der Fn giebt es 
jed&i%falls auch solche^ deren yVertigTceit gleich (^p — 2) isL 

§ 7. Der Brill-NStber’sclie ReciprocitStssatz. Die Specialfonotionen. 

Es moge w eine w- wertige algebraisehe Function der Fn mit 
p>l sein, deren m Unstetigkeitspunkte bei ^ 2 ? ' ’ *? gelegen 
sind; wir nebmen an, dass keine zwei von diesen m Punkten der Fn 

zweigungepunkt nur an denjenigen Stellen- auftreten, welcbe einen der (2p -- 2) be- 
weglicben Nullpunkte von <gp abbilden. Wir ffibxen obne Beweis an, dass die frag- 
licbe Abbildung aus p iiber einander gescbichteten Parallelogrammen besteht, wo- 
bei je zwei unmittelbar nber einander liegende Parallelogramme durch zwei 
Verzweigungspunkte verbunden sind. Insgesamt treten also in der That (2jp 2) 
solcbe Yerzweigungspunkte auf (vergl. Bxeidann, Abersobe Functionen, Nr. 12), 
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coincidieren. Die allgemeinste algebraiscte Function^ welche an diesen 
m Stellen oder aucli mir an einigen unter ihnen je einfach nnendlich. 
wird und sonst endlicli ist, entbalt znfolge des Riemann-Roch^sclien 
Satzes im ganzen nocb {m — jp -f- tr + 1) willkurliclie Oonstante linear. 
Wir wollen jetzt zwei Falle unterscheiden, je nachdem die hierbei 
auftretende ganze Zahl ir = 0 oder > 0 ist. In jenem Falle (t — 0) 
nennen wir die vorgelegte Function w eine allgemeiney in diesem Falle (t > 0) 
heisse sie eine S;pecialfunction. Mit dieser letzteren Benennung belegen 
wir also, nm es zn wiederholen, jede m-wertige algebraische Function 
der Fny in deren m Unstetigkeitspunkten eine oder mebrere Func- 
tionen (p verschwinden. Sicker ist hiernack die Wertigkeit einer 
Specialfunction m ^ 2jp — 2. Was sick des nakeren fiber diese Special- 
functionen der Fn aussagen lasst^ wollen wir jetzt untersuchen. 

Sei also die anfanglick vorgelegte Function w eine. Specialfunction, 
und seien die r linear -unabkangigen in ikren Unstetigkeitspunkten 
versckwindenden Functionen (p in irgend einer particularen Weise 
gewaklt und durck (p^, (p^y • • <p>t bezeicknet. Die beweglicken Null- 
punkte einer beliebigen unter iknen, etwa der ersten (p^y seien bei 
•* 2 gelegen, von denen die ersten m die 
gegebenen Unstetigkeitspunkte unserer Specialfunction w sind. Man 
bilde sick alsdann die folgende, nock x willkfirlicke Parameter a ent- 
kaltende Function: 

..V , 

( 1 ) , 

welcke zufolge ikrer Darstellung gleickfalls eine Specialfunction ist, 
Wie man siekt, ist w' eine von denjenigen algebraiscken Functionen 
der Fny welcke in den = — 2 — m Punkten ^^+2, - ‘ •; 

oder auck nur in einigen unter iknen je einfack unendlick werden, 
tibrigens aber endlick bleiben. Die allgemeinste Function dieser Art 
enthalt zufolge des Eiemann-Rock'scken Satzes genau (m' — jp + + 1) 

willkiirliche Parameter, unter r' die Anzahl linear -unabhangiger 90 
verstanden, die in den fragliohen m' Punkten • ' * verschwinden. 

Nun enthalt aber die kierher gehbrige Function w' bereits x Para- 
meter; es folgt daraus, dass notwendig 

(2) r ^ m' — j) + r' + 1 

sein muss. 

Eine vollig analoge tJberlegung knQpfen wir nunmehr an eine 
particulare unter den Functionen (1). Die r' linear-unabhS,ngigen, in 
den m' Punkten • • * versckwindenden Functionen 9 seien 

9x7 92 7 9 $ 7 ' * ^7 9 ^') wobei die erste unter iknen^ <pxf die bislang 
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schon mit dieser Benenitung belegte Function ist. Man bilde dann 
die folgende, tr' willkurlicbe Constante entbaltende Function 

roN // Pi + * • ■ + P,r'9«' 

( O ) •' ' * 


Ersicbtlicb gebort dieselbe zu denjenigen Functionen, die in den m 
Punkten ^ 2 ? ‘ ‘ bez. in einigen unter ibnen unendlich werden, 

sonst aber (iberall endlich sind; nnd also findet man durcb erneute 
Anwendung des Riemann-Eocb’scben Satzes: 

(4) t' — p -f- T 4" 1 • 

Nun wolle man die Formeln (2) und (4) zusammenaddieren, was 
mit Rucksicbt auf m + m' = 2jp — 2 das Resnltat t x' r' 

ergiebt. Wir schliessen auf Grand desselben jetzt umgekebrt, doss 
sowohl in (2) als (4) das Gleichheitsmchen allein GultiglceU hat, und 
dass also zwiscben den bier in Rede stehenden ganzen Zablen die 
Gleicbungen besteben: 

^ 5 ^ X —p + x' + 1, 

z' = m — jp + 'P + l? 

von denen iibrigens vermoge m m' — 2p — 2 jede eine Folge der 
anderen ist. Hieraus entspringen weiter mebrere wichtige Satze. Wir 
formulieren zunacbst den nacbfolgenden Satz, der die zwiscben den 
Specialfunctionen (1) und (3) bestebende gegenseitige Beziebung cbarak- 
terisiert: Qehdrm mi m tmter dm (2p — 2) 'beweglichen NuUpunJcten 
elner ieliebigen Function tp im oft gmannten Sinne im ganzen cx)*' Special- 
functionen der F^"^), so gehdrt zu den m' = 2p — 2 — m ubrigen Null- 
punlcten desselben 9 ? ein System von Specialfunctionen, wobei dcmn x 
und r' an die Identitdtm (5) geTcnupft sind. 

Der biermit gewonnene Satz ist zuerst vollstandig von Brill und 
Nother aufgestellt worden**), wurde von denselben aber an der eben 
citierten Stelle scblecbtweg als der Riemann-Rocb^scbe Satz benannt *****). 


Damit soil gesagt seiu, dass die allgemeinste unter ihnen t' variabele 
Parameter linear enthSilt oder siob aus (r' — 1) besonderen Functionen ihrer Art 
linear mit Htllfe einer additiven Constanten zusammensetzt , (cf. Formel (3) des 
Textes). 

In der sckon p. 649 erwabnten wicbtigen Arbeit: tjfber die algebraischen 
Functionen und ihre Avmendung in der Geometrie, Matb. Ann, Bd. 7, p. 269 (1873). 

***) Man vergl. die Einleitung (p. 271), sowie § 6 (p. 280) der soeben ge- 
nannten Abhandlung; vergl, femer die Eriauterungen, welcbe Hr. Brill neuer- 
dings zu der hier beruhrten PrioritSltsfrage in Bd. 86 der Mathematiscben Annalen 
giebt (jSber aJgebraische Correspondenisen 11^ cf. insbesondere p. 321 u. f, daselbst). 
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Inzwisehen geht der in Rede stehende Satz docli in Ansehung der 
durcli ihn begrundeten Reciprocitat zwischen verscbiedenen Systemen 
von Speeialfunctionen in charakteristiscber Weise fiber den (oben dar- 
gestellten) eigentlichen Riemann-Roch'scben Satz binaus. Wir weichen 
dieserbalb von der durch die beiden genannten Autoren ursprunglicb 
eingefiihrten Benennung ab, indem wir den fraglicben Satz bier viel- 
mebr als den BrilVNother' sclien Beciprocitdtssat^ benennen. 

Eine weitere wicbtige Polgerung entnebmen wir jetzt aus dem Urn- 
stande, dass nacb Formel (5) nnter (3) die allgemeinste zu den m 
Punkten iiii oft genannten Sinne geborige algebraische 

Function der Fn angegeben ist. In der That setzt sicb die Function (3) 

aus (%' — 1) speciellen Functionen ibrer Art — , — , • • •, — linear 

zusamnaen. Aber unter den geborigen Functionen findet sicb 

aucb die anfangs vorgelegte Function w. Da dieselbe eine beliebige 
Specialfunction der Fn sein sollte, so folgt mit Riicksicbt auf die recbte 
Seite von (3): Jede Specialfunction der Fn Idsst sich als Quotient meier 
Funetion&n (p darstellm, ein Satz, dessen Umkebrung obne weiteres 
evident ist. Daniit ist denn zugleicb in einfacbster Weise ausgesprocben, 
dass alle bier vorliegenden, die Speeialfunctionen der Fn betreffendeix 
Entwicklungen eine Bedeutung besitzen, die von der hesonderen^ der 
BetracMung m Grunde gelegten Biemann^ schen Fldche Fn unahhemgig ist^). 

Sei uns jetzt irgend eine algebraische Function w der Fn vor- 
gelegt, deren Wertigkeit + l sein moge. Da nun infolge 

des Riemann - Roeb'seben Satzes fiir jede existierende algebraische 
Function m — j) r > 0 sein wird, so schliessen wir, dass bei 

+ l notwendig ir > 0 sein muss. Wir folgern biernacb: Jede 
algebraische Function der Fn mit einer Wertigheit m <jp + 1 
Specialfunction und gestatiet als seiche eine Darstellung als Quotient Bweier 
Fwnctionen 9. 

Die Aufstellung und XJntersucbung der zu einer Flacbe Fn ge- 
horenden Speeialfunctionen gebort zu den interessantesten, aber aucb 
sebwierigsten Teilen der Riemann'seben Tbeorie und ist bislang keines- 

Der Satz, dass jede Specialfunction w ein g?- Quotient ist, iJlsst sick 
librigens leioht direct beweisen. Versobwindo etwa 9 in don Unstetigkeitspunkten 
von w, so wird 9 • w eine algebraische Function, die sich in den Verzweigungs- 
punkten der sowie bei z =» 00 gerade wie 9 verhalt, im Ubrigen aber jeden- 
falls nicht unstetig wird. Es gendgt das bereits, um in J^cp wdz ein Integral 
erster Gattung und somit in 9W 9' eine Function 9 der F^ zu erkennen^ Da- 
xnit ist aber der fragliche Satz dargethan. Yon bieraus gewinnt man dann rdek- 
w3.rt8 aufs neue den Brill-Ndther^schen BeciprocitSitssatz. 
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wegs einer abgesclilossenen Losung zuganglich gewesen. Hier ist es 
in der That^ wo man den Artunterschieden der Flachen ein und des- 
selben Geschlechtes in ausgiebiger Weise gerecbt werden muss; denn 
es kann bei dem namlicben p far zwei unterschiedene Flachen (d. h. 
fiir zwei Flachen, die nicht vermoge zugehoriger algebraischer Func- 
tionen in einander iiberfiihrbar sind) die Theorie der bezuglichen 
Specialfunctionen sich sehr verschiedenartig gestalten*^). Wir sind 
hier tibrigens um so weniger verpfliehtet, auf die hiermit beriihrten 
Fragen ausfiihrlich einzugehen, als wir doch spater keine Gelegenheit 
haben wiirden, von einer bezuglichen Darlegung Gebrauch zu machen. 
Mogen also die nachfolgenden Bemerkungen gentigen. 

Indem wir zur rationalen Darstellung der algebraischen Punc- 
tionen der Fn neben ^ die Function w zu Grunde legen, gehen wir 
auf die p linearen Gleichungen (1) p. 547 zurQck und setzen die dort 
gebrauchten Functionen cp in ihre rationalen Ausdriieke (pk = 
in w und ^ um. Die fragliehen Gleichungen schreiben sich dann: 

( 6 ) + < 52 -^*(^2 7 ^ 2 ) " 4 ” • ’ • " f * = 0 

mit Jc = 1, 2, • • •, p. Dabei sind die m Wertsysteme w, 0 jedes- 
mal durch die zwischen zo und 0 bestehende Gleichung f(Wy 0 ) = 0 
verkniipft, so dass wir neben (6) noch die weiteren m Gleichungen 
haben: 

(7) f(wi, = 0, f(ws, = 0, • • •, f{w„„ «„.) = 0. 

Soil es sich jetzt um die Gesamiheit der m-wertigen Functionen der 
Fn handeln, so wird man nicht nur die 0 , sondern auch die 2m Grossen 
Wxf J 2 ^ir ^37 ^ 2 ? 2 ils variabel ansehen mtissen. Jedes Losungsystem 
der Gleichungen (6), (7) liefert uns dann (vermoge der beztiglichen 
Gleichung (2) p. 640) eine zugehorige algebraische Function unserer 
Flache. 

Hier tritt nun insbesondere die Frage auf, welches bei vor- 
gegebener Fn der kleinste Wert von m ist, fiir den noch zugehorige 
Functionen auf der Fn existieren. Sei w eine m-wertige Function, so 

gilt dasselbe von w' — — - — und dabei kann man offenbar a stets 

so wahlen, dass einer von den Unstetigkeitspunkten der Function w' 
eine beliebig vorgeschriebene Lage auf Fn hat. Giebt es also fiir ein 
bestimmtes m iiberhaupt ein Losungsystejn von (6) und (7), so giebt 


*) Vergl. Brill und Nothejc 1. 0 ., sowie die eben (p. 663) genannte Arbeit 
von Brill in Bd* S6 der Math* Annalen, 
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es anch nocli ein solches, wenn etwa das Wertsjstem natiir- 

licli unter Berucksichtigung der Relation f{wm, — 0, beliebig ge- 
wahlt ist. Es bleiben tins dann aber in unseren Eelationen nur nocb 
die (2m — 2) XJnbekannten • • •; ij i? zn denen als 

weitere TJnbekannte nocb die (m — 1) Quotienten der c hinzutreten. 
Iiisgesamt baben wir also (3 m — 3) TJnbekannte, mit denen wir 
(m ‘j- p — 1) Grleicbungen befriedigen niiissen. Nebmen wir an, dass 
diese Gleicbungen von einander unabbangig sind, so erbalten wir stets 
und nur dann Losungsysteme, wenn m p — 1^3m — 3 isb In- 
dem wir diese TJngleichung nacb m auflosen, entspringt der Satz: 
Atif der Fn giebt es mgelidrige algehraisclie Funetionen nur fur diejenigen 
Werte m, die der Vngleichung genilgen: 

( 8 ) 

Inzwiscben dtirfen wir diesen Satz nur sehr bedingungsweise aus- 
sprecbenj und wirklicb ist es ausserst leicbt, Ausnabmen von dem- 
selben nacbzuweisen. Man construiere z. B. irgend eine zweiblattrige 
Flacbe fiber der ^^-Ebene mit (2j? + 2) Verzweigungspunkten, so ge- 
bort dieselbe zum Geschlecbte p und besitzt in 0 docb eine zwei- 
wertige algebraiscbe Function. Ebenso weist man durcb Construction 
geeigneter dreiblattriger Flacben etc. die Existenz von Fl'dchen des 6e- 
scblechtes p mit drei-, vier- etc. wertigen algebraiscben Funetionen nacb. 
Da baben wir also specielle Flacben des Gescblecbtes jp, fHic welch e der 
Minimalwert von m unter die durcb (8) gegebene Grenze berabsinkt. 
Wir bebaupten jedocb: NicM jede Fldche des Geschlechtes p besiUt smei- 
wertige algebraisclie Funetionen u, s. w. Freilicb konnen wir uns bier beim 
allgemeinen Beweise dieses Satzes nicht aufbalten; jedenfalls werden wir 
in dem spater zumeist interessierenden Falle ji? = 3 nocb ausfiihrlicb 
auf die gerade gesebebene Bebauptung zurQckkommen. 

§ 8. Einfubrung der Spreebweise der analytisclien G-eonaetrie. 

Filr eine zweekmassige Verwertung und Weiterbildung der go- 
wonnenen Resultate ist es in manchem Betracbt giinstig, sicb eines 
Spracbgebraucbs zu bedienen, der in der analytiseben Geometrie ent- 
wickelt ist, sowie alsdann in die Ansebauungsweisen der letzteren unsere 
functionentbeoretiseben Pragen auf eine sogleicb zu bezeiebnende Art 
einzukleiden. Die Grundlagen bierftir sind durcb die Tbeorie der alge^ 
braischen Curven gegeben, wie diese seitens der Geometer entwickelt 
vorlag, als Eiemann auftrat Die nabere Verbindung der Riemann^seben 
Tbeorie mit der Tbeorie der Curven ist dann durcb Olebscb inaugu- 
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riert und insbesondere von Brill und N other entwickelt worden*). 
TJbrigens fiihrt diese Metbode in einer gewissen, weiterhin noch naber 
zu bezeicbnenden Hinsicbt iiber Riemann binaus; sie bat also nicbt 
bloss formale Bedeutung. 

Moge ein System von v linear- nnabbangigen^ m-wertigen al- 
gebraiscben Functionen der in , w^-^i vorgegeben sein, 

die alle ubereinstimmend in den namlicben m Punkten der Fn unendlicb 
werden. Es bandelt sicb dann nm den einfacben Gedanken: diese v varior 
helen Grossen w als Fiiriktcoordinaten im JRaume von v Dimensionm Rv cm- 
mselien, Dieser Schritt bedarf, wenn er nicbt zn Unklarbeiten fubren 
soli, in zweierlei Hinsicbt der naberen Erlauterung; und wir wollen bier 
eine solcbe um so lieber geben, als gewobnlich etwas rascb fiber die 
dabei in Betracbt kommenden Gesicbtspunkte binweggegangen wird, 
woraus man erklaren mag, dass auf Seiten der Functionentbeoretiker 
vielfacb nocb immer eine gewisse Abneigung gegen die in Rede 
stebende Denkweise bemerkbar ist. 

Wir betonen zuvorderst, dass wir mit der Interpretation der w als 
gewobnlicber Coordinaten nocb keiueswegs die Moglicbkeit comj^lexer 
Werte fiir dieselben aufgeben wollen. In der That stellen wir uns 
biermit ja durcbaus nicbt in Widersprucb gegen die Auffassungs- 
weisen, die in der analytiscben Geometrie der Ebene und des Raumes 
gang und gabe sindj aucb dort betrachtet man die Coordinaten er- 
forderlichen Falles als beliebiger complexer Werte fabig und bebalt 
also die der unmittelbaren Anscbauung der reellen Gebilde ent- 
stammenden Ausdrucksweisen fiir ein Gebiet algebraiscber Unter- 
sucbungen bei, das der directen Anscbauung zunachst nicbt unterliegt 
und derselben nur in kiinstlicber Weise zuganglicb gemacbt werden 
kann**). Hierbei lassen sicb mm, was den Wortlaut der Satze angebt, 
gewisse Inconsequenzen nicbt vermeiden. Nebmen wir z. B. den nie- 
dersten Fall v = 1, so baben wir nur eine Coordinate und dem- 
entsprecbend einen Raum JEt^ von einer Dimension beranzuzieben, den 
wir in iiblicber Weise durcb die Punkte einer festen geraden lAnie 
interpretieren wollen. Was wir ab^r mit dem jR^ meinen, ist docb im 
Grunde ein zweidimensionales Gebiet, namlicb die Gesamtbeit der 
complexen Werte der Grosse dieselbe Gesamtbeit, die wir bisber in 
einer „Ebene'^ zu deuten gewohnt waren. So wird also fortan als 

***) Vergl. die scbon auf Seite 563 genannte Arbeit im Bande der Math. 
Annalen (1873), sowie die von Lindemann bearbeiteten Varlesungen ub&r Gf-eo- 
metrie von Clebscb (aechste Abteilung, 1876). 

NS.mlich durch die v. Staudt^sche Interpretation, auf die wir im Texte 
nioht weiter eingehen (v* Staudt, BeitrSLge zur Geometrie der Lage, K’Qmberg 1856 — 61). 
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„mehrfacli uberdeckte Gerade^^ zu bezeiehnen sein, was bisRer eine „niebr- 
blattrige Flache tiber der Ebene der complexen Variabelen^^ genannt 
wurde, Dieser Wecbsel der Bezeichnung mag xinbequem sein, es liegt 
in ihm aber keinerlei wirklicbe Scbwierigkeit. Es wird namlich weiterhin 
der Zusammenbang nnserer Darstellnng iiber den Sinn der jedesmal 
gebraucliten Ausdrucksweise niemals einen Zweifel anfkommen lassen, 
Fernerhin macben wir auf den Umstand aufmerksam, dass wir 
sogleicb helieiig viele, namlich v Coordinaten w neben einander stellen 
und damit also geometrische Betrachtungen nnd Constructionen in 
einem Ranme Hv von v Dimensionen in Aussicht nehmen. Moge man 
auch hierin nichts welter als die Tendenz erkennen, dass wir in einem 
der directen Anschauung nicht zuganglicben Gebiete die geschmeidige 
Ausdrucksweise der gewohnlichen Geometric festhalten wollen. 

tJbrigens ist es interessant zu sehen, wie die hier befiirwortete Mass- 
nahme trotz der lange vorausgegangenen Auseinandersetzungen von' 
Grassmann (1844) u. A. in der Theorie der algebraischen Curven nur 
langsam Boden gewonnen hat. In der wiederholt genannten Arbeit von 
Brill und Nother z. B. ist ausdriicklich immer nur von Curven des 
JR^ Oder Bq die Rede, trotzdem daselbst alle Mittel beisammen sind, 
um gleicherweise auch den B^, • • • zu beriicksichtigen. Die erste 
der hierher gehorigen Arbeiten, in welcher die mehrfach ausgedehnten 
Raume als durchaus gleichberechtigt angesehen werden, dhrfte die- 
jenige von Clifford sein (on the Classification of Loci, Philosophical 
Transactions, Bd. 169, Jan. 1879). Dass eudlich in der Reihenfolge 
der Raume Bv der B^ als vollgiiltiges Glied mitgezahlt sein will (wo- 
durch daun die gauze Theorie der uber der (a? + ^2/)“®^®^® gelegenen 
mehrblattrigen Flachen sich, wie schon angedeutet, in eine Theorie 
der mehrfach liberdeckten geraden Linie verwandelt) ist wohl zuerst 
von Klein an verschiedenen Stellen betont worden (vergl. z. B. den 
Aufsatz: Tiber imendlioh viele Normalformen des elli]otischen Integrals 
erster Gattung in den Sitzungsberichten der Miinchener Akademie von 
1880, bez. in Bd. 17 der Math. Aunalen). Die Riemann'sche Functionen- 
theorie gebraucht ersichtlich nur den B^: die Inbetrachtnahme der 
^ 2 ? -^s; ’ * • kommt jetzt neu dazu. Dass dies voi’teilhaft sein kann, 
werden wir leicht ermessen, wenn wir bedenken, dass in der Geometrie 
der Ebeue, bez. des eigentlichen Raumes zahlreiche Verhaltnisse sich 
viel iibersichtlicher gestalten, als in der Geometrie der geraden Linie. 

§ 9. Die Curve des Baunaes Bv von v Dimensionen. 

Wir haben den aufgestellten Ansatz jetzt naher auszufObren. Die 
Grossenw?o?%r’*»^^-“i; bisher auf der gegebenen Riemann'sohen 
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Flache betraehtet batten^ sollen fortan^ sagten wir^ als Punktcoordi- 
naten im -By gedeutet warden. Indem wir die samtlicben Wertsysteme 
der w in Betracbt zieben^ welcbe den verscbiedenen Punkten nnserer 
Eiemann'scben Placbe entsprecben, erbalten wir offenbar die Punkte 
einer bestimmten im By gelegenen Curve, und diese Curve wird uns 
also fortan statt der Riemann^seben Placbe das Gegenbild des alge- 
braiscben Gebildes sein. 

Hier werden wir nun von vornberein zwei Mogliebkeiten aus 
einander zu balten baben: Es kann sein, dass das einzelne, fiir uns 
in Betracbt kommende Wertsjstem der Wq, w^, • • Wy^i allgemein 
zu reden nur je in einem Punkte unserer Riemann^scben Placbe statt 
bat, es kann aber aucb sein, dass dasselbe in je ft Punkten der 
Riemann^scben Placbe auftritt. Im ersteren Palle entspricbt unsere 
Curve der gegebenen Riemann'scben Placbe Punkt fur Punkt eindeutig 
(womit nicbt ausgescblossen sein soli, dass einzelne Ausnabmen vor- 
kommen konnen, wenn namlicb unsere Curve mebrfacbe Punkte bat, 
in denen verscbiedene Zweige derselben zusammenstossen). Im anderen 
Palle miissen wir, um die Eindeutigkeit der Beziebung berzustellen, 
zu einem Mittel greifen, welcbes wir soeben bereits bei der geraden 
Linie (die den Bi vorstellte) wie von selbst zur Anwendung bracbten. 
Wir werden uns namlicb die Curve des By (i-fach ilberdeclct denken. 
Die Ordnung der Curve wird aber im ersteren Palle gleicb m, im zweiten 
gleicb — sein; denn die linke Seite der linearen Gleicbung 

(1) "!”■ *^1^1 "f" • • • — iWv— -1 -{- CCy = 0 

mit beliebig gewablten Coefficienten a bat unserer Yoraussetzung zu- 
folge auf der Riemann'scben Placbe m ^wZZpunkte; ebenso viele 
fi'cAm#punkte wird also der durcb diese Gleicbung dargestellte lineare 
Eaum By^x mit unserer Curve baben, sofern wir letztere nur, um 
Eindeutigkeit der Beziebung zur Riemann’scben Placbe berzustellen, 
erforderlicben Falles mebrfacb tiberdeekt denken. Von den m so ent- 
stebenden Scbnittpunkten fallen dabei aber ersicbtlicb je ft in einen 
Punkt zusammen, so dass wir nur — unterscbiedene Scbnittpunkte 
baben, w. z. b. w. 

Bemerken wir noch besonders, wesbalb wir die •••, Wy^x im 

vorigen Paragraphen ausdriicklicb der Bedingung unterworfen batten, 
linear unabbSngig zu sein. Waren sie es nicbt, bestiinde also fiir 
sdmtliche Werte, welcbe sie auf der Riemann'scben Placbe annebmen, 
eine Gleicbung (1), so wilrde die entsprecbende Gleicbung fiir unsere 
Curve des By identiscb erf^lt sein; unsere Curve lage also nicbt 
eigmtUch im By, sondern bereits in dem durcb (1) dargestellten By^%* 
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Es wird nun darauf ankommen, die samtliclien 'Dberlegungen, die 
■wir liber die auf gegebener Riemann^scber Flacbe existierenden Func- 
tionen anstellten, in geometrischer Form unter Bezugnabme auf unsere 
Curve zu vriederbolen. Wir wollen etwa zunacbst im Falle einer 
einfaeb iiberdeckten Curve die Bedeutung der zur Riemann^scben Flacbe 
geborenden algebraiseben Functionen im Raume Hv iJ^ Betracbt zieben. 
Da die • • *, das einzelne ibnen auf der Riemann^scben 

Flacbe zuganglicbe Wertsystem nacb Voraussetzung, allgemein zu 
reden^ nur in einem Punkte derselben annebmen sollen, so werden sicb, 
wie leiebt zu seben^ die in Rede stebenden algebraiseben Functionen 
rational durcb die w^y w-^y - • Wv-^i ausdrticken (wie wir das oben 
p, 499 im speciellen Falle einer Curve des ausfiibrlich dar- 

legten). Umgekebrt wird aber aucb jede rationale Function der w 
ibrerseits eine algebraiscbe Function der Flacbe liefern. W^ir wollen 
jetzt die einzelne solcbe rationale Function der WQy w^y • • •, in 

den Quotienten zweier ganzen Functionen spalten: 

(2) W,, • • •, ^r-l) = x(w„ ■ 

Die Punkte unserer Riemann'seben Flacbe^ in denen R einen beliebig 
gewablten Wert 0 annimmt, ersebeinen dann als diejenigen Punkte 
unserer Curve, in denen die Gleicbung 

(3) > 

erfiillt ist, obne dass V und X zugleicb versebwinden. Wollen wir 
jetzt der Kurze balber die durcb Y = 0 oder X = 0 dargestellte 
Mannigfaltigkeit als eine Fldche des Raumes Rv benennen (wie wir 
denn aucb entspreebend die linearen Mannigfaltigkeiten (1), so oft es 
kein Missverstandnis veranlasst, als Ehenen bezeiebnen werden). Glei- 
cbung (3) giebt dann, was man in der Geometrie ein FldchmbUschel 
nennt. Dabei benennt man diejenigen Punkte, in’ denen gleichzeitig 
Y und X versebwinden (sofern solcbe iiberhaupt auftreten), als JBasis- 
jpunhte des Biischels (3). Nach alledem correspondieren also den Punkten 
unserer Riemann^schen Flacbe, in denen R — 0 wird, diejenigen Schnitt- 
punJete unserer Curve mit der durch (3) dargestelUen Fldche y welche von 
den BasispunMen des he^Uglichen Buschels verschieden sind. 

Oder (um ein anderes Beispiel derartiger tFbersetzungen zu geben) 
wir wollen der Reibe nacb diejenigen Curven des JRjl, R^j R^y • be- 
traebten, die unserer Riemann’seben Flacbe correspondieren, wenn wir 
erstlicb all ein gegeben anseben, dann Wq und neben einander, 

dann w^, w^y etc. Wir baben also der Reibe nacb eine gerade 
Linie, eine ebene Curve, eine eigentliche Raumeurve (des I?®) etc. 
Und Welches wird deren gegenseitige geometrisebe Beziebung sein? 
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Wenn wir von den Coordinaten x, y eines Punktes der Ekene nur 
das X allein auffassen^ so entspriclit dem geometrisch, dass wir diesen 
Punkt auf die rc-Axe „projicieren" So werden unsere auf einander 
folgendevh Curven jede eine Projection der folgenden sein- Hier ist nun 
vollig deutlich, was wir am Ende des vorigen Paragraphen nar erst 
andeuteten, dass es namlicl. einfacher sein kann, grossere Werte von v 
in Betracht zu zieken, statt kleinere. In der That konnen eine ebene 
Curve, eine Raumcurve etc. -elegante Eigenschaften besitzen, die in 
der Projection verloren gehen oder dock nur uiustandlick zu er- 
kennen sind***). 

§ 10. Die aqnivalenten Punktsysteme. Homogene Coordinateii. 

Die projective Auffassung. 

Die kurzen Angaben des vorigen Paragraph en geniigen bereits, 
um deutlick erkennen zu lassen, in welcker Hinsickt die Betracktung 
der im JRy gelegenen Curve geeignet ist, zu einer Erweiterung der bis- 
ker auseinandergesetzten functionentkeoretiscken BegrijGfskildungen kin- 
zuleiten. Wir kaben bislang, so oft es sick auf einer Riemann^seken 
Placke um eine algebraiscke Function kandelte, unsere Aufmerksam- 
keit immer ganz besonders dem System der zugekorigen Unendlick- 
keitspunkte zugewendet. Nun stellten wir aber eine solcke Function 

in (2) des vorigen Paragrapken in der Gestalt JS = dar, und X == 0 

ist, geometrisck zu reden, unter den Plaeken des Biisckels Y — CX = 0 
keineswegs notwendig ausgezeicknet. Wir werden also den samtlicken, 
durck die weckselnden Werte von G festgelegten Punktsystemeu unserer 
Curve dieselbe Aufmerksamkeit zuwenden wollen, wie seither dem 
G = oo entsprechenden Systems allein. In der That konnen wir ja 
auch unsere Function R leickt durck eine solcke ersetzen, bei welcker 
irgend eines dieser Punktsysteme, etwa das durck 

y _G'X = 0, 

gegebene, die Unendlickkeitspunkte abgiebt, wakrend gleickzeitig irgend 
ein anderes Punktsystem, z. B- das durck 

Y — G"X = 0, 

dargestellte, die Nullpunkte liefert. Wir braucken da , statt = 

nur den Quotienten 

*) Wir berUhren damit eine allgemeine Methode der geometrischen De- 
duction. Man. vergl. z. B. G. Veronese: JBehandhcng der projectiven VerhSdtniase 
der Jddume von verseMedenen Dimemionen dwrdh das JPrincip des JProjicierens tmd 
des Schneidens, Matk. Ann. Bd. 19(1881), sowie intereesante TJntersuchungen von 
Segre tind Anderen. 

IClein.^3l^xiolce, Modulfuuictloxi.exii. 


90 
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(1) 

V — <7'x 

zu betrachten. Daher woUen wir fortan die Mer in ’Rede stehenden PunTzt- 
systeme so benennen^ dass Tceines vor dem anderen ausge^eiclinet erscheint. 
Allgemeiai namlich sollen zwei solche Punktsysteme imserer Curve (oder 
Riemann'schen Flache), welche die Null- und Unendlichkeitsstelien 
einer Function R abgeben konnen, dqnivalente Punktsysteme genannt 
werden. Die unendlich vielen durcb. 

(2) R = C, bez. Y — OX = 0 

dargestellten Punktsysteme sind dann alle unter einander aquivalent 
und bilden mit Riicksicbt darauf, dass C in der Gleichung (2) linear auf- 
tritt, eine emfach unendliche lineare Schaar dguivalenter Punktsysteme'^), 
Ganz entsprecbende Betrachtungen konnen wir jetzt offenbar an- 
stellen, indem wir statt der einzelnen Function R eine lineare Ver- 
bindung von mehreren etwa ^ beliebigen rationalen Functionen der 

(3) jR — 1 

(wo die cc beliebig veranderlicbe Parameter vorstellen) als Ausgangs- 
punkt wahlen. Wir werden namlicb jede solcbe lineare Verbindung 
auf die Gestalt bringen konnen; 






( 4 ) 


wo die 'Vj X ganze rationale Functionen unserer Coordinaten w sind^ 
und werden dann finden, dass je zwei Punktsysteme: 

p + + • • • + ~ (fX = 0, 

[y + H (- - 0"X = 0 

(wo die a'j a' , C\ C" irgendwelche Constante bedeuten) einander aqui- 
valent sind*^*). Da liaben wir nun der Formal (4) entsjorechend eine ii-fach 
unendliche lineare Schaar dguivalenter Punktsysteme, Alle diese Punkt- 
syateme interessieren uns jetzt gleichformig; wir bevorzugen koin ein- 
zelnes von ibnen, so wenig wir unter air den verscbiedenen rationalen 
Functionen, die wir uns den Formeln (4) entsprecbend bilden k<3nnen: 
M/+ rr'x 

V + + r. : + --I' Vr x ^ 

eine besondere vor den anderen berausgreifen. 


*) Brill und N Other gebrauchen L o. statt des Wortes ,/aquivalent‘* den 
Auadruok „oorresidual“; das Wort „aquivalent“ in dem im Texte gemeinten Sinne 
wurde von Bedekind und Weber eingefdhrt (Crolle’s Journal, Bd. 92, 1880). 
***') Jedoch rechnen wir immer die „Basiflpunkt6*‘, in denen ¥, 

X gemeinsam versohwinden, dem einaelnen Punktsvstem nicbt au. 
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Man erkennt, dass sieh so die Lehre Ton den durch ihre Unend- 
lichteitspunkte bestimmten algebraischen Functionen umsetzt in eine 
Tbeorie der linearen Schaaren zu einander aquiralenter Punktsysteme, 
Insbesondere verwandelt sicb dabei der Eiemann-Rocb’scbe Satz in 
den anderen, dass ein System von m Punkten un$e>*er Curve, in welchen 
im gan&en r linear - undbhdngige Functionen q) versclminden , jedesmal 
einer (m — p + ryfach unendliehen linearen Scliaar dquivalenter Purdd- 
systeme angeJiort. 

Wir baben diese Entwicklung in mogliclist kurzer Weise vor- 
getragen^ obne besonders von denjenigen Punkten unserer Curve zu 
reden, die im unendlicli ■ weit liegen^ d. h. denen unendlicli grosse 
Werte unserer Coordinaten w zugehoren. Wollen wir aber genauer unter- 
sucben, so werden wir zu demjenigen analytiscben Htilfsmittel greifen 
miissen, ohne welcbes allgemeinere Untersuchungen uber algebraiscbe 
Ourven uberhaupt undenkbar sind, mm ELillfsmittel der homogenen 
Coordinaten. Statt der v G-rossen — i fubren wir alsdann 

die Verlidltnisse von (y + 1) Grossen Xq, - • Xv ein, indem wir etwa 
scbreiben: 

(5) I * - • I Wv^X \ 1 ‘ * I Xv, 

und verwandeln so die rationalen ganzen Functionen Y, X der w, die 
wir gerade betrachteten, in rationale ganze Jiomogene Functionen 
der X (sogenannte Formen der x). Wir wollen dies hier fur die 
allgemeinen Functionen (3) nicht weiter ansfubren^ beschranken uns 
vielmehr jetzt auf die linearen Functionen: 

(6) ^0 "h c^i/— 

Indem wir dieselben in die Gestalt setzen: 

X ^ 

* 

erkennen wir, dass die oo-fernen Punkte unserer Curve (die durcb 
Xr^O ausgescbnitten werden) mit jedem Punktsysteme Equivalent sind, 
das von einer beliebigen „Ebene": 

^8) Xq -j- ' ' Hi” ^ — Ox,/ == 0 

ausgesclinitten wird, und dass wir den oo'*' Ebenen entsprecbend, die 
es in unserem JBv giebt, aixf unserer Curve eine v-fach mtendliche 
lineare Sohaar dgmvalenier Punktsysteme besitzen. 

Und nun erinnere man sich der Auffassungsweise der projectiven 
Oeometrie, Vermoge derselben erscheint das Ooordinatensystem der x 
nur als eines unter unendlicb vielp gleichbereehtigten, welche letztere 
gegeben sind durch: 
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(9) Xi = Baij^Xhi (iy X; = 0, •• - \a^J,\'^ 0) 

Tind also aus jenem System durch lineare Substitution entspringen. Es 
kommt dies darauf hinaus, dass wir zur Darstellung der Curve an 
Stelle der (v + 1) Ebenen Xj^ — 0 irgend (v + 1) linear-unabbangige 
Ebenen xl = 0 setzen diirfen. Im Hinblick auf die Punktsysteme, 
welche auf unserer Curve von den Ebenen des Coordinatensystems 
ausgescbnitten werden, findet hierin offenbar unser oben aufgestellter 
Grundsatz, dguivalmte JPunMsysteme als gleicliberecMigt m hetracMen, 
also auch die Darstellung einer linearen Schaar dguivalenter FunJctsysteme 
nicht gerade auf bestimmte eimelne dieser Systeme m grundm, seinen 
pracisen Ausdruck, Folgeweise werden wir fortan die Curve des Fv 
durchweg im projectiven Sinne betrachten*). Zwei Curven, welche 
durch eine Substitution (9) in einander iibergefiihrt werden kbnnen, 
erscheinen uns daun als identisch. Wir haben also der i/-fach unend- 
lieheu linearen Schaar aquivalenter Punktsysteme (8) entsprechend in 
diesem Sinne eine einzige, vollig bestimmte Curve des In dem- 
selben Sinne wird jeder einfachy meifachy . . . unendlichen linearen Schaar 
dguivalenter Funktsysteme, die wir auf der Biemann^ schen Fldche con- 
struieren mbgen, jedesmal eine wohlbestimmfe Curve des B^, iJg, • • • ent’^ 
spf'cchen. Dies ist nun die endgiUtige Auffassungsweise, zu der wir 
hier durchdringen wollten, und mit der wir in den folgenden Para- 
graphen zu arbeiten haben werden. 

§ 11. Von den Normalciirven Cm- 

Die linearen Schaaren aquivalenter Punktsysteme, die wir vorhin 
auf einer Eiemann'schen Flache unterschieden, konnen nach ver^ 
schiedenen Riicksichten in Arten geteilt werden. Jedes System vor- 
gegebener m Punkte gehort nach dem Riemann-Roch'schen Satze, wie 
wir bereits bemerkten, einer (m — jp + unendlichen linear^ 

Schaar an, Hier liegt es nun am nachsten zu unterscheiden, ob t = 0 
Oder >0. Im ersteren Falle sprechen wir weiterhin von einer all- 
gemeinen, Schaar, im zweiten in Anlehnung an die Ausdrucksweise 
des § 7 von einer „Specialschaar^‘**), A her es ist ein anderer Unter- 


*) Unter algebraischen Gesichtspunkten ffihrt die Entwicklung des Textcs 
dabin, auf der Curve des allgem eiu die aus den x^, zu bildenden 

JTormen im Sinne der Imariantentheorie zu betracbten. Wir werden spU»ter bei 
Gelegenheit auf diesen Godanken zuriickgreifen und verweisen hier cinstweilen 
auf die Darstellung bei Klein: Zm Theorie der AheVsckm FuncUonm (Math. 
Ann. Bd. 36, 1889). 

**) Of. Brill und Ndther, 1. o. 
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soMed, auf den wir Mer vor allem unsere Aufmerksamkeit rickten 
wollen. 

Wir miissen zu dem Zwecke vorab einen etwas sclimerigen Punkt 
erlautern*). Sind m Pankte naebi Belieben gegeben, so kanu es sein, 
dass einer oder auch mehrere dieser Punkte alien den 00 "^"’-^+'*^ Punkt- 
systemen^ die mit dem System der gegebenen Punkte aquivalent sind^ 
gemeinsam ist. Es tritt dies dann ein, wenn in den (m — 1}; oder 
(m — 2), • • * tibrigen Punkten (ir + 1), bez. (t + 2), • • * Functionen tp 
verscbwinden. In der That wird dann die Gesamtheit der mit den 
(ni — 1), (m — 2); • • • bleibenden Punkten aquivalenten Punktsysteme 
ebenfalls sein: So fern wir aho von dem festliegenden 1*®^, 2*®^ • • • 

PunTcte abselien, kommen wir auf dieselhen Punktsysteme^ mogen wir von 
d&n m gegebenen Punkten oder von den (m — 1), den (m — 2), * • • aus- 
gelien. Die fraglichen Punktsysteme enthalten eben nicht mehr je m, 
sondern nur noch (m — 1) bez. (m — 2), • - ' bewegliche Punkte. — Dieser 
Moglichkeit gegeniiber werden wir nun eine naheliegende vereinfachende 
Verabredung treffen. Wir werden festsetzen, dass wir bei jeder vor- 
gelegten linearen Schaar aquivalenter Punktsysteme immer nur die 
beweglichen Punkte der einzelnen Systeme ins Auge fassen imd die so 
entstehende Zahl mit m bezeichnen wollen. Nur vermoge dieser Ver- 
abredung sind die folgenden Satze genau. 

Die Unterscheidung, welche wir in die Theorie der linearen 
Schaaren einfuhren wollen, ist nun diese. Es sei eine Schaar gegeben, 
bei welcher das einzelne System m (bewegliche) Punkte enthalt. Dann 
ist die betreffende Schaar entweder mit der Gesamtschaar identisch, 
welche sich zu ihrem einzelnen Systeme von m Punkten nach dem 
Riemann-Roch’schen Satze hinzuconstruieren Tasst und (m — p + r)-fach 
ausgedehnt ist, oder sie ist in dieser Gesamtschaar nur enthalten. 
Im ersteren Palle wollen wir von einer Yollschaar^ im anderen von 
einer Teilschaar reden. Die Zahl v der in einer Teilschaar vorkommen- 
den Parameter ist naturlich < (m — JP + 

Wir betrachten jetzt wieder die Curve des jBv. Da unser Punkt- 
system mach Voraussetzung je w bewegliche Punkte enthalten sollte, 
wird die beziigliche Curve, wenn anders wir sie als einfach iiberdeckt 
annehmen diirfen, die Ordnung besitzen, sie ist eine Cm- Jetzt 
unterscheiden wir, ob wir von einer Yollschaar oder einer Teilschaar 
ausgingen. Im ersteren Palle ist 

(1) ^ = jp + rj 

wir sprechm dann von einer Normalcurve OU. Ersichtlich haben neben 


♦) Of, Brill und NOther, 1. c.. 
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den Normalcurven die anderen CU (die den Teilschaaren entsprechen) 
nur eine untergeordnete Bedeutung. Alle diese in niederen Hdumen 
gelegmen Cm Tionnen ndmlicJi aus der migehdrigen Normalcurve des 
durch wiederholfe Projection abgeleitei werden. In .der That 
wird sich ihre analytische Darstellung aus der folgenden Formel: 

(2j - : 1 = ‘ 

'welche zur Normalcnrve fuhrt, dadnrch ergeben, dass man einige der w, 
d. h. der ce, weglassl Umgekehrt ist die Normalcurve Cm. selbst sicher 
nicht Projection einer in einem hoheren Raume enthaltenen Curve 
^tex Ordnung. Dies sehliesst nicht aus, dass sie Projection einer Curve 
von der Ordnung (m + 1), (m + 2)^ • • • sein mag; wir werden die 
betreffende Projection dann nur so auszufGhren haben, dass sie von 
einem Punkte aus geschieht, welcher der zu projicierenden Curve selbst 
angehort (alsdann namlich sinkt bei der Projection die Ordnung der 
Curve, wie wir hier nicht weiter ausfiihren wollen). 

Der Vollstandigkeit wegen wollen wir jetzt doch auch noch den 
Fall mehrfach uberdeckter Normalcurven in Betracht ziehen, Handele 
es sich um eine ft-fache 'O'berdeckung, wobei also unsere .Normalcurve 

eine /x-fach zahlende Curve der Ordnung — isi Da ist nun auf Grand 

elementarer analytisch-geometrischer tFberlegungen klar^ dass in einem 
Raume von (m — p + r) Dimensionen keine Curve eigentlich enthalten 
sein kann, deren Ordnung <m — jp + r ware (jede Curve niederer Ord- 
nung, die dem angehort, ist bereits in einem Raume niederer 

Dimension enthalten). Daher ergiebt sich die Ungleichung , die uns 
spater ntitzlich sein wird: 

— > m p A- 

Oder 

(3) iLt< 

§ 12. Die rationalen “cmd die elHptischen Normalcurven insbesondere. 

Wir specificieren jetzt die AusfUhrungen des vorigen Paragraphen 
fur die beiden niedersten Falle p 0 undjp«=l, in donen beiden 
gegeniiber der allgemeinen Theorie die’ besondere Vereinfachung ein- 
tritt, dass die Zahl x des Riemann-Roch'schen Satzes stets gleich Null 
ist, Hierdurch kommen die Oomplicationen, die zu Anfang des vorigen 
Paragraphen besprochen wurden, bei ihnen von selbst zum WegfalL 
Was zunacbst den Fall p 0 angeht, so haben wir bei ihm als 
einfachste auf der Riemaun'schen Flache existierende Functionen die 
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Hauptfunctionen (vgl. § 1; p* 533 u. £), von denen wir hier gleich eine, 
die wir 0 nennen wollen^ der BetracMiing zu Grunde legen. Ferner^sei 

* * */ 

eine erste Reihe von m Stellen der Flachej, 

9 ^ 2 ? * * “9 

eine zweite solclie Reihe. In 

- a{) {z 

haben wir dann eine znr Flacbe geRorige algebraische Function, welche 
in den Punkten a (und nirgendwo sonst) verscbwindet und in den 
Punkten & (und nirgendwo sonst) unendlich wird. Wir sehen: Je 0 wei 
Systeme von m Funkten sind auf der Fldche einander dquivalent, Es 
stimmt dies mit der Abzahlung des Riemann-Roch’sclien Satzes (cf. 
p. 563) iiberein, welcbe fiir jedes System von m Punkten im vorliegenden 
Falle eine m-fach unendlicbe lineare Sehaar von aquivalenten Punkt- 
systemen ergiebt. Es folgt, dass es (fur unsere projective Ajnschauung) 
lyei jp =* 0 im Faume Rm uur eine eiwige Normalmrve Gm, gieht Die- 
selbe ist als rationale Normalcurve Cm in der neueren geometrischen 
Litteratur wotlbekaimt*). Um sie darzustellen; schreiben wir: 

( 2 ) Xq :x^ : * * • : gm{p)9 

unter den g linear-unabbangige ganze rationale Functionen Grades 
von 0 verstanden. Als speciellen Fall haben wir fiir m = 1 die einfach 
iiberdeckte gerade Linie, fiir m = 2 den Kegelschnitt der Ebene, etc. 
tJbrigens giebt es fiir den projectiven Standpunkt tiberhaupt nur eine 
eigentlich im Fm gelegene Gm\ in der That hat jede solche Cm das 
Geschlecht p = Oj wie man leicht aus dem TJmstande folgert, dass 
sie sich durch wiederholte Projection jeweils von einem ihrer Punkte 
aus in eine G-^ des d. h, eine einfache gerade Linie projicieren lasst. 

Ziehen wir nun den Fall p = 1 in Betracht. Als einfach ste zu 
einer Riemann'schen Flache des Geschlechtes 1 gehorige Gleichungs- 
form haben wir friiher die folgende hergestellt: 

(3) = ^p^—g%9 —g%, 

und Mer ist die absolute Invariante fS'eine Constante, welche in keiner 

Weise modificiert warden kann, deren Wert also fiir das betrachtete 
Gebilde jp = 1 charakteristisch ist. Man driickt dies gewohnlich dahin 
aus, dass man sagt: die Gebilde p »= 1 haben einen 3IodMl* Es ist 
dies ein erster wesentlicher Unterschied von dem Falle jp«==0. 

*) Vgl- bexspielsweiso die znsammenhangende Darstellung von Franz Meyer 
in dessen Buche: Apolarit&t untl ra^iond^e Ourven (Tdbingen, 1883), 
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Wir betraehten nunmelir auf dem einzelnen durch (3) gegebenen 
Gebilde lineare Sehaaren aquivalenter Punktsysteme. Der Riemann- 
Rocb’sche Satz ergiebt in dieser Hinsicbt: Jedes System von m Ptinlden 
gelidrt einer {m — lyfacli unendlichen linearen Scliaar an. 

Wir scliliessen daraus, dass es auf unserer'zu (3) gehorenden 
Riemann'scben Placbe im Ganzen einfacb unendlich viele solcber 
linearer Scbaaren von Systemen zu je m Punkten giebt^ und dass 
man also von (3) aus a%if einfach unendlich viele Weisen zu Normal- 
curven Cm de$ i uhergehen hann. Da haben wir bei m~2 die 
doppelt liberdeckte Gerade (von der wir seit lange wissen, dass sie, 
um zum Geschleehte jp = 1 zu gehoren, 4 Verzweigungspunkte tragen 
muss), bei m = 3 die ebene Curve dritter Ordnung, etc. etc. 

Die nahere Betracbtung der solchergestalt entstebenden Normal- 
curven stiitzt man am besten • auf die Theorie der elliptischen Punc- 
tionen. Sei 


( 4 ) 


r dp 

J — hiP — 


On 


das eine zu (3) gehbrige tiberall endliche Integral. Die Coordinaten der 
Punkte der Normalcurve Cm erweisen sicb dann als zu soldi en doppelt- 
periodischen Punctionen von u proportional, die innerhalb des Perioden- 
parallelogramms der w-Ebene m Male verschwinden. Und hier er- 
giebt sich nun eine sehr merkwiirdige Thatsache. Der Pormel 
(5) u — u C 


entsprechend, geht unsere Gleichung (3) auf einfach unendlich viele 
Weisen in sich selbst fiber. Hierbei permutieren sich dann gerade 
die verschiedenen einfach unendlich vielen (m — l)-fach ausgedehnten 
linearen Schaaren von Systemen zu je m Punkten, die wir vorhin fanden. 
Die Polge ist, dass die Normalcurven Cm, welche man diesen verschiedenen 
Schaaren entsprechend von (3) aus aUeiten hann, (wie wir Imrz sagm 
wollen) alle unter einander identisch ausfallm. Wir kommen hierauf 
weiter unten, wo von der Theorie dieser Normalcurven ausffihrlich 
gehandelt warden soli, noch einmal zurfick und begnfigen uns einst- 
weilen damit, auf die Schrift von Klein zu verweisen: Vler die 
elUptischen Normalcurven der n*®”- Ordnung und zugehorigo Modulfuncy 
tionen der n^'^ Stufe (Abhandl. der K. sachs. Ges. der Wiss., Math.- 
phys. Classe, Bd. 13, 1885)*). 


*) Vgl. anch Segre: £emarque$ sur tes tramformaUons unifortma des 
courhes elliptigues en elles-memes, Math. Ann. Bd. 27 (1886). 
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§ 13. Die FaUe jp > 1: die Normalcurve der 97 . 

Unter den verschiedenen Normalcurven, welche einer Riemann’sclien 
Flaclie 2 ? > 1 zugehoren, wollen wir hier etwas naher nur eine be- 
trachten, -welcbe in der Folge besonders wichtig ist. Bezeiclinen wir 
^ linear-unabhangige zur Flacbe geborige iiberall endliche Integrale 
durch jpf so lieferten die p DijBPerentialquotienten 

rn ' Hi. ik. Hl 

^ dz ’ ds ’ " ds 

p linear-unabbangige Funetionen 9 . Diesen Functionen <p wollen wir 
jet 0 t p homogene Verdnderliche Xp proportional setzen^ was 

offenbar darauf binauskonimt, die fortlaufende Proportion zu scbreiben: 
( 2 ) x^i • i Xp = dj^ : : • * • : djp. 

Indem wir mit den Differentialen dj nnsere Riemann'scbe Flacbe be- 
scbreiben, durcblauft der so bestimmte Punkt mit den Coordinaten x 
eine Curve, welcbe dem Raume 1 eigentlicb angebort, insofem 
die tp bez. die dj linear -unabbangig sind, JDiese Curve ist es, welche 
wir fortan als Normalcurve der <p bezeicknen. 

Wir baben friiber geseben, dass die Functionen tp je in (2jp — 2) 
,,beweglicben" Punkten der Flacbe verscbwinden, und dass keiner 
dieser (2jp — 2) Nullpunkte alien Functionen (p gemeinsam ist. Hier- 
nacb ist die Ordnung unserer Curve, sofern wir die Curve f^-facb 

iiberdeckt denken wollen, Aber nun zieben wir Ungleicbung (3) 

p. 566 heran. Wir baben in derselben bier m — 2p — 2, r aber 
«= 1 zu setzen (insofern es sicb ja um Punktsysteme bandelt, in deren 
jedem eine Function 9 ? verschwindet). Dies giebt: 

Wir baben also zwei Falle aus einander zu balten: 

JEntweder ist unsere Curve nur einfach uberdecMf sie ist dann von 
der (Sip — 2)*®“^ Ordnung, und alU zu unserer Miemann^schen Fldche 
gehorenden algebraischen Functionen lassen sich rational durch die Ver- 
hdltnisse der 9 ) ausdriicTcen; — 

Oder wnsere Curve ist doppelt uherdecM, die Curve als solche ist von 
der (p — 1 )*®*^ Ordmmg und demnach (well „eigentlich^^ im gelegen) 

vgm Q-eschledhte Null- 

Wir werden den ersten Fall den allgemeinen, den zweiten den 
hyperelliptischen nenn^n. In der That tritt nur im Falle jp = 2 (wo 
wir als Normalcurve der g> notwendig die doppeltiiberdeckte Gerade 
baben) der hyperelliptiscbe Fall immer ein,- ftir alle grosseren Werte 



570 


III, 2. Weiterfiihrung von Riemann’s Theorie 


von p ist er als Ansnalimefall aufzufassen. Indem wir ims vor- 
behalten, sogleicli noch genauer auf den hyperelliptischen Fall einzu- 
gehen, fiigen wir tier noch eine besondere Bemerkung iiber den all- 
gemeinen Fall bei. 

Wir haben friiher gelernt, dass alle auf einer Riemann’schen 
Flaehe existierenden Specialfunctionen sich als Quotienten linearer 
Verbindungen der g? darstellen. Es kommt dies jetzt darauf hinaus, 
dass alle auf der Flacbe existierenden Specialschaaren aus* unserer 
Normalcurve der g) durch lineare Aggregate (Biischel, Biindel etc.) 
von Elenen ausgeschnitten werden. Seien 

^1 = 0 , ^ ‘ = 0 

V linear -unabhangige Ebenen, welche ein solches lineares Aggregat 
festlegen, 

ipv + i = 0 ^ • • = 0 

seien weitere {p — v) unter einander und von den linear- 

unabhangige Ebenen. Schreiben wir dann^ indem wir Punktcoordi- 
naten y einfuhren: 

(3) 2/i * 2/2 • * • • • Vv = •• ^2 : • •.* • 

so haben wir die unserer Specialschaar entsprechende Specialmrve^ 
schreiben wir entsprechend 

(4) - = 

so haben wir, auf das Ooordinatensystem der y bezogen, unsere 
anfangliche Normalcurve der g). Nun geht Formel (3) aus Formel (4) 
hervor, indem wir beiderseits die letzten {p — v) Glieder weglassen: 
Die Specialcurve entsteht also aus der Normalcurve der <p durch (jp — v)- 
malige Frojection. 

Dbrigens ist die Frage nach der Art der in jedem Falle existieren- 
den Specialcurven eine solche, die nicht fur alle Curven eines Geschlechtes 
p gleichzeitig zu beantworten ist, bei der vielmehr Artunterschiede 
gemacht werden mtissen (cf. p. 555). Wir werden hieriiber also auch 
keine allgemeipen Untersuchungen anstellen, verweisen vielmehr schon 
hier auf die verschiedenen, auch in allgemeinerer Hinsicht interessanten 
einzelnen Falle, mit denen wir spilter zu thun haben werden ’*'). 

’*') Wegen naherer Angaben fiber die Kormalcurve der tp und der axis ihr 
abzuleitenden Specialcurven vergleiche insbesondere Weber: fiber gewisse in der 
Theorie der AbeVecJien FuncUonen (mftreterde Ausndhmefdllc, Math. Ann. Bd, 18 (1878), 
KOther: Jjfber die invariante Baretelhmg algebraiecher FuncHonen, Math. Ann. 
Bd. 17 (1880), sowle kloinero Notizen von Kraus und von NOther in Bd. 16, 
bez. Bd. ^6 der Math. Ann. (1879, 1886). 
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§ 14. Die S*alle ^ > 1 : Der byperelliptisclie 5*aU- 

Als Normalcurve der <p hatten wir im hyperelliptischen Palle 
die doppelt uberdeckte C^ — i des Eine solche Q,'— i kann 

iramer, als vom Geschlechte Null, auf eine gerade Linie eindeutig be- 
zogen werden. Das kyperelliptische Gebilde kann also stets durcb eine 
doppeltuberdeckte gerade Linie (oder, in anderer Spracbe, durcb eine 
zweiblattrige Riemann’sche Flacte liber der ^-Ebene) versinnlicht 
werden. Die beiden Blatter werden dabei, damit das Gescblecbt =jp 
werde, in 2p -f-2 Punkten zusammenhangen mussen. Sei = 0 

die Gleicbung, durcb welcbe wir diese 2jp + 2 Punkte (Verzweigungs- 
punkte) festlegen konnen. _Es mussen sicJi dann die sdmtlichen mm 
Jiyperelliptischen GS>iLde gehorigen algebraischen Functionen rational durcli 
^ und y/ 2 ^+ 2 (^) darstellen lassen. Insbesondere aber merken wir ims 
den leieht indirect beweisbaren Satz: Jede unserem Geiilde angehorende 
aweiwertige Function ist linear in 0 , 

TJmgehehrt erweist sicli das dtirch definierte algehraische 

Geiilde (wofern nur / 2 i>+ 2 (^) = 0 lauter getrennte Wurzeln bat) in 
alien Fallen als hyperelliptisches Gebilde vom Geschlechte j?*). Es ergeben 
sicb namlich 



als die zugeborigen Integrals erster Gattung,* und wir baben also: 

(2) : 92 : • - • : 9?^ => 1 : s : - • • : 

Die Terbaltnisse der 9 sind demnacb in der That nicbt im Stands, den 
einzelnen Punkt des Gebildes festzulegen, nebmen vielmebr jedesmal 
in solehen zwei Punkten, die sicb nur durcb das Vorzeicben der 
Quadrat wurzel YfQs) unterscbeiden, dieselbcn Werte an. 

Mit diesen Satzen sind die byperelliptischen Gebilde so einfacb 
cbarakterisiert, dass es iiberflussig scbeint, nocb langer bei ibnen zu 
verweilen****). 

**') Demnacb ist fur jo > 1 jede zweibiattrige Frache und also ulberbaupt 
jede mit zweiwertigen Functionen hyperelliptisch. 

****) VermSge der Darstellung des Textes erscbeinen die byperelliptischen, Ge- 
bilde als ein GremfaU der allgemeinen Gebilde, der dann eintritt, wenn die 
Normalcurve der 93 , die im allgemeinen eine einfacb zablende ist, ins- 

besondere in eine doppeltzSiblende __ 1 ausartet. Diese Anffassungsweise wurde 
far p 3 von Klein gegeben, siebe dessen Aufsatz: W)er den Verlauf der 
AheVschen Integrate dei den Ourven 4*®*^ Grades^ II. (Math. Ann. Bd. 11 , 1876), for 
allgemeines p wurde sie wobl zuerst von Kraus in der soeben bereits cltierten 
Note ansgesprooben (jBfher ausffergewdhnjiche $pecialgruppen q^uf dlgebraischm 
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III, 2. Weiterfahrnng von Riemann’s Theorie etc. 


§ 15. SchlussbemerkTing. 

Unsere allgemeinen, die Riemann’sclie Theorie der algebraischen 
Functionen betreffenden EntwicMungen sind nunmehr, soweit dieselben 
bier gegeben werden sollten, zum Abscbluss gekoramen. Wir baben 
nicbt nur ftir eine beliebig vorgelegte Riemann’scbe Flacbe Fn die 
Esistenz zageboriger algebraiscber Functionen bewiesen, sondern wir 
baben aucb fiir alle moglicben Falle in bestimmter Weise solcbe 
algebraiscbe Functionen der Fn ausgewablt, in denen sicb die ubrigen 
rational darstellen. Zu solcbem Ende legten wir (um bier kurz zu 
recapitulieren) bei p = 0 eine einzelne Hauptfunction zu Grunde, bei 
p = 1 eine zweiwertige im Verein mit einer dreiwertigen Function, 
etwa geradezu diejenigen, die den doppeltperiodiscben p(u), 
spracben. Bei einer Flacbe Fn mit > 1 batten wir zu unterscbeiden, 
ob ein byperelliptiscbes Gebilde vorlag oder nicbt. In jenem Falle 
war uns eine zweiwertige Function 0 zusammen nait der beziiglicben 
Wurzel yfid), wie wir kurz sagen, ein voiles Functionssystem, in 
diesem Falle konnten wir als derartiges System die Verhaltnisse von 
p ]inear-unabbangigen Functionen g? beranzieben. 

Mit alledem soli aber keineswegs bebauptet sein, dass bei be- 
sonderen Flacben Fn eines boberen p nicbt aucb nocb andere Systeme 
von Functionen existieren mogen, welcbe z. B. das zugeborige System 
der g> an Braucbbarkeit beziiglicb der gerade durcbzufftbrenden Unter- 
sucbungen ubertreffen mogen. Tbatsacblich werden wir solcbe zweck- 
massigere Functionssysteme auf spaterbin zu betrachtenden Flacben in 
ausgiebigster Weise vorfinden. Es sind dies ubrigens in der Mebrzahl 
der Falle Systeme von Specialfunctionen, d. b. also von solcben Func- 
tionen, deren einzelne sicb als Quotient zweier linearer Verbindungen 
der fp darstellt. 

Gwrven, Math. Ann. Bd. 16, 1879). Man hatte bis dahin den hyperelliptiscben 
Fall dem allgemeinen Falle gegeniiber mebr oder minder als wirklichen Aus- 
nahmefall angeseben. 



Drittes KapiteL 

Allgemeine AnflSsang des functionentheoretisclieii GrrnndproWems. 

Wenn wir jetzt nacli Massgabe des p. 141 formulierten functionen- 
tbeoretischen Grundproblems fur die einzelne Untergruppe der Modul- 
gruppe r zugeborige Modulfunctionen aufsuchen wollen, so ist es bei 
dem von uns gewahlten Gange' der Darstellung von grundlegender Be- 
deutung, dass wir fiir eine bier in Betracbt kommende Gnippe von 
vornberein eine Function kennen, die gerade im Sinne unseres Problems 
bei allm Substitutionen dieser Gruppe und nur bei diesen • unverandert 
bleibt. Wirklicb gebort ja in dieser Art die eindeutige Function ^(Gi) 
zur Gesamtgruppe f selbst, wie wir scbon oben (p. 113 u. f.) in aus- 
fiibrlicber Weise erorterten; des naberen fanden wir gerade die einfacb 
bedeckte J'-Ebene als conformes Abbild eines einzelnen Doppeldreiecks 
der Modulteilung. 

Die erneute Heranziebung der Function J{(o) bat nun aber nicbt 
nur die Bedeutung fiir uns^ dass wir vermoge derselben das funetionen- 
tbeoretiscbe Problem in einem Specialfalle losen konneU; vielmebr 
werden wir e7(co) bier zu einem sebr viel weitergebenden Gebraucbe 
beranzieben. Wir wollen namlich die Existenz und Eigenart von 
Modulfunctionen aucb fiir die ubrigen Untergruppen der Modul- 
gruppe jetzt dadurcb erscbliessen, dass wir diese Modulfunctionen 
nicbt sogleicb in ibrer Abbangigkeit von o, vielmebr als Functionen 
von J auffassen. Gerade in diesem Umstande ist die ebarakteristiscbe 
Wendung des Gedankens begriindet^ welcbe der nun darzustellenden 
Tbeorie das Geprage giebt; und man wird bald seben, wie uns eben 
bei dieser Fassung unserer Aufgabe der Excurs des vorigen Eapitels 
die Hulfsmittel zu ibrer Durcbfubrung an die Hand giebt. In der 
That ist es das Miemcmn^sche lExistemtheorem' der vorigen Eapitel, 
Welches uns nun zugleicb den JExisten^ieweis der gesucMen Modulfunctionen 
fiir alle Untergruppen liefern wird^ nur dass wir uns dabei auf 
die Behandlung endlicber bescbrankt sehen. 

Indem wir aber die somit umgrenzte Entwicklung wirklicb durcb- 
fiihren^ wird unsere Darstellung den Hobepunkt ejreicben; dem die 
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Melirzahl aller voraufgehenden Untersuchungen zustrebte. Thatsachlich 
darf man es als das Hauptergebnis der ersten bezuglicben Arbeiten 
Ton Klein^j anseben, dass in der nun zu bescbreibenden Weise die 
Anwendung von Eiemann's Theorie auf die zunacbst rein gruppen- 
tbeoretisch-algebraiscbe Fragestellung nacb den Resolventen der Modul- 
gleichung ermoglicht wurde, wobei dann die fertig vorliegende Rie- 
mann^scbe Theorie sogleich eine Menge fruchtbringender Ansatze ergab. 
Die bezuglichen Uberlegungen in allgemeiner Form vorzufuhren, ist 
der Zweck des gegenwartigen Kapitels; sie dureh Einzelbeispiele zu 
exemplificieren, bieten uns die folgenden Kapitel 6e]egenheit, 

Das Fundament fur unsere anzustellende Untersuchung gewinnen 
wir in der in den ersten Paragraphen des Kapitels durchgeftihrten 
Abbildungsaufgabe. 

§ 1. XTmwandlung der Polygene bez. der gescblossenen Plaehen 
in Riemarua’sehe Plachen- 

Sei uns in irgend eine in f enthaltene Untergruppe des end- 
lichen Index vorgelegt, so greifen wir ein Fundamentalpolygon F^ 
derselben beliebig auf und legen selbiges zur gescblossenen Flache F^ 
zusammen. Dabei mbge jedoch der dem einzelnen Punkte des urspriing- 
lichen Polygons eigentximliche Wert iiiit diesem Punkte fest 

verbunden vorgestellt werden, so dass also auch der entsprechende 
Punkt der 'Flache F^, jeweils mit dem bezuglichen Werte J behaftet 
erscheint. Die Werte J, welche ^ solchergestalt auf der Flache F,t 
aufgetragen erscheinen, werden sich dann bei stetigem Fortgange fiber 
die Flache selbst stetig andern^ abgesehen nur von den Ecfcpunkten c 
der auf der Flache liegenden Dreiecksteilung, in welch' letzteren J 
’jedesmal unendlich wird. 

Ein einzelner complexer Wert cT wird nun im ganzen immer in 
^ Punkten der Flache stattfinden, die homolog in den Doppel- 
dreiecken der Teilung von Ff, gelegen sind; wir konnen in diesem 
Sinne J durch Ubertragung einer wolalbekannten Ausdrucksweise als 
eine ^-wertige Function auf der Fju. benennen. Solche jU Punkte der 
Flache mit gleichem J sind nun jeweils durchgangig von einander 
getrennt gelegen, wenn der betreffende Wert J von 0, 1, oo ver- 


*) Es sind hiermit in erster Lmie die p, 1421 genannten Abhandlungen im 
l^ten Bande der Math. Ann. gemeint, sodann auch die p. 418 ausfiihrlich genannte 
Note: ifwr Theorie der elUptischen Modulfimctionen^ in welcher letzteren die aus 
den concreten Beispielen der ersten Arbeiten abzuziehonde allgemeine Theorie 
in kurzen Zdgen skizzieit ist. 
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sehieden ist. Dagegen tritt teiiweise Coincidenz der Piinkte fiir die 
besonderen Werte J—1^ 0, oo ein^ welche bez. in den Punkten a, e 
der Einteilung von stattfinden. Aus der gegenseitigen Gruppierung 
der Dreiecke auf der (cf. p. 345) entspringt in dieser Hinsicbt ohne 
weiteres: Die ft Diinkte der mil J = 1 liegen entweder alle mn 
einander getrennt, cder sie coincidie^'eft teiiweise oder gam zu Paaren; 
desgleichen liegeti die ft PiinMe mit J = 0 entweder durekweg getrennt, 
Oder sie coincidieren teiiweise oder ganz zii je dreien; endlich Mnnen die 
ft Punkte der mit J = oo in irgendtvelclmi MultvpUeitdten an den 
Stellen c zusammenfallen. 

Die gescblossene Placbe F^ (und damit zugleicb das urspriinglicbe 
Polygon) soil nunmebr vermoge der solcbergestalt auf derselben ge- 
troffenen Werte verteilung des J auf die Ebene der complexen Varia- 
belen J abgebildet werden. Die Durcbfulirung dieser Aufgabe ist-uns* 
ihrer Art nach durcbaus nicht fremd; vielmebr wolle man bemerken^ 
dass dieselbe in alien wesentlicben Punkten tibereinstimmt mit der im 
vorigen Kapitel ofter kerangezogenen Operation, eine ^-blattrige 
Riemann’sche Flache durcb eine ibrer m-wertigen algebraiseben Pune- 
tionen auf eine «^-biattrige zu tibertragen. Wirklicb baben wir ja 
aucb schon soeben J als eine ft-wertige Function der Flacbe Ffi be- 
zeiebnet und' erblicken nun sofort: Als JJbhild der geschlossmen Flache 
Ffj, mtsjgringt iiber der J-Ebene eine geschloss&ne g.~ildttrige Pie^gnn^sche 
Flache, die wir nun dem fruberen Brauebe gemass sogleicb selbst wieder 
Ffji nennen wollen. Die ft sebraffierten Elementardreiecke der ge- 
scblossenen Flacbe deren jedes ja bei seiner' urspriinglicben Lage 
in der (u-Halbebene allererst ein Abbild der positiven J'-Halbebene 
war, liefern jetzt umgekebrt wieder die g, positiven Halbblatter der 
Riemann'seben Flacbe Ffi] desgleieben entspringen aus den ft freien 
Dreiecken die ft negativen Halbblatter unserer Riemann’seben Flacbe. 

Vor allem aber ist es wiebtig, dass wir uber die Verzweigung 
der gewonnenen mebrblattrigen Flacbe sofort bestimmte Angaben macben 
konnen. Wir baben zunaebst: Bei einer von J=l, 0, oo verschiedenen 
Stelle werden jedenfalls alle ft Blatter isoliert perlaufen; denn auf der 
im Raume gelegenen Flacbe JF^ fand ein von 1, 0, oo versebiedener 
Wert J" immer in ft durcbgebends getrennten Punkten statt. Ver- 
zweigungspunkte werden demnacb notwendig nur an diesen drei 
speciellen Stellen J'= 0, oo eintreten konnen, und zwar finden wir 

fUr diese offenbar: Bei J" = 1 verlcmft das emzelne BlaU wnser&r Bie- 
mcmrlscken Flache Ff^ entweder isoliert, oder e$ hdngt noch mit einem 
meiten zusammen; id J=iO ist das dnzelne Blatt entweder isoliert, 
oder es ist eines von d/rd eyclisch veriv/ndmen; die hd J = oo eintreten- 
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den Vermeigungen sind mn vornherein nicht ndJier angebbar, vielmehr 
dUrfen Mer die Blatter m beliebigen Anmhlen in Vermeigiingsjgunkten 
cyclisch msammengeordnet sein. 

Bemerken wir weiter, dass das Geschleclit jg, welclies der Rie- 
mann'selieii Flache nach Formel (2) p. 494 zukommt, selbstver- 
standliclier Weise identisch ist mit dem Geschleclite das wir im 
vorigen Abschnitte (p. 331) dem zu Grunde liegenden Polygon 
bez. der Gruppe zuerteilten. Diese letztere Zahl p war ja das 
Geschleclit der im Raume geschlossenen Flaclie -Fu? nnd diese muss, 
als wecbselweise eindeutig auf die fi-blattrige Riemann'scbe Flacbe 
bezogen, zu demselben Geschlechte gehoren, wie die letztere. WirMicb 
handelt es sicb aucb beide Male, (2) p. 340 und (2) p. 494, bei der 
Berechnung Yon p uni die namliche Formel. 

Unsere gerade gescbelienen Entwicklungen steben in engster Be- 
ziehung zu den Erorterungen in I, 3, § 1 (p. 65 u. £), wobei freilieh 
der damals durcblaufene Gedankengang dem hier vorliegenden gerade 
entgegengesetzt ist. Damals baben wir ^-blattrige Riemann’scbe 
Flacben (des Geschlechtes p = 0) in einfacb bedeckte geschlossene 
Flachen (namlicb Kugeloberfiaclien) mit einer Einteilung in g, Bereiche 
verwandelt. Hier baben wir umgekebrt unsere in g Doppeldreiecke ge- 
teilte gescblossene Flacbe JP^ in eine fi-blattrige Riemann'scbe Flacbe 
uber einer Ebene umgesetzt. Dabei ist sebr zu betonen, dass unsere 
jetzigen Voraussetzungen insofern allgemeinere sind, als wir ja hier 
von einem ganz beliebigen Gescblechte p handeln, wahrend die soeben 
citierten Entwicklungen (p. 65 u. f.) durcbaus p = 0 voraussetzen**'). 
Wie iibrigens damals die Kugeloberflacbe mit ibrer Einteilung in 
mancbem Betracbt sebr viel zweckmassiger war als die beziiglicbe 
mebrblattrige Riemann'scbe Flacbe, so werden wir aucb in der Folge 
baufig fur die ft-blattrige Flacbe iiber der J"» Ebene die im Raume 

*) Auf die Verallgemeinerung fur beliebiges Geschlecht baben wir bereits 

p. 69 bingedeutet. Gerade wie wir bier an Stelle unserer f*-bllittrigen lliicben 
liber der J"- Ebene die im Eaume gescblossenen Elilcben setzon kCnnen, lassen 
sicb liberbaupt beliebige mebrblattrige Eiemann’scbe PllLcben eines beliebigen 
Geschlecbtes in einfacb bedeckte gescblossene im Baume gelegone Eiacben um« 
setzen. Man vergleicbe in diesem Betracbt die scfaon oft genannte Scbrift von 
Klein fiber Eiemann, sowie die bezuglicbe Note auf Seite 643. In dieser Scbrift 
handelt es sicb fibrigens, wie wir betonen mfissen, durobweg um conforms Be- 
ziebungen der gewfibnlicben Eiemann’scben Flilcben auf im Eaume gescbloBsene 
Flacben. Im Texte, wo die letzteren Flacben nur zur Veranechauliobung der 
allgemeinen Zusammenbangsverbaltnisse berangezogen werden, genfigt es, wenn 
wir eine stetige eindeutige Beziebung zwiscben der mobrblattrigen Eiemann^scben 
Flacbe und der raumlicben F^ festlegen. 
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gelegene Flaehe mit ihren ft Doppeldreiecken an die Stelle setzen, 
welche letztere wir in diesem Sinne geradezu als ^^die im Ramne 
gelegme Biemann'sclie Flaclie F^^ bezeichnen'^'J. Dieser Ersatz der 
mehrblattrigen F^^ ist bei mancben anscbaulicben tJberlegungen nahezu 
unentbehrlich, so z. B., wenn es gilt, den besonderen Charakter ans- 
gezeiclineter Yermoge anschaulicber Eigen schaften der zu be- 
zeicbnen (cf. p. 333 u. £, sowie die weiter nnten in § 8, p. 599 u. f. 
folgenden Entwicklungen). 

Lasst sicb tibrigens (wie soeben nnter dem Texte bemerkt) eine 
mebrblattrige Placbe obne Zerreissen stets in eine einfack bedeckte, 
im Raume geschlossene Flacbe Yerwandeln, so werden insbesondere alle 
^-blattrigen Flacben uber der c7-Ebene, welcbe nur bei J‘= 1, 0, oo, 
und zwar dort in der cbarakteristiscben Weise verzweigt sind, im 
Raume geschlossene Plaehen liefern, deren Einteilung in /x Doppel- 
dreiecke den Bedingungen des Verzweigungssatzes (p. 345) geniigt. 
Wir haben also das Resnltat**) : Jede yb-hiattrige ^iemann'sche Fldche 
he^eichnefer Art des Geschlechtes p iiher der J-Fhene definiert gerade in 
der ndmlichen Weise, wie die im Raume gelegene ein System gleich- 
berecMigter Vntergruppen des Index yu und des Geschlechtes ^***). Das 
ist denn die den gegenwartigen Verhaltnissen angepasste Pormulierung 
des Verzweigungssatzes 5 im Hinblick aber auf diese Form unseres 
Satzes, die also von bestimmt verzweigten Flacben fiber der J -Ebene 
ausgeht, wurde bereits oben die Benennung „Verzweigungssatz^^ 
eingefiihrt. 

§ 2. Betrachtting der Eunctionen cd(J) nnd $(J^ anf der 
Riemann’schen FlSche 

Mit der soeben durchgefiihrten Umwandlung des Polygons Ffj, der 
vorgegebenen Untergruppe in eine ft-blattrige Riemann’sche Flaehe 
liber der J- Ebene haben wir nun den vollen Anschluss an die in den 
letzten Eapiteln entwickelte Theorie Rie mannas gewonnen, was im 
Laufe dieses Kapitels des weiteren ansgebeutet werden soil. Wir werden 
dabei die Bezeichnmig F^ haufig zu brauchen haben, und um dann 
immer sogleich kurz angeben zu konnen, ob damit das Polygon in 

*) Vgl. Math. Ann. Bd. 14, p. 162. 

Will man die Umsetzung der ^^-blattrigen Flaehe in eine im Baume ge- 
schlossene Gestalt an dieser Stelle vermeiden, so lassen sioh Ubrigens auch alle 
oben (p, 346 u. f.) zum Beweise des Verzweigungssatzes beigebrachten tJber- 
legungen in*leioht ersichtlicher Weise direct an die ft-blattrige Flaehe uber der 
cT- Ebene anknupfen. 

***) V&l* Math. Ann. Bd. 14, p. 128. 

Klein-Fricke, ModulfutuctioxieiiL. 37 
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der co-Halbebene oder die Flache tiber der J’-Ebene gemeint ist, moge 
das erstere nocb genauer die letztere aber Fjf^ genannt ■werden. 

Ffi schlecbtweg bebalten wir etwa fur die im Raume gelegene 
Riemann'scbe Placbe vor, wahrend die voriibergebend aucb zu 
braucbeBde Bezeicbnung F^f^ das in die zur bezugliehen s- Function 
geborende Dreiecksteilung (2, 3, n) eingelagerte Polygon sein soli, 
tibrigens werden wir uns dieser specielleren Bezeicbnungen nur so lange 
bedienen, als es der Deutlichkeit wegen wiinschenswert erscbeint. 

Bevor wir auf diejenigen Functionen von J zu sprecben kommeu^ 
welche nach dem Riemann’schen Existenztbeorem auf der Flache 
existieren^ ziehen wir hier zur umfassenderen Begriindung der im vorigen 
Paragraphen hergestellten Beziebung zwiscben Fjf^ und der a)-Halb- 
ebene die Function cD(e7) in ibrem Verbalten auf der Riemann'schen 
Flache F^^ in Betracbt. Diese Auffassung von als einer auf F}P 

existierenden Function begriinden wir etwa dadurcb^ dass wir die im 
Ausgangsdreieck der oj-Halbebene stattfindenden Werte o als Functions- 
werte cd(J) in das bezugliche Blatt von FjP ubertragen denken, um 
von bier aus analytiscbe Fortsetzungen Tiber die Flache bin zu ver- 
anstalten. Die Haupteigenschaften dieser Function (o(J) der F^^ 
werden wir zweckmassig unter Zugrundelegung der im Raume gelegenen 
Riemann’schen Flache F(,t wie folgt bescbreiben: 

Fie Function c3(J) ist jedenfalls in der TJmgebung jedes FunTctes 
der Ffty ausgenommen die Ecken a, }>, c der Teilung^ endlich, eindeutig 
und stetig, Haben wir aber in einer Ecke a einmal coq als einen dort 
stattfindenden Wert von co erreicht, so ist dort bekauntlicb in erster 
Annaberung (co — coq) — Ci^YtT — 1, wahrend wir entsprechend in 
einem Punkte h annahernd (co — coq) —c^YJ erhalten*). Wir finden 
so: Auch in der ITmgebung eines Punhtes a oder h ist oo(J) eindeutig 
und stetig, wofern derselhe von vier ieis. seeks Elementardreiecken umgeben 
ist; cmdrenfalls aber ist m(J) dort in sofort ersichtlicher Wme vensweigt 

Haben wir endlich in einem Punkte c fiir (o{J) den Wert ^ erreiebt, 
so gilt dortselbst in erster Annaberung : 

y) 7“ iog ’J"' 

wobei J im Punkte c algebraiscb v-fach unendlich wird, unter 2v die 
Zabl der Elementardreiecke verstanden, die den fraglichen Punkt c um- 
geben. Indem also hier entweder (o selbst oder eine geeignete lineare 

***) Man vergleiche die spociellen Formein (1) p. 100* 
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Function von m logarithmiscli unstetig wird, ist jeder ein^elne JPmikt c 
ein Yersioeigungspmikt fur zmsere Function co(c7), in tvelchem une>idlich 
vide Ziveige derselbrni zusammenlidngm. 

Anschliessend hieran stellen wir diejenigen Eigenschaften von 
cj(f7) zusammen, welche den Periodicitatseigenschaften der Integrale 
entsprechen. Wir haben da durch directe Ubertragung wolilbekannter 
Eigenscliaften von co den folgenden Hauptsatz: Die analytiscJie Function 
CO (J) der Ffj, substihiiert sicli hei DurcMaafung irgend welcher gesclilossener 
Wege auf der Riemann^ scJien FldcJie, allgemein m reden ^ gebroclien 
linear^ mogen wir mm mit einem eigentlichen Feriodenwege m thun 
Jidben oder niclit; die tinveranderte Reproduction des co rechnen wir 
dabei als identisebe Substitution mit ein. Obne auf die dabei ein- 
tretenden Einzelheiten nocb naher einzugeben, wollen wir bier so- 
gleicb eine derartige Zerscbneidung von einfiibren^ dass in der 
entspringenden zerscbnittenen Flacbe (o{J) eine eindeutige Function 
des Ortes ist; wir isolieren solcbergestalt einen einzelnen Zweig der 
analytiscben Function co((7). Zu diesem Ende ist vor allem ein 
normales Querscbnittsystem berzustellen, bestebend aus zweck- 
massig gezogenen Linien a*-, Ci. Hieriiber binaus miissen wir be- 
acbten, dass c»((7) in alien Punkten c und moglicberweise aucb in 
einigen Punkten a, 6 verzweigt ist. Von jedem einzelnen dieser Ver- 
zweigungspunkte aus miissen wir einen einzelnen Scbnitt bis an das 
scbon gezogene Querscbnittsystem beranfiibren; docb sollen diese bin- 
zukommenden Scbnitte weder sieb selbst iiberkreuzen, nocb unter 
einander collidieren. Man bemerkt sebr leicbt; dass aucb nun nocb 
die beiderseitigen Ufer aller gezogenen Scbnitte eine in sicb zuruck- 
laufende Randcurve fiir die zerscbnittene Flacbe abgeben. 

Aus der gegenseitigen Beziebung der Flacbe und der co-Halb- 
ebene*) (auf die wir iibrigens sogleicb nocb etwas ausfubrlicber zuruck- 
kommen miissen) folgt jetzt sebr leicbt, dass co(e7), auf die nun zer- 
schnittene Ffi eingescbrankt, eindeutig vom einzelnen Punkte abbangt. 
Hierbei werden die am einen Ufer eines der Scbnitte stattfindenden 
Werte von aus den jeweils am gegeniiberliegenden Ufer ein- 

tretenden Werten durcb eine lineare Substitution entspringen, und 
diese Substitution bleibt die namlicbe jedesmal fiir eine derartige 
Strecke des einzelnen Schnittes, welcbe zwiscben den Einmiindungs- 
stellen anderer Scbnitte in. jenen gerade betracbteten Scbnitt verlauft 

*) Cf. p. 346 u. f. 

Dabei werden wir, wie man leiobt bemerkt, l^ngs der Scbnitte c^. 

mit byperboliscben Substitutionen zu ibuu baben, dagegen kommen paraboliacbe 

37 * 
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Wollen wir jetzt die zerschnittene durcli einen einzelnen solcher- 
weise isolierten Zweig von cd(J") auf die Ebene von (d abbilden! Was 
wir so erbalten, ist uns ausserst bekannt: ErsicMlich werdm wir^ 
mruckgefUhrt mm Fundamenfalpolygon F^^ der anfdnglich vorgelegten 
Grujope und gwar eniweder mr ursprunglichm Gestalt von Fj^^ oder dock 
m einer solchen, die aus jener durch erlaubte Abdnderung JiervorgeM^'), 
Indem wir aber in (q(F) eine vieldeutige Function der F^^ besitzen, 
werden die unendlich vielen durch analytische Fortsetzung erreich- 
baren Zweige von g>{J) als Abbilder der zerschnittenen Flache unend- 
lich viele Poly gone liefern, die in ihrer Gesamtheit wohlbekannter 
Weise die ce-Halbebene liickenlos und einfach bedecken. Die gegen- 
seitige Beziehung der Riemann'schen Flache und der ce-Halbebene 
hat somit ihre voile analytische Grundlage gewonnen. — Man wolle 
uberdies noch bemerken, dass es sich jetzt urn eine ganz bestimmte 
conforme Beziehung zwischen der Flache F^^ und der ca-Halbebene 
handelt, wahrend diese Beziehung, wie wir sie im vorigen Abschnitte 
nur erst vorlaufig dachten (p. 346 u. £), noch gewisse hier fortfallende 
Willkiirlichkeiten betreffs der Zuordnung der im Innern der einzelnen 
Dreiecke gelegenen Punkte einschloss. Auch gegeniiber dem vorigen 
Paragraphen haben wir den Unterschied, dass es sich hier um eine 
conforme und nicht nur um eine stetige eindeutige Beziehung von 
F^^ auf F^^^ handelt. 

Die Auffassung von (o{F) als einer zur Riemann'schen Flache F^^ 
gehorenden complexen Function begriindet den Ausblick auf eine sehr 
interessante Erweiterung der Riemann’schen Theorie liber die in den 
beiden vorigen Kapiteln eingehaltenen Grenzen hinaus. Wir konnen 
namlich oflfenbar die Integrale einer Riemann'schen Flache als die- 
jenigen Functionen derselben bezeichnen, welche (neben ihrer Art 
unstetig zu werden) durch die Eigenschaft definiert sind, dass sie hei 
Burchlaufimg geschlossener Wege irgend welche gawe parabolische Suh>- 
stitutionen erfahren. Da ist es denn nur eine durchaus consequente 
Weiterbildung der Theorie, wenn wir nun auf einer Riemann'schen 
Flache auch solche Functionen heranziehen, die sich bei Fiirchlaufung 
geschlossener Wege beliebig linear, aber heineswcgs aussMiesslich parabolisch 
Oder gan 0 substituieren. Das Beispiel einer solchen Function auf 

und elliptisohe Substitutionen fcLr jene zusatzliohen Schnitte, welche von den 
Funkten c bez. a und b ausgehen. 

*) Wollen wir direct zur urspriingliohen Gestalt von zurfiok, so werden 
wir zu Schnitten der Flache offenbar nur Linien der auf der verzeichnoten 
Dreieoksteilung zu gebrauchen haben. 
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unserer ist ein weiteres Beispiel^ das allerdings nieht direct 

zur Sache gehort, besprechen wir Her nocli kurz nebenher. 

In der That soli unsere Her folgende Zwischenbetrachtung der 
Function j \ ^ gelten, welche wir im speciellen anf der 

zu einer ausge^eichneten Ta der Classe gehorenden Fjf^ deuten 
wollen. Erinnern wir vorab an die Bedeutung dieser Function fiir 
die niedersten Werte von n, Bei n = 2^ 3, 4, 5 haben die beziig- 

lichen Plachen Fq \ Fi^j bekanntlich das Geschlecht p — 0^ und 

wir bemerken sofort: Hier ist das zugehorige $ jeweils eine Haujgtfunction 
der F^{n)» Moge weiter ^>5 sein, so hat doch welche in Betracht 
kommende wir anch heranziehen, das Yerzweigungsschema (2, 3, 

Da betrachte man das Verhalten der zugehorigen Function s bei den 
speciellen Werten J= 1, 0, oo (cf. p. 96, 97) und wird ohne weiteres 
den fundamentalen Satz erkennen: 3 ist auf der gcm^en Fldclie Ff.^ {d, L 
mtch in den FunMen a, Z), c der Teilung) eine unver^weigfe Function^ die 
iei Furchlaufung gescMossener Wege sick linear (und mar im allgemeinen 
gd>rocJien') reprodudert 

Die so gewonnene Function muss nun bereits eindeutig sein, 
wenn wir sie auf die nur erst durch die Linien a*, bi zerschnittene 
Plache einschranken. Was sich dabei als Abbild der so zerschnittenen 
in der s-Ebene ergeben wird, ist aus friiheren Untersuehungen 
sofort ersichtlich: Wir gelangen ofPenbar zu dem in der s-Bbene ein- 
gelagerten Polygon Fl!\ das entweder der urspriinglichen Gestalt des 
Polygons Fj^^ direct entspricht oder doch durch erlaubte Abanderung 
aus dieser hervorgeht. Umgekehrt entnehmen wir daraus, dass durch 
die Function s die Umgebung jedes PtmJctes der F^P conform auf die 
einfach ledeclcte Ifmgebung eines entsprechenden FunMes der s-Fbene db- 
geUldet wird, wobei sich alsdann die unendlich vielen Bilder der zer- 
schnittenen Plache, die durch die Gesamtheit der Zweige von s geliefert 
werden, in der bekannten einfachen Weise neben einander lagern. 

Wir setzen noch hinzu, dass bei n = 6 die Substitutionen des 
zugehorigen s ganz und zwar parabolisch werden, wofern wir an der 
durch Fig. 32, p. 107 gegebenen particularen Auswahl dieser 5 -Punction 
festhalten: Hier also ist s offenbar ein Integral erster Gattmg der 
Ffj^, und thatsachlich gehorte ja jede ausgezeichnete der secbsten 
Classe dem Geschlechte p = 1 an, womit sich das isolierte Auftreten 
dmes Integrals erster Gattung motiviert. In hoheren Fallen erscheint 
also die Function s als Verallgemeinerung der Hauptfunction bei 
jP^()^^= 2,3,4,5) bez. des Integrals erster Gattung beijp«*l (%=6)*). 

Wir haben uns bei dieaen YerhSltniseen um so lieber einen Augenblick 
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§ 3 . Die Functionen der FIP in Abhangigkeit von o betrachtet. 

Zufolge der Entwicklungen der beiden voraufgehenden Kapitel 
existieren auf unserer vorgelegten, dnrcbaus specificierten Riemann'scben 
Flaclie algebraische Functionen und deren Integrate. Unter den 
letzteren ziehen wir vorab nnr diejenigen der ersten Gattung heran und 
nennen ein einzelnes solcbes Integral wahrend eine beliebige al- 
gebraische Function der Flache durch 0 bezeichnet sei. Die Aufgabe, mit 
der wir uns bier beschaftigen wollen, ist die, dass wir 0 und j in ihrer 
Abbangigkeit von der gleicbfalls zur F^^ gehorenden Function (X)(J) 
in Discussion zieben, wobei wir dann 0 und j des genaueren als 0(a)) 
und j(G)) scbreiben wollen. Um diese Aufgabe durcbzufiibren, stellen 
wir uns vorab die aus den voraufgebenden Entwicklungen obne weiteres 
entspringenden Satze zusammen: Die unendlich vielen Ahbilder der 
0weckmdssig 0erschnittenen Fj:P , die dm unendlich vielen 2 !weigen der 0ur 
Flache gehorenden Function o)(« 7 ) entsprechen, gehen aus einem unter 
ihnen durch Ausiibung derjenigen Substitutionen o' = Vk{co) hervor, welche 
unsere anfdnglich vorgelegte r« bilden. Aber weiter: Ein gescblossener Weg 
iunerbalb der o-Halbebene lasst sich stets obne Zerreissen auf einen 
Punkt zusammenzieben. Beider 1 -oo-deutigenZuordnung der Flacbei^^^ 
zur o-Halbebene entspricbt einem gescblossenen Wege der Halbebene 
notwendig ein derartiger gescblossener Weg der der sicb ebenfalls 
auf einen Punkt zusammenzieben lasst. Daber erbalten wir das Resultat: 
Fin eigentliclier Feriodmweg der F^f^ giebt, wie wir ihn auch auf die 
(o- Halbebene ubertragen mbgen, dortselbst stets einen Weg, der 0wei be0ug‘ 
lich der aguivalente aber nicht identische FunMe verbindet (cf. p. 346 u. f.). 

Nunmebr ziehe man dasjenige Blatt der Riemann'schen Flacbe 
F^P in Betracbt, welches dem Ausgangsdreieck der co- Halbebene 
correspondiert. Den in jenem Blatte stattfindenden Wortcomplex 0,j 
Hbcrtrage man als Functionswerte 0{g)), jico) in das Ausgangsdreieck 
und wolle von bieraus durch Fortsetzung die analytischen Functionen 

aufgehalten, als den gerade ausgesprocbenen Satzen durcbgebends eine allgemeino 
Bedeutung fur beliebige Biemann’sche Piacben zukommt. Man vergleiche in 
diesem Betracbt die Entwicklungen uber die 7? -Function in der oft genannten 
Arbeit von Klein: Warn Beitrage zur Biemann’ scJien Functionentheorie, Math. 
Ann. Bd. 21 (1882). Tm Verfolg dieser Verhilltnisse findet naan die gosamte 
Theorie der Modulfunctionen eingeordnet als Speoialfall in die allgexneinere 
Theorie der Functionen nait linearen Transform ationen in sich. Wir mtlSsen be- 
trefts der letzteren auf das soeben gegebene Oitat, sowie auf die waiter unten (am 
Schlusse des vorliegenden Bandes) zu machenden ausfCihrlioheren Mitteilungen ver- 
weisen. Dortselbst warden wir dann auch Gelegenheit findon, auf die wichtigen, 
hier in Betracht kommenden Forsohungen Poincard’s Bozug zu nehmen. 
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J(p) terstellen; wir fuhren das unter nochmaligem Gebraucli 
der etwa dadurch aus, dass wir von jenem Blatte der aus Qber 
die Flache hin irgend welche Wege besclireiben und dann immer die corre- 
spondierenden Wege des o einerseits, sowie die Werte ron 0 nnd^’ andrer- 
seits verfolgen. Wie wir die letztere Massnabme auch durchfabren 
mogen, immer werden wir nur auf die positive o-Halbebene einge- 
schrankt bleiben, hier aber aucb jeden Punkt durch zweckmassige 
Wege auf der Placbe F^P erreichen konnen. Daher als erstes Resultat: 
Unsere Fnnctionen j(<x)) exisfieren nur innerhalb der posiUven 

HaTbehene und besitzen in der reellen (o-Axe eine natilrliche Grenze^), 

Moge man jetzt fur irgend einen speciellen Punkt der Halbebene 
im Verfolg der soeben in Aussicht genommenen analytischen Fort- 
setzungen als zugehorige Werte Zq und Jq gefunden haben, so be- 
schreibe man von cDq aus innerhalb der Halbebene einen ganz beliebigen 
geschlossenen Weg nach zuriick. Dieser Weg giebt auf die Plache 
Ffi iibertragen dort einen solchen geschlossenen Weg, der sich ohne 
Zerreissen auf einen Punkt zusammenziehen lasst. Haben wir daber 
am Schlusse unseres Weges in der Halbebene den Punkt Wq wieder 
erreicht, so sind z und j ivieder in ihre an:ffi.Dglichen Werte ilber- 
gegangen. Dem einzelnen Punkte der Halbebene kommt sonach nur 
ein bestimmter Wert von 0 {p), sowie zu, oder in anderen Worten: 
Fie Functionen z{p) und j{co) sind innerhalb des JBereiches^ in welchem 
sie uberhaupt existier&n, eindeutige Functionen des Argumentes co. 

Endlich benutzen wir den Umstand, dass sich ganz allgemein ge- 
schlossene Wege der Flache in Wege zwischen relativ aquivalenten 
Punkten co der Halbebene auseinanderlegen, dass aber auch umgekehrt 
jeder Weg zwischen relativ aquivalenten Punkten to auf der Flache 
einen geschlossenen Weg ergiebt. Offenbar folgt das Resultat: Fie 
Function z((d) behdlt umcrdndert ihren Wert beij wenn man ihr Argu- 
ment CO vermbge eUner mr gehbrenden Substitution Vk transformiert; j{ci) 
nimmt demgegmuber eine der Substitution Vk eindeutig zugeordnete, aber 
von C3 unabhdngige additive Constants c* aw**): 

(1) g{vuioy)) = s(cd), — j(ra) + Ci- 

*) Vergleiche die bez. ErCrterungen p. 110 u. f., die wit bier nicht nocb eiu- 
mal wiederbolen. 

**) Betreffs der EinfUbrung der Functionen z(p) vergleicbe man das zu Beginn 
des Kapitels gegebene Citat. Die jip) sind explicit wobl zuerst in einem speciellen 
Palle von Hm. Po in card in Betracbt gezogen worden (of, dessen Ahbandlung Sur 
Vintdgration algibrique des Equations linMres, Oomptes Eendus, Bd. 97, p. 1189, 1883). 
Die nabere Dntcrsucbung der Functionen j(o}) verdankt man jedocb Hrn. Hurwitz; 
man sebe dessen Note: Zur Theorie der Modulargl&ichungen GiSttinger Nacbricbten, 
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Wir wollen im folgenden Paragrapheri die Eigenart der nun 
gewonnenen Functionen 0 ( 0 ) und j(^ca) noch naher charakterisieren^ 
um sodann in § 5 zu untersucken, inwiefern wir vermittelst derselben 
eine Auflosung des functionentheoretischen Gnmd^roUems zu leisten ver- 
mogen. Vorab bangen wir bier im Anschluss an die Betracbiung 
am Ende des vorigen Paragrapben nocb die folgende tjberlegung an. 
1st s wieder kurz die zur Classe n von geborende Function 

*(4-. i. J), 

SO bemerke man, dass zwiscben der beziiglicben Dreiecksteilung (2, 3, n') 
und der Flacbe Ff^ eine 1-oo-deutige Beziebung besteht, die der- 
jenigen zwiscben der Modulteilung und der Flacbe F^ in alien wesent- 
licben Punkten gleiebt. Insbesondere findet man durcb eine ganz abnlicbe 
TjTberlegung wie vorbin, dass die Functionen ^ und j der Fldche F^\ in 
Abhdngigkeit von s gedeutet, eindeutige Functionen dieses Argumentes sind^ 
die aber nur in dem von der Teilung (2, 3, n) bedeckten Bereiche existieren"^). 

Letzten Endes gedenke man aucb nocb der zwiscben der Teilung 
(2, 3, n) und der Modulteilung p. 356 u. £ begriindeten 1-oo-deutigen 
Beziebung, wobei dem einzelnen Punkte s immer solcbe unendlich 
viele Punkte ay entspracben, welcbe mit einem unter ibnen bezuglicb 
der zugeborigen r{n} aquivalent waren. Wir bemerken jetzt nacb- 
traglicb leicbt: Indem wir s als Function von o betrachten, wird 
durcb s(g}) ein einzelnes Polygon der £{»} gerade einfacb auf den von 
der Teilung (2, 3, n) bedeckten Bereicb abgebildet; diese Function 

3 ( 0 ) erweist sicb dabei als eine eindeutige nur in der positiven 

1883, sowie eino Reihe sicb anschliessender glanzender Publioationen , in denen 
Hr. Hurwitz die fraglicben Functionen von g> auf spater noch zu beaprechonde 
Probleme der Zablentheorio in Anwendung bringt. 

*) Ein entsprechender Satz ftir beliebige Biemann’sche Flilcben wurde von 
Klein Math, Ann. Bd. 21 p. 214 auegesprochen. 

**) Wir haben hier einen Specialfall des allgemeincn vermCge dor Scbluss- 

( 1 1 1 \ 

— .. . . j) 

^8 / 

ist eine eindeutige Function der anderen s {- -i- , — - , — ~ : J] , wobei die 

r 

ofj, flfa, oTg irgend welcbe ganzo Zablen sein ddrfen. Indem wir insbesondere 
ofj »=» otj cvj, =« 00 wSiblen und nocb statt J die Bezeicbnung 1 setzen, folgt; 

Jede beliebige s- Function unserer Art 7 y-t J ? oindeutig in 

s(0, 0, 0; 1). Erteilen wir nunmebr dem X wieder die Bedeutung von p. 806 u. f., 
so ist s(0, 0, 0; 1) C 9 (z), und also kommt das Resultat; Jedc Fuwstion\ 
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cj-Halbebene existierende Function von o, die in alien bezuglich der 
G-ruppe aquivalenten Punkten denselben Wert annimnit. TJm- 

gekehrt wird der oft genannte Bereich der s-Ebene durcb die unend- 
lich vielen Zweige der vieldeutigen Function ce>( 3 ) auf die unendlicb 
vielen Polygone der r{«} abgebildet, welcbe in wohlbekannter Weise 
die positive co-Halbebene Itickenlos und einfacli bedecken. — Wir 
brauchen iibrigens auf diese die 5-Punctionen betreffende Satze weiter- 
hin nicht mebr zuruckzukommen. 

§ 4. Oliarakter der als der fiir die gesTiehten 

ModTilfunctionen. 

Indent wir zu den soeben gewonnenen Functionen 0(a>) und j((o) 
zuriickkebren , soil es sicb namentliclt darum handeln, den Charakter 
derselben insoweit anzugeben, dass diese Functionen dadurcb vollig 
bestimmt sind. Moge etwa, um vorerst von 0((d) allein zu liandeln, 
das urspriinglicbe 0 auf der ^-blattrigen Riemann’schen Plache FjiP 
eine m-wertige algebraiscbe Function sein. Wenn wir alsdann Fjp 
in irgend einer Weise auf ein zur anfanglicb ausgewahlten ge- 
borendes Polygon FjH^^ der o-Halbebene ausbreiten^ so werden wir 
von der einzelnen Function ^(co) neben dem bereits im vorigen Para- 
grapben fiir dieselbe erkannten Cbarakter yor allein den Satz auszu- 
sprecben haben, dass sie innerhalb des Polygons F^^ nirgends einen 
wesentlich singuldren Punkt besit 0 % vielmehr jeden com^lexen Wert gerade 
m Male annimmt'^'), 

Hierbei ist vorerst nocb der naberen Erlauterung beddrftig, was 
es beisst, 4f(ca) zeige „innerbalb des Polygons^ das gerade ausgesprocbene 
Verbalten; wir mussen zu dem Ende auf die Eiemann’scbe Flacbe F^^ 
selbst zuriickgreifen, sowie auf das Verbalten ibrer algebraiscben Func- 
tionen d. i.; ausfabrlicb gesprocben, der zu ihr geborenden eindeutigen 
Functionen obne wesentlicb singulare Punkte. Ist in einem bei Jq ge- 
legenen Punkte der Flacbe 0 ^ der Wert des gerade betracbteten 0^ 
so besitzen wir nacb unseren friiberen ausfiibrlicben Darlegungen 



ist cine eindeutige Function von o. Man vergleicbe Merzn Klein Math. Ann. 
Bd. 14: p. 169, unten, und „Iko8.“ p. 131, sowie die Arbeit von Papperitz: 'Oher 
die JOarstellung der Ipy^gergeometrischen Tramseendenten durch eindeutige Functionen, 
Math. Ann. Bd. 34: (1888). Ih noch wesentlich allgemeinerer Form tritt das hier- 
mit zur Spracho gekommene Princip der Eindeutigkeit bei Poincar^ auf. 

Man kann dies auoh dahin aussprechen, dass die Function „innerhalb 
des Polygons den Charakter einer rationalen Function besitzen soli. 
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(p. 497 u. f.) fur die Umgebuug des fraglichen Punktes Jq eine Dar- 
stellung unserer Function: 

(1) 0 = a^{J — Jo) + agCJ — Jo)'-" H , 

wobei *wir nocb kurz an die besondere Bedeutung von bez. 

(J — Jq) bei besonderen Lagen von und Jq erinnern wollen (cf. p.497): 

Es sollte — ;s?o) fiir = oo nicbts anderes als ~ bedeuten, was 

entsprecbend aucb fiir J gilt, wabrend iiberdies (J — J^) die Bedeutung 

^ 

yj — Jq baben soil, falls der betracbtete Punkt bei J^ ein Ver- 
zweigungspunkt mit v dortselbst cycliscb zusammenbangenden Blattern 
ist- Zeigt nunmebr das erste in ( 1 ) tbatsacblieb auftretende Glied 
den Exponenten ny so baben wir bekanntlicb zu sagen, es nehme 
^ an der betrefifenden Stelle 9 ^-facb den Wert an. Bei der aus~ 
fGbrlicb geschilderten Beziebung der Placbe auf die o-Halbebene 
entspringen jetzt aus diesen nocbmals in Erinnerung gebracbten Satzen 
des vorletzten Kapitels obne weiteres die nacbfolgenden Kesultate: 

Ist cOq ein beliebiger Fwnkt im Innern der positiven Halbebene, so 
besitze » dortselbst den ganz bestimmten Wert Es existiert als- 
dann fur die Umgebung von eine Darstellung 

(2) ^ = «! (ra — <Oo) + a^CoJ — -| 

fiir nacb ansteigenden Potenzen von (o — Oq). Ist coq von 

einer Ecke der Modulteilung verscbieden, und tragt das niederste in ( 2 ) 
wirklicb eintretende Glied den Exponenten ny so sagen wir wieder, es 
werde 0 an jener Stelle n~fach gleich und zwar gilt dieser Satz, 
mogen wir nun das Verhalten von z allgemein in der Halbebene o 
Oder aucb sogleicb innerbalb des Polygones F'j^^ abschatzen. 

Die Betracbtung ist aber auf das Polygon einzuschranken, 
sobald der betracbtete Punkt coo ^ne FcJce der Modulteilung ist 5 denn 
diese entsprecben den Verzweigungspunkten der F^!^. 

Sei erstlicb co^ ein mit co — i dqtiivalenter Funkty so baben wir 
die Fallunterscbeidung zu macben, ob der betreflpende Punkt der ge- 
scblossenen Placbe F^^ von vier oder zwei Elementardreiecken umlagert 
ist. Im ersteren Falle bleibt die soeben im Anschluss an (2) fGr ausser- 
balb der Ecken gelegene beliebige Punkte ausgesprocbene Regel 
bestehen; im letzteren Falle (wo (J — J^) in erster Linie mit (m — 
proportional ist) baben wir jedoch an Stelle von (2) die Entwiqklung 

(3) « — = «1 (03 — ®o)* + « 2 (<b — ojo)* H ; 

und Her mUssen wir nun offenbar sagen, es nehme e m fragUchen 



Ill, 3. Allgemeine AuflSsung des functionentheoretischen Grundproblems. 587 


Stelle (Oq den Wert Sq „mnerhalb des JPolygons^^ n-fach an, wenn der 
erste in (3) wirJclich auftretmide Expone^ii 2n ist Eine vollig analoge 
Bemerkung gilt ersichtlicli fiir die mit (o = q aquivalenten Ecken der 
Modulteilung; wir unterlassen, dieselbe nock besonders ansziisprecken. 

Eine besondere Betrachtung erfordern nun nock die Spit^en, mit 
denen unser Polygon die reelle Axe erreicht. Um in einer einzelnen 
unter iknen den Wert von ^(co) festzustellen, werden wir uns derselben 
durckaus innerkalb des Polygons annakern. Im ubrigen aber braucken 
wir nur daran zu erinnern, dass J — Jq an fraglicker Stelle die Be- 


deutung J hat (wenn 2v die Anzakl der die betreffende Stelle der 
gescklossenen Flacke umgebenden Dreiecke ist), nnd dass dort- 
selbst in erster Annakerung mit 


2 At 

T —e 


— j- tF o> — ^ 


proportional ansfallt (cf. Formel (1) p. 578), unter cd^ = y den Wert 

von c^ fiir die in Rede stekende Spitze verstanden. In dieser Bnt- 
wicklungsgrosse r haben wir nun sofort fur z die Darstellung: 

_i ^ 3_ 

(4) z{p) — = ay'" + a^r'’ a^r'" -j 

und werden jetzt den Satz aufzustellen kaben: z(cd) ivird innerhalb des 
Polygons in der fraglicJien Spitze iei s= y den Wert z^ n-fach 

annehmen, wenn der erste in (4) wirJclich auftretende Exponent ^ ist. 
Setzen wir in (4) nock statt m ein, so gekt r' direct in 

nnsere Entwicklungsgrosse r fiber (cf. (4) p. 146). Die Darstellung 

(4) ergiebt dabei: 

(5) « “s’" " H — > 

und wir kaben nun einfack bei co = ioo zu untersucken, um das Ver- 
kalten von z ) in Erfahrung zu bringen. Bei spateren Anwendungen 

wird die so ermoglickte Einsckrankung der 'Untersuckung auf die 
Spitze 0 = ^00 gelegentlick eine Erleickterung der Recknung herbei- 
ftihren. 

Jetzt keisst unsere am Eingang des Paragrapken formulierte Be- 
hauptung, z((o) hake „innerkalb des Polygons" keinen singularen Punkt, 
offenbar nickts anderes, als dass z{c3) allenthalben EntmcJclungen vom 
Typus (2), hez. (3) und (4) zulasse., Im ubrigen aber fassen wir die 
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Haupteigenscliaften von g(m) noch einmal in folgender Weise zusammen: 

ist eine mir in der positiven JSalhebene existierende eindeutige 
analytische Function von co, die unverdndert Ueibtf wenn man das Argu- 
ment CO durch irgend eine mr gehorende Substitution vu transformiert^ 
die also in relativ dquivalenten Stellen der verscMedenen Polygone Fj^^ 
stets denseTben Wert hat; die Fimctim' nimmt uberdies einen beliebigen 
Finzelwert^ den Wert oo, in dem soeben erlduterten Sinne innerhdlb 
eines dmelnen Polygons der insgesamt jeiveils m Male an, tvobei m eine 
mndchst nicht ndher bestimmte game Zahl ist. Setzen wir vor allem 
hinzu, doss die Function ^(co) durch ihre somit aufgemhlten Eigenschaften 
als defini&rt amusehen ist, was ohne weiteres aus den bezuglichen 
Satzen xiber die algebraischen Funetionen der F^P entspringt. 

Man wird lange erkannt haben, daSvS wir in den 0 {co) gerade der- 
artige Funetionen gewonnen baben, wie sie uns nnser functionen- 
theoretisebes Grundproblem (cf. p. 141 u. f.) fur die zu finden aufgab, 
Wollen wir in der That neben den damals postulierten Eigenschaften 
der elliptischen Modulfunctionen jetzt noch die Forderung hinzusetzen, 
dass sie in Bezug auf Bntwickelbarkeit in Potenzreiben (2), (3), (4) den 
Charakter unserer ^(co) teilen sollen, so entspringt nun ohne weiteres 
der FundamentalsaU: Fur jede Untergrupjoe von endlichem Index 
existieren mgehbrige elliptische Modulfunctionen, ndmlich die 
von uns gewonnenen 0 {(o); andere als diese aber giebt es nicht 
Indem wir sonach in allgemeinem Ansatze das functionentheoretische 
Grundproblem vermoge der Eiemann’sehen Theorie haben 15sen konnen, 
werden wir nun sogleich weiter zu betrachten haben, wie sich die ge- 
wonnene Losung ins einzelne ausgestaltet. Vorab gedenken wir aber 
erst noch der Function en.j/(aj), da wir auch diese spaterhin mannig- 
faltig zu gebrauchen haben. 

Indem wir auch jipo) als eine zur gehSrende elliptische Modul- 
fuuction bezeichnen, bleiben wir freilich nicht direct im ursprtoglichen 
Rahmen unseres function entheoretischen Grundproblems, uud os er- 
scheint demnach zweekmassig, in Anlehnung an die Vorh§.ltnisse auf 
der Flache F^^ j{a>) als eine ,,transcendente^^ Modulfunction der zu 
bezeichnen, wahrend wir demgegeniiber fs((so) eine „algehraische^^ Modul- 
function der nennen werden. Die fiir die Beurteilung von ji(co) im 
einzelnen Piinkte des Polygons gegebenen Regoln finden ohne weiteres 
auch auf j(co) ihre Anwendung, wo wir dann bemerken werden, dass j(co) 
innerhalb des Polygons allenthalben endlich und stetig ist. M5gen 
etwa h(p), • • *, jp{(o) einem System linear-unabhangiger Integrale 
erster Gattung der F^^^^ entsprechen, so merken wir uns ffir spatere 
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Anwendung vor allem noch den sofort ersichtliclieii Satz*): 1st j(a3) 
eine eindeutige Function von co, weldhe gegenuber der einzelnen Substitution 
der aUgemein m redm^ eine additive Constanta annimmty welcJie ilber- 
dies im Polygon der ‘keineyi wesmtlick singuldren Pioikt besitst und 
dortselbst illyerall endlich ist, so ist j(c)) in der Form darstelTbar: 

(6) j{(o) = Co + + c^jiico) H 1- Cpji^(ffl). 

§ 5. Die voUen Modulsysteme der Untergruppeii imd die zu- 
gehorigen algebraisclieiL Resolventen der ISIodxQgleiclning. 

Fur eine beliebig Torgelegte ITntergruppe von endlicbein Index 
baben wir soeben die Existenz und Eigenart zugeboriger (algebraiscber) 
Modulfunctionen erbannt und werden nun weiter zu iiberlegen baben, 
wie sicb vermoge derselben die Auflosung des functionentbeoretiscben 
Grundproblems in seinem Gesamtumfange (cf..p. 142) gestaltet. 

Zu einer erschopfenden Bebandlung der zur vorgegebenen ge- 
borigen Functionen zip) wird vornebmlich aucb geboren, dass wir 
analytiscbe Darstellungen derselben explicite kennen lernen. Hierzu 
sind in den Pormeln (2) bis (5) des vorigen Paragrapben die erforder- 
lichen Ansatze entbalten. Die weitere Durcbbildung derselben mfissen 
wir aber selbstverstandlicb bis an eine Stelle verscbieben, wo wir 
specielle Einzelbeispiele von Modulfunctionen wirklicb besitzen. Wir 
kommen demgemass erst in einem spateren Abscbnitte auf die biermit 
beregte Frage wieder zuruck, wo wir dann insbesondere die in (5) 
p. 587 angesetzte Entwicklung fur unsere bis dabin gewonnenen Modul- 
functionen zu realisieren baben werden. 

Hier wenden wir uns vielmehr sogleich der anderen Seite unseres 
Problems zu, dass wir namlicb den algebraiseben Zusammenbang der zur 
geborenden Modulfunctionen teils unter sicb, vor allem aber mit J(p) 
erforscben sollen: Gerade auf diesem Wege werden wir ja zu unserem 
Ziele, Resolventen der Modulgleicbung aufzustellen, vordringen. Be- 
merke man nun vor alien Dingen den aus den voraufgebenden Ent- 
wicklungen obne weiteres entspringenden Hauptsatz: Zwischen den mr 
gehbrenden (algebraischen) Modulfunctionen bestehen diejenigen alge- 
braischen Pelationen, welche zwischen den bezuglichen algebraischen Func- 
tionen der mgeJiorigen F^^ in Oelhmg sind. Wir baben also mit Ruck- 
sicbt auf die bier zur Verwendung kommenden Satze des vorigen 
Kapitels den nacbfolgenden auf alle Dntergruppen von endlichem 

Den Beweis desselben fubrt man wieder ohne weiteres durob ifcuekgang 
anf die Biemann’scbe Fl^obe 



590 HI, 3. Allgemeine Auflosung des functionentheoretiachen Grundproblems. 

Index passenden Ansatz: TJnter den mr gehorenden Modulfunctionen 
Idsst sich eine etwa m-wertige ^(<o) derart auswdhlen, dass ein ein^elnes 
System msamniengeJioriger Werte c7(£d), allgemein m reden, immer 

nur in einem JPimhte des Polygons der eintriU. JDiese Function 

8(Gi) ist alsdann mil J durch eine irreducibele algebraische Fetation 

(1) f(^, J) = o 

veriwndeny in welcher z auf den J aber auf den Grad an- 

steigt Jeder zur geJidrende Modul*) ist alsdann rational in z 

und J darstellbar: 

(2) s' = E(s, J), 

und wir benennen in diesem Sinne z und J als ein voiles Modulsystem 
der r^. Sierbei haben wir mm in (1) direct die zur gehorende algebraische 
Besolvente der Modulgleichung vor uns. 

AnscWiessend hieran werden wir jetzt umgekehrt auf Grund des 
Verzweigungssatzes (cf. p. 577) die Gesamtmannigfaltigbeit der algebrai- 
scben Resolventen der Modulgleichung ohne weiteres charakterisieren 
konnen. Moge namlich in f(z, J) = 0 irgend eine algebraische Relation 
zwischen den Variabelen z und J vorliegen, die von sich aus zu einer 
|[t-blattrigen Riemann'schen Flache F^^ iiber der tT-Ebene hinleite, 
welche den Anforderungen des Verzweigungssatzes geniige: Alsdann 
Jcann man z auf g verschiedene Arten als Function von m deuten, je 
nach dem Blatte der g-bldttrigen Flache ^ welches man gerade dem Aus- 
gangsdrdeck der Modulteilung zuweist; alle diese g, Functionen sind 
eindeutig von co abhdngig und gehbren als algebraische Modulfunctionen 
zu den durch jene Flache F^^^ defmierten gleichberechtigten Untergrujgpen 
Auf Grund friiherer Satze folgt noch leicht: Ist z((x>) eine unserer in 
Bede stehenden Functionen, und gehort die besondere Untergrujgpe zu 
derselben, so sind die zusammengehorigen g Functionen durch 

(3) z{V^{€Q)), •••; ziVf^^t^co)) 

dargestellt, unter 1, ein Beprasentantensyslem der 

verstanden (vergl. auch unten § 8, p. 599 u. £). 

Die nun gegebenen Entwicklungen gelten ohne Ausnahme fOr 
jede Untergruppe von endlichem Index. Inzwischen besitzen wir voni 
vorigen Kapitel her alle Mittel, den besonderen Artunterschieden der 
Untergruppen noch in ausgedehnterer Weise gerecht zu werden. 

*) Wir gebrauohen diesen kilrzeren Ausdruck „Modub‘ binfort haufig fdr 
Modulfunotion; auch schon p. 26 kam derselbe zur Verwendung. 
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Moge Bamlicli erstlicii eine des Geschlechtes = 0 vorliegen, 
so werden wir insbesondere die Hauptfunctioneii der beranzieben. 
Einer particular gewahlten eutsprecbe die Modulfunction 'f(o), die wir 
nun fortan als einen mr gehorenden Sau’gtynodvl bezeicbnen wollen. 
Mit r sind dann aucb samtlicbe Grossen 

(4) = ad-hc>0 

Hauptmoduln der P^, und wir gewinnen solcber gestalt deren Gesamtbeit; 
einen beliebigen unter ibnen werden wir dadurcb fixieren, dass wir fur 
denselben in drei getrennten Punkten des Polygons drei ver- 

scbiedene Werte nacb Willkiir vorschreiben (vergl. bier uberall p. 535). 
In t(co) besitzen wir nun direct eine Modulfunction, die das Polygon 
F^^ der P^ conform auf die einfach bedeckte t-Fhene abbildet^y^ und 
wir sprecben bier noch besonders den Satz aus: Zwei PimJcte der SaTb- 
ebene co, die den ndmlichen Wert unseres Hauptmoduls t(p) tragen^ sind 
hezilglich der P^ dguivalmt 

Moge ferner P^ dem elliptiscben oder hyperelliptiscben Falle an- 
geboren, so werden wir zweckmassig eine zweiwertige Function (o) 
init einer dreiwertigen bez. eine zweiwertige mit einer 

(2jp + 2)-wertigen Function %(<n) zusammenstellen, indem wir uns 
dabei direct an die friiheren Entwicklungen iiber diese Falle anlebnen. 
Solcbe zwei Moduln sind dann stets zur rationalen Darstellung der 
librigen zur P^ geborenden ausreicbend: sie hilden ein voiles Modulsystem, 
Im allgemeinen Falle des Gescblecbtes p werden wir dagegen etwa 
p linear-unabbangige Grossen 

(5) 9 ) 1 ( 0 ) = -^, 93 ^( 0 ) = -^, •••, 9 >^( 0 )=^ 

zu einem yollen Modulsystem zusammenstellen, die j dabei im Sinne des 
vorigen Paragrapben gebraucbt. Um bier unseren Ansatz uocb ein 
wenig weiter auszuspinnen, legen wir fur eine P^ mit jp > 0 ganz all- 
gemein die v zugeborigen Moduln 

( 6 ) •••3 ^'v_i(ra) 

als voiles Modulsystem zu Grunde. Diese Moduln setzen wir dann 
in bekannter Weise als Ooordinaten eines Raumes Bv an umd finden 
solchergestalt das Polygon der P^ vermbge (6) wechselweise emdeuUg auf erne 
diesem Bcmme cmgeJibrende algebraische Curve Cm bezogen, Diese letztere Cm 
konnten wir dann algebraiscb darstellen durch die zwiscben den 


Beispiele bierzu folgen weiter unten in grosser Zabl. 
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Moduln (6) bestehenden algebraiscben Relationeii, wie denn iiberbaupt 
alle beziiglicben Satze aus der letzten Halfte des vorigen Kapitels 
ohne weiteres Anwendung gestatten. 

Den hiermit dargele'gten besonderen Moduln entsprecben auf der 
anderen Seite wieder besondere Gestalten fiir die algebraiscben Resol- 
venten der Modulgleichung, die wir nunmebr nocb allgemein in die 
Discussion zieben wollen. 

Sei zuerst die gegebene Untergruppe vom Gescblecbte ^ = 0 und 
'r(a)) ein zugeboriger Hauptmodulj alsdann ist J als eine zur geborende 
ft-wertige Modulfunction selbst eine rationale Function Grades 

von t: J — wobei also <t> und X ganze Functionen Grades 

von 1 ? sein sollen. Weiter bezeicbnen wir nocb (4> — X) kurz durcb V 
und baben dann als typiscbe Form fiir die gesucbte Resolvente: 

(7) , J':J^--l:l = ct)(r):V(r):X(r), 

an welcber Gestalt wir weiterbin immer festbalten wollen*). 

Entsprecbend konnen wir aucb bei einer mit p'> 0 verfabren. 
Hier werden wir uns zuvorderst die Darstellung von J in der Gestalt 

(8) = . .) : '^{g^, g^, • •) : X(^o, • •) 

verscbaflPeU; miissen dann aber^ um den Gesamtausdruck der beziiglicben 
Resolvente Grades zu gewinnen^ zu dieser Gleicbung (8) nocb die 
zwiscben den Moduln s bestebenden algebraiscben Relationen hinzu- 
setzen. Hier bestebt dann gegeniiber den Resolventen (1) und (7) 
nur insofern ein durcbaus unwesentlicher Unterschied^ dass als Wurzel 
der Resolvente nicbt eine einzelne Grosse (wie ^ in (2) und t in (7)) 
auftritt, sondern vielmebr das einzelne System zusammengeboriger 
Werte der v Grossen 

Ebe wir iibrigens daran gebeU; alle diese allgemeinen Erorterungen 
durcb besondere Beispiele zu illustrieren, miissen wir nocb den bier in 
Betracbt kommenden Gesicbtspunkten der Galois'scben Gleichungs- 
tbeorie ausgedehnter gerecbt werden. Es soil sicb bierbei in erster 
Linie darum handelU; die uns von gruppentbeoretiscber Seito ber wohl- 
bekannten Falle symmetriscber, gleicbberechtigter und ausgezeicbneter 
Untergruppen in ibrer functionentbeoretiscben Eigenart nocb weiter 
zu verfolgen. 

Die fragliobe Gestalt der Eesolventen kam scbon in Abschnitt I ausgiobig 
zur Yerwendung; man vergl. z. B. p. 104 u. f. 
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§ 6. Allgeraeine Erorterung liber die symmetrisolien ITiitergruppen. 

Die soeben in Aussicht genommene besondere Discussion erofi&ien 
wir mit der Betrachtung desjenigen Falles, dass eine gerade Yorliegende 
Untergruppe^^t mit einer in der erweiterten Modulgruppe f entbaltenen 
Spiegelung V vertauschbar ist. Wie wir fruber saben (cf. p. 336 u. f,), 
gestattet alsdann die gescblossene Riemann’scbe Flacbe eine der 
Spiegelung V entsprecbende sjmmetriscbe TJmformung in sicb, bei 
welcber eine oder mebrere auf der Flacbe yerlaufende Symmetrie- 
linien Punbt fiir Punkt sicb selbst zugeordnet waren. In Anlebnung 
an eine aucb sonst iiblicbe Bezeicbnungsweise (vergl. das Citat p. 337) 
benannten wir in diesem Falle die gescblossene Flacbe 2^ als eine 
symmetriscbe. Seben wir zu, welcbe besonderen Polgerungen wir fiir 
die Moduln unserer unter diesen Umstanden zu zieben vermogen. 
Dabei wollen wir den einzelnen Punkt der Flacbe Fju kurz durcb den 
Wert C3 cbarakterisieren, der im beziiglicben Punkte des ursprilng- 
licben Polygons stattfindet. Es bat dies den Vorteil, dass wir 
dann je zwei bei der symmetriseben TJmformung der F^ in einander 
tibergebende Punkte kurz durcb co und V(jo) bezeicbnen konnen. 

Jetzt besitzen wir in J(p) eine zur Biemann^schen Flacbe ge- 
bbrende ft-wertige algebraiscbe Function, welcbe auf jeder zu V ge- 
borenden Symmetrielinie uberall reelle Werte aufweist; denn in der 
That entspringt jede solcbe Symmetrielinie von Ff^ aus Kreisen der 
Modulteilung, auf welcben letzteren J(^coi) durcbgebeuds reelle Werte 
hat, Hier ist nun ein erster wicbtiger Satz, dass wir uberJiaupt von 
jeder algebraischen Function 0 der F^i aus ohne Muhe eine gleichfalls mir 
F(,i gehorende algebraische Function 0 ' tilden Tconnen^ die ihrerseits wie J 
in jedem Funlde der in Bede stehenden Symmetrielinien einen reellen Wert 
hesit^t Die vorgelegte Function babe namlicb in irgend zwei einander 
symmetriseben Punkten der Fju. die Wer^ 0 (cq) und jsf(F(a)))_^ Denken 
wir uns alsdann den Functionswert 0(^V{o})) vom Punkte F(o), wo 
er stattfindet, nacb m selbst biniibergetragen, d. b. f^sen wir 0(F(<»)) 
als Yon CD abbangig auf, so werden diese Werte 0 (^V(cd)) (zufolge der 
Differentialrelationen (1) p. 505) fceilicb niebt direct eine zur Ff^ ge- 
bbrende algebraische Function constituieren. Aber wir braueben er- 
sicbtlicb nur an Stelle von 0(V{cd)) seinen conjugiert complexen Wert 
0(V(cd)) zu setzen, um in den nun in den Punkten cd der Flacbe auf- 
gepflanzten Werten 0 (F(cd)) wieder den Wertcomplex einer zur Flacbe 
geborenden algebraiscben Function zu besitzen. Bilde man nunmebr 
durcb Addition 

Klein-X’xioke, HodalfaxLotioaen. 38 
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(1) = g(o) + ^(F(a))); 

so genxigt die hiermit gewomiene algebraiscJie Function 0 ' der der 
Gleichung 

(2) ;^'(F(u>)) = ;^'(co). 

Die Function 0' nimmt sonack in je 0wei symmetrisclim FunMen der 
Fldche F^ conjugiert complexe Werte an und ist denigemdss in jedem auf 
einer Symmetrielinie selbst gelegenen FunJcte reell. 

Unsere gerade durcbgefulirte Betrachtung kann dadurch. illusoriscli 
werden, dass 0' nieht eigentlich eine Function der Fi^ ist^ sondern 
vielmehr mit einer Constanten identisch wird. Sollte dies eintreten, 
so wird jedenfalls der Wert dieser Constanten, die wir 2c nennen 
wollen, ein reeller sein, da Formel (2) sowie der daran gekniipfte 
Satz in Giiltigkeit bleibt. In diesem Palle wird sich Gleicbung (1) 
in die nacbfolgen.de umsetzen lassen: 

i0{(o) — ic = — i0(V((D)) + ic, 

Es entspringt also jetzt in 

0'(od) = i0(coi) — ic 

eine sicher nicht mit einer Constanten identische algebraiscbe Func- 
tion der F^j die (2) befriedigt und auf den Symmetrielinien von F 
durchweg reelle Zahlwerte annimmt. Hiermit ist die Herstellung einer 
gewiinscbten algebraiscben Function von 0 aus in alien Fallen geleistet. 

Mit Unterdruckung des oberen Index sei jetzt 0 irgend eine alge- 
braiscbe Function der F^ von der Art, dass sie in ^en symmetriscben 
Punkten conjugiert complexe Werte annimmt und desbalb auf den Sym- 
metrielinien durcbweg reell ist. Die Dnstetigkeitspunkte von 0 werden 
ofFenbar auf der Flache F^, iu symmetriscber Weise gelagert sein, sie 
geniigen aber iiberdies in Ansebung ibrer Anzabl und Lage nur nocb 
den tiberbaupt durcb die Eigenart der Riemann'scben Flacbe F^, fur 
sie vorgescbriebenen Bedingungen. Da folgert man denn obne Miibe, 
dass sicb die gedacbte Function 0 stets nocb so auswahlen lasst, dass 
dieselbe im Verein mit J zur rationalen Darstellung aller iibrigcn 
algebraiscben Functionen der ausreicbt, dass also die entsprecbenden 
Moduln 0(g)), J(g)) ein voiles Modulsystem der abgeben. Hier 
wird nun ojQfenbar die zwiscben 0 und / bestebende irreducibole Relation 

(3) J) = 0 

den unendlich vielen Punkten der oft genannten Symmetrielinien ent- 
sprechend durch unendlich viele Systeme reeller Werte g, J befriedigt 
werden. Es entspringt daraus als zweites Resultat: Die gwisehen g und 
J lestehende algehraisclie Gleicihunff (3) wird m gegenwiMigm FalU Imier 
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reelle Coefficienten tesiUen; mgleicli werden sicli alle ubrigen Modiiln 
der Vfiy die der Bedingung (2) geniigen, in z und J rational mii durcli- 
gehends reellen Coefficienten darstdlen lassen. 

Die liiermit durchgefulirte Massnatme beanspruclit tibrigens eine 
ganz allgemein gultige Bedeutung fur die symmetriscben Riemann^schen 
Flacben uberbaupt, wie wir nebenber nocb anfubren wollen^}. Wir 
kormten uns soeben im Hinbliek auf die kunftige Verwendung mit 
der ausfiibrlicben Betracbtung deijenigen symmetriscben Umformungen 
von Ffj, begntigen, welcbe den in der erweiterten Modulgruppe f ent- 
baltenen Spiegelungen parallel geben. Liege aber irgend eine ganz be> 
liebige symmetriscbe Umformung der in sicb vor* *•) ^*), so lasst sicb aucb 
unter ibrer Zugrundelegung jeglicbe algebraiscbe Function vermoge der 
oben durcbgefubrten tJberlegung in eine solcbe Function umwandeln, die 
bei Ausiibung der fraglicben Umformung in ibren conjugiert complexen 
Wert Gbergebk Demgemass wird man denn aucb ganz allgemein 
fiir jede symmetriscbe Flacbe zugeborige reelle Gleicbungen erzielen 
konnen. 

§ 7. Hauptmoduln xmd Modulsysteme symmetrischer tJntergnippen. 

Wir verfolgen unsere gerade begonnene Betracbtung iiber die 
Symmetric fiir diejenigen besonderen Moduln, die wir in der zweiten Halfte 
des § 5 (p. 591) kennen lernten. Sei also erstlicb die Untergruppe r ^4 
des Gescblechtes = 0 mit der Spiegelung Y vertauscbbar. Zur Aus- 
wabl eines zugeborigen Hauptmoduls 'ir(o) ziebe man auf der beziig- 
licben gescblossenen Flacbe Ff^ eine der zu V geborenden Symmetrie- 
linien beran, fixiere auf derselben irgend drei getrennt liegende Punkte 
und setze fest, dass in letzteren bez. die Werte 0, 1, oo an- 

nebmen soli; bierdurch ist, wie wir wissen, der Hauptmodul r gerade 
eindeutig bestimmt. Nunmebr bilde man abnlicb wie im vorigen 
Paragrapben von r(co) aus die Function 
(1) r'(cE)) = r(F(a))). 

Obne weiteres erkennt man in derselben wieder einen Hauptmodul 
der r^. Aber selbiger nimmt in jenen drei auf der Symmetrielinie 

*) VergL die bezugliohen p. 3S7 gegebenen Citate. 

*•) Hierbei ist ee ganz gleicbgultig, wie gross die Anzabl der zugehOrigen 
t]fbergangscurven ist. Diese Anzahl kann tibrigens, wie wir bier gleicbfalls neben- 
ber bemerken, bei einer Flacbe des Gescblechtes p niemals grosser als (p + 1) 
sein, wabrend sie anf der anderen Seite sebr wobl auf Null berabsinken kann. 
Fine solcbe symmetriscbe Umformung obne tJbergangscurven trat z. B. fiir die 
zu den Hauptcongruenzgruppen der Primzablstufen g 4^ + 1 gebOrenden ge- 
scblossenen Flacben ein (cf. p. 447). 
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gewahlten Punkten offenbar gleichfalls die Werte 0, 1, co an und ist 
sonach direct mit r{coi) identisch. Wir finden also das Resultat: Der 
durch dbige Vorschrift fixierte Haupimodul r(o) genugt der Gleidhung 

(2) t(F(g3)) = r(a)) 

und ist sonach auf den m V gehorenden Symmetrielinien durchgehends reell. 

Nun aber erinnere man sich, dass sicb gegenwartigen Palles als 
geschlossene Flacbe direct die complexe Ebene r verwenden lasst. 
Da ist denn auf Grund yon (2) ersicbtlich, dass die der Spiegelung V 
entsprechende symmetriscbe Umformung von iu sicb einfacb durch 
cine Umklappung der r- Ebene um ihre reelle Axe bewerkstelligt 
werden kann^ womit zugleich evident geworden ist, dass deim Geschlechte 
jo == 0 der eingelnen Spiegelung V entsprechend immer nur eine eimige 
Symmetrielinie cmftritt Folgern wir daraus allgemein unter Benutzung 
wohlbekanuter Satze bber *die Kreisverwandtschaft: Beijbeliebiger Aus- 
wahl des SoAiptmoduls t erscheint die der Spiegelung V entsp^cJiende 
Symmetrielinie in der t-Fbene als Kreis, und es stellt sick dabei V direct 
als Spiegelung der r-Ehene an diesem Kreise dar"^). 

Giebt es mehrere bezuglich der nicht aquivalente Spiegelungen, 
welche mit der vertauschbar sind, so werden in der Abbildung des 
Fundamentalpolygons der durch einen zugehorigen Hauptmodul tr(o) 
ebensoviele Symmetriekreise auftreten. Wir verweisen Her namentlich 
auf die im folgenden Kapitel ausfiihrlich zu betrachtenden Hauptmoduln 
der ausgemchneten Untergruppen mit ^ = 0. Diese Gruppen sind mit 
alien Spiegelungen V vertauschbar: Es werden demnach die Ereieclcs- 
teilungen der bemglichen t-Ehenen ausschliesslich durch Kreise beioer'k- 
stdligtj was ja in der That auf wohlbekannte Satze zuriickfiihrt. 

Sei uns ferner eine symmetriscbe Dntergruppe des Geschlechtes 
p =s= 1 vorgelegt, so wollten wir doch allgemein fiir eine Untorgruppe 
dieses Geschlechtes eine zweiwertige Function mit einer dreiwertigeiz 
zusammenstellen. Urn bier direct an den beziiglichen Grbssen f?, 
festzuhalten, so werden die beiden Unstetigkeitspunkte unserer einen 
Function samt den drei Unstetigkeitspunkten der anderen auf der 
Flache in einen Punkt coincidieren (cf. p. 147 u. f.). Aber dieser 
Punkt ist auf F/^ von vornherein willktirlich wahlbar, und wir logon 

*^) Dass es bei p «=» 0 auch symmetriscbe Umformungen ohne tJbergaugs- 
curven giebt, ist uns bereits von p. 198 ber bekannt; wir benannten dieselbon 
dort (unter Zugrundelegung der tr- Ebene) als Spiegelungen mit imaginUrem 
Symmotriekreis. Eine dorartige Umformung fand sicb als ausgezeiobnete in 
der erweiterten Ikosaedergruppe (of p. 447); im librigen kommen diese Um- 
formungen im Texte weiter niobt in Betracbt- 
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ilin deshalb auf eine zur bier in Betracht kommenden Spiegelung V 
gekorende Symmetrielinie, Wenn wir nunmelir von unseren beiden 
Functionen p, p' aus nacb der Vorschrift des vorigen Paragrapben neue 
Punctionen z' bilden, die auf den Symmetrielinien von F* reell sind^ 
so ist es leicbt ersicbtlicb der Erfolg unserer gerade getrofFenen Mass- 
uabme, dass die solchergestalt entspringenden Functionen gleichfalls 
wieder zwei- bez. dreiwertig sind. Im gegemvdrtigen Falls Idssf sicli 
sonacli mm voUen Modtilsystem stets eine zweiwertige Fimction ^(cj) mit 
einer dreiwertigen ^'{po) msammenstellenj die in symmetriscfien FunMen 
conjtigiert imagindr und also auf den Symmetrielinien von V reell aus- 
fallen. Die zwischen Zy z' iestehende Delation wird dieserliaTb durch- 
weg reelle Coefficienten haben, 

Gehen wir weiter zur Besprecbung des Falles, dass die mit F 
vertauscbbare zum byperelliptiscben Falle fubre. Da sei zip) ein 
zugeboriger Modul, der aus einer zweiwertigen Function der beziig- 
lichen Ff^ entspringe. Es wird alsdann aucb zlV{p)) eine zweiwertige 
Function der sein, und dieselbe ist als solche nacb p. 571 linear 
in zlm) darstellbar. Wir folgern somit obne weiteres die Ricbtigkeit 
der Gleicbung: 


zlV(p)) = 


az(p) -f - h 
cF(o) -b di 


und entnebmen daraus, dass der Operation F notwendig eine Spiegelung 
der Ebene von z an einem reellen Symmetriekreise entspricbt. Denken 
wir uns jetzt z geradezu so gewablt, dass dieser letztere Kreis die 
reelle z-Axe wird, und ordnen als zweiblattrige Flacbe fiber der so 
fixierten jef- Ebene an. Da diese letztere Flacbe bei der fraglicben 
Spiegelung in sicb iibergebt, so werden ibre (2jp + 2) Verzweigungs- 
punkte durchgebends zur reellen Axe symmetriscb liegen. Es muss 
demnacb bei der zu z nocb binzuzusetzenden Function Yfip) unter dem 
Wurzelzeichen eine ganze Function von z mit durchgebends reellen 
Coefficienten steben. Somit wird auch hier zwischen den beiden aus- 
zuwdhlenden Moduln eine Gleichung mit durcJiaus reellen Coefficienten 


Beim allgemeinen Falle des Gescblecbtes p berficksicbtigen wir 
endlicb die den Punctionen tp entsprecbenden Moduln (5) p. 591. In dem 
wir ein voiles Modulsystem z^ J der nacb der am Schlusse des 
vorigen Paragrapben skizzierten Weise auswablen, konnen wir unsere 
p Moduln €p in der Form: 

= = (fc=l,2,3, 
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darstellen. Hier zerlegen wir nun die p Functionen jR* unter Trennung 
der reellen und imaginaren Bestandteile der constanten Coefficienten in 

j*) — J) + j) J 

wobei die 2p rationalen Functionen B" durch^ngig reelle Coeffi- 
cienten baben und also mit 0 und J auf den zu Y gehorenden Sym- 
metrielinien selbst reell ausfallen. Mit 

fB.ie, J)dJ+ i J Bi{s, J^dJ 

stellen jetzt ojffenbar auch einzeln 

jB't(0,J)dJ, jB',i{3,J)dJ 

zur F^i gehbrende Integrale erster Gattung dar, d. h. es sind alle 
2p Grossen Ei, B'^ Functioned 9 der Flache, welche nun ersichtlicli 
ausnahmslos der Gleichung 9 (F(€t)))= 9 (co) genugen. Auf deranderen 
Seite aber lasst sioh, -wie man sieht, jede Function cp der aus den 
in Rede stebenden 2p Functionen linear bomogen aufbauen, und eben 
desbalb konnen wir unter jenen 2p Functionen (p ein System von 
p linear unabbangigen auswahlen. Wir fassen also zusammen: Fur 
die vorgelegte, mit der Spiegelmg V vertauschbare Untergruppe Icdnnen 
wir stets ein System von p Unear-mabMngigen Moduln ^jc{co) der art 
auswahlen^ dass den p Bedingungen 

= 9a (o) 

Genilge geschiehf; die einjselne dieser p Functionen wird also in symmetrlschen 
PunJcten conjugiert complexe Werte annehmen 'md auf den heziiglichm 
Synrnetrielinien durcJigehends reell sein^ wahrend selbsiverstdndlich die 
0 wi$clien den so gewdhlten <pk hestelimden algebraischen Belationen reelle 
Coefficienten Jiaben, 

Setzen wir diese cpj, zu homogenen Coordinaten eines Raumes 
so wird dem einzelnen Punkte einer der in Rede stebenden Symmetrie- 
linien jederzeit ein reeller Punkt in diesem Raume Bp^x zugeordnet 
sein. Einer ganzen Symmetrielinie entspricht dabei ein reeller Zug 
der Normalcurve C%p ^ 2 der 9 ; und wir gewinnen das Resultat: Unter 
Zugr%mdekgung des gerade charahterisierten Systems gewinnt die heisUg- 
liehe Normalcurve gerade soviele reelle Ziige, als die Spiegelung V 

Symmetrielinien auf der Flache F^t besitd. 

Dass hier iibrigens allentbalbendieResolventenderModulgleichung, 
.welche nach § 5 den nun gewonnenen besonderon Modulsystemen an- 
gehoren^ durchaus reelle Coefficienten besitzen, brauchen wir kaum erst 
noch ausdrUcklich zu betonen. 
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§ 8. Allgemeines fiber die Modttin gleicbbereclxtigter niid 
ausgezeiclmeter ITiitergruppen. 

Verfolgen wir jetzt weiter, welche charakteristisclien UnterscWede 
fur die Moduln einer Untergruppe sicli vorfinden, je nackdem diese 
Untergruppe in der Gesamtgruppe f mit anderen gleiehbereclitigt oder 
ausgezeichnet ist. Sei uns also irgend eine algebraische Modulfunetian 
0 ((o) vorgelegt, so mogen die gesamten Substitutionen, bei denen ^(co) 
unverandert bleibt, die Untergruppe des endlichen Index fc bilden. 
Es ist alsdann i8 mit J durch eine irreducibele Relation J) = 0 
verbunden, und wir haben offenbar in ein voiles Modul- 

system der Seien ubrigens die Operationen dieser durch 

1; -yi, • * *7 ein Repras&ntantensystem fur aber durch 1, Fi, F^, 

• • •, Vfi^i bezeichnet. 

Jetzt bemerke man, dass die Gleichung 

(1) /-{^(o,), =0 

fur jeden Punkt o der positiven Halbebene erfiillt ist und eben des- 
halb in Giiltigkeit bleibt, wenn man m durch V(p) ersetzt, unter F 
eine beliebige Modulsubstitution erster Art verstanden. Da aber J 
bei dieser Transformation von m seinen Wert behalt, so erblickt man, 
dass mit Bim) auch jede Grosse ^(F(cd)) der Gleichung (1) geniigt. 
Unter der Gesamtheit dieser Grossen ;8 ?(F(cd)) finden sich aber offenbar 
nur die ^ verschiedenen : 

(2) ^(FsCo)), •••, ^(F^^iCo)), 

die Substitutionen Vh in der gerade erlauterten Bedeutung gebraucht. 
Indem wir diese Grossen als Functionen von o durch 

(3) ss(p), %(<»), 

bezeichnen, entspringt ersichtlich der Satz: Die ^ Grossen (3) sind die 
Wur 0 eln der irreducibelen Gleichung (1). 

Um die Untergruppen kennen zu lernen, welche zu den Modul- 
functionen (3) gehoren, folgere man aus der jedenfalls giiltigen Gleichung 
0 (viVh{Gi)) = 0 {Vh(soi)y die nachfolgende: 

(4) ^hiVr^ViVhiG})) = 0k{po). 

Wir entnehmen daraus ohne wexteres das Resultat: 0h{p) ist eine alge- 
iraische Modulfuhction^ welche bei den OperaUonen der mit glekh- 
berechUgten Untergruppe f^*^®** Fjfc“"^r^F* t4>nd nur bei diesen unverandert 
bleibt In diesem Sinne wollen wir die ft Grossen (3) als die mit eip) 
gleichberechtigten Mod/ulfunctionen bezeichnen. (Man vergl. ubrigens 
die oben p* 590 fiber den Verzweigungssatz gemachte Bemerkung,) 



600 in, 3. Allgemeine AuflSsung des functionentheoretischen Grundproblems. 


Das gegenseitige Verlialtnis zwischen den ^ gleichbereclitigten 
Moduln (3) gestaltet sich nun ganz verschieden je nach der Stellung 
der Untergruppe iunerlialb der Gesamtgruppe f. Indem wir alle 
Modulsubstitutionen erster Art sammeln, die mit vertauscbbar 
sind, gewinnen wir bekanntlicb eine Untergruppe von f, wo v 
ein Toiler von ist, und bier batten wir seiner Zeit die drei Falle zu 
unterscbeiden, ob v = 1 oder l<v <fi oder endlicb v — [i war*). 
Im ersten Falle war nur mit ibren eigenen Substitutionen ver- 
tauscbbar, und wir nannten dann die zugeborige Flacbe bez. ibre 
Einteilung in /x Doppeldreiecke irregular. Im zweiten Falle trat an 
Stelle dessen die teilweise JRegularitdtj im letzten, wo in der Ge- 
samtgruppe r ausgezeicbnet war, die Begtdaritdt scblecbtweg. Wollen 
wir uns vor alien Dingen entscbliessen, diese Benennungen aucb auf 
die beziiglicben ^-blattrigen Riemann^scben Flacben uber der e7-Ebene 

zu iibertragen. Eine regulare Flacbe F^ wird sicb also z. B. da- 
durcb cbarakterisieren, dass sie g, Transformationen in sicb zulasst, 
bei deren einzelner die g Blatter der Flacbe eine gewisse Permutation 
erfabren. tJberbaupt wird man die Bigenart der regularen und 
teilweise regularen Riemann’schen Flacben F^^ durch tJbertragung 
der bezuglicben Satze von p. 334 u, f. leicbt erkennen. 

Nun zu den functionentbeoretiscben Folgerungen dieser Satze! 
Hierbei giebt uns der Fall ganzlicber Irregularitat direct keine be- 
son deren Resultate; unter den beiden anderen Fallen aber nebmen wir 
denjenigen der Regularitat, als den weitaus wicbtigsten, vorweg. Jetzt 
namlicb ist in der Gesamtbeit ausgezeicbnet, es geboren also alle 
g Grossen (3) als Moduln zu der namlicben Untergruppe und 
folgeweise sind sie alle im vollen Modulsystem 0^ J dieser Untergruppe 
rational darstellbar. Wir sprecben also das wichtige Resultat aus: 
Bei einer ausge^eichneten Untergruppe sind die m gleichberecMigten 
Moduln (3) durch einen helieiigen unter ihnen, etwa 0, und J rational 
darstellbar: 

(5) 0k = 11 ,( 0 , J). 

Sollen wir fiir den Augenbliok nocbmals 0 als eine zur F^p ge- 
borende algebraische Function von J auffassen, so werden 0, 0^, 0^, ... 
die g Zweige derselben sein. Wir konnen dann durcb ein einzelnes 
Wertsystem 0, J den einzelnen Punkt der fraglicben Riemann'schen 
Flacbe cbarakterisieren. Indem wir aber nach Massgabe von (5) 
den Punkt 0, J der Flacbe in den ihm eindeutig zugewiesenen Punkt 

***) Man vergl. die bier in Betraobt kommenden ansfiibrliohen gruppon- 
tbeoretisohon Er^rterungen p. 316 u. f* bez. p. 338 u, f. 
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transformieren, wird die ganze Flache dabei in sich. selbst iiber- 
gelien* Merken wir nns also: Die ft Transformaiionen ims&rer fc- 
hlaUrigen reguldren Flache in sich finden ihren analytischen Ausdnich in 
den ft Formeln (5). 

1st sogar innerhalb f ausgezeicbnet, so werden wir entspreebend 
die regular- symmetrise]! nennen. Es kommen dann zu den ft 
rationalen Transformationen (5) noch weitere ft binzu, welche durch 
Combination derselben mit der einzelnen Transformation: 

^' = 0, J' = J 

entspringen. Dabei ist das Modulsystem 0, J der im Sinne des 
Scblusssatzes von § 6 gewablt gedacht. 

Wir konnen iibrigens die gewonnenen Resultate auch nocb dakin 
interpretieren, dass wir im Falle einer ausgezeiclineten in f( 0 y J) = 0 
eine Gleichung besitzen, deren samtliche Wnrzeln 0 sicb. nacb (5) in 
einer unter ibnen und J rational darstellen. Eioier ausge 0 eichneten Unter- 
grup;pe entspricht also eine Resolvente ft^®^ Grades der Modulgleichung, 
die ihre eigene Galois* sche Resolvente ist (cf. p. 138 u. f., sowie ,;Ikos/^ p. 92). 
Ist umgekebrt die Gleicbung (1) ibre eigene Galois^scbe Resolvente, 
so baben wir aucb stets in der zugeborigen F^ eine regulars Rie- 
mann^sebe Flacbe, sowie in der zugeborigen eine ausgezeicbnete 
TJntergruppe von f*^). 

Auf den zweiten Fall 1 < v < ft, welcben wir firuber kurz als den 
einer relativ ausgezeicbneten bezeiebneten, geben wir nur mit wenigen 
Worten ein. Da werden v unter den Reprasentanten 1, Fj, . . 1 

der in der Untergruppe entbalten sein; seien dies etwa die 

V besonderen 1, V^, F(,_i)^, wabrend wir 1, Fj, F^, F^_ 

V V V V 

als Reprasentantensystem filx die denken. Nun werden offenbar 
die ft Gruppen *= immer zu je v identiscb, und ins- 

(-) {-) 

besondere coincidieren mit alle v Untergruppen r^, ry',-: 

Ganz allgemein kSnnen wir eine w-blattrige Riemann’sebe Flache regular 
nennen, wenn sie n Transformationen in sich zuiasst, bei der sich die n Blatter 
als ganze permntieren. Ihr wird dann immer eine Gleichung Grades ent- 
sprechen, die ihre eigene Galois’sche Resolvente ist; man vergl. daruber die 
p. 836 genannten Arbeiten von Dyck, tjberhaupt beriihren wir hier die wichtige 
Theorie der algebraisohen Gebilde mit eindeutigen Transformationen in sich, welche 
die Theorie der eben gemeinten regulSren Flachen einschliesst, und fiir welche 
uns unsere sp^teren Entwicklungen Husserst interessante Einzelbeispiele ergeben. 
Ftlr die allgemeine Theorie dieser Gebilde vergl. man die grundlegende Arbeit 
von Hurwitz: "ffber diejemgm alg^rcdschm Gebilde, welche eindeutige Trans- 
formationen in sich zulassen, GSttinger JTachrichten 1887 (Math. Ann. Bd. 32). 
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Unter diesen Umstanden gelioren die mit 2 (o) gleidiberechtigten 
Modulfunctionen zu je v der namlichen Untergruppe an, und speciell 
haben wir als zur gehorig 0 ^, 0 ^^, • - *, i),a* v Grossen 

V V V 

iverden also ansnalimslos in der ersten unter iJinen 0 mit Hulfe von J 
rational darstelTbar sein, und wir mogen in diesem Sinne etwa 
(6) Z = 0, 1, 2, . . (v 1) 

V V 

erhalten, wobei die erste Gleicliung 0 ^ — 0 nur der Vollstandigkeit 
halber mit genannt ist. Die Gleichungen (6) werden uns dann die 
analytiscbe Darstellung fiir die v Transformationen der Flacbe in 
sich liefern, welcbe dieselbe jetzt noch zulasst. 

Filr den Fall einer irregularen Flache miissen wir uns endlich mit 
der negativen Angabe begniigen, dass da keine einzige der gleicb- 
berecbtigten Modulfunctionen (3) in 0 und J rational darstellbar ist. 


§ 9. Besondere Ansfabrungen tux die Hanptmodnln und Modul- 
systeme der ausgezeielineten Untergruppen. 


Gerade wie vorber bei der Besprecbung der Symmetrie speciali- 
sieren wir nunmebr aucb diejenige der Regularitat fiir die besonderen 
in § 5 p. 591 aufgestellten Moduln. 

Um also mit einer ausge 0 eicJmeten des Geschlechtes jp «=» 0 zu 
beginnen, so sei r(c}) ein Hauptmodul derselben. Die ft mit r gleicb- 
berecbtigten Moduln t, ti, 1 gehoren dann oflFenbar gleicb- 

falls als Hauptmoduln zur und daraus folgt, dass sie durchweg 
lineare Functionen von x sind: 


( 1 ) 


* + df. ^ 


womit wir die specielle Form der allgemeinen Gleicbung (5) des 
vorigen Paragrapben fiir gegenwlirtigen Fall erbalten baben**®). 

Die Gleicbung (1) konnen wir aucb dabin interpretieren, dass x(<d) 
bei Transformation seines Argumentes durch cine beliebigo Modul- 
substitution erster Art V «= Vi Vk eine bestimmte lineare Substitution 


x(V(g))) =x(viVkia))) 


Cj^r(co) + dj;. 


erfabrt. Aber der Gesamtbeit der Modulsubstitutionen erster Art ent- 
sprechen dabei im ganzen nur fi Tcrsohiedene Substitutionen^ die, wie 


**') Liegt sogar oiae in der erweiterten Modulgruppe f ausgezoicbnete Untor- 
gruppo vor, so wird man die tJberlegung doe Textes leioht noch in ent** 
sprechender Weise ergllnsijen. 
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man sofort sieht, eine Gruppe der Ordnung bilden werden. Diese 
Gruppe Gfj, ist durcL. ihre bier gegebene Einfubrung auf die Modul- 
gruppe r direct meroedriscb isomorpb bezogen; dabei sind ibre Sub- 
stitutionen den Operationen des zur gehorenden Eeprasentanten- 
systems eindeutig zugewiesen, und man erblickt demnacb sofort: Bie 
hier gewonnene endUcIie Grille G^t der Siibstitutionen (1) ist holoedrisdi 
isomoriph und also, abstract genommmi, identiseli mit der endliclien G^^ welche 
wir nach p, 320 u. f der ausgezeichneten ziimordnen haben^). Der Haupt- 
modul r der versiebt uns in dieser Weise mit einer zweckmassigen 
aualytiscben Darstellung nnserer von frtiber ber bekannten G^. 

Auf der anderen Seite sind wir bier durcbaus in Ubereinstimmung 
mit den Entwicklungen p. 333 m f. Dort deuteten wir G^ geometriseb 
als Gruppe der Transformationen der Flacbe Fa in sicb, bei denen 
die Einteilung der Ffj, in ft Doppeldreiecke gleicbfalls in sicb iiber- 
ging. Aber bier konnen wir als Piacbe direct die Ebene oder 
Kugel wablen, die wir als Tragerin der complexen Werte r denken. 
Diese wird dann samt ihrer Einteilung in (i Doppeldreiecke durch die 
ft Substituiionen (1) in sich ubergefiihrt Hier ist nun aucb der Ort, 
um eine Erganzung zu p. 353 binzuzufugeirr Eine Gruppe linearer 
Substitutionen einer einzigen Variabelen r (und die der Substitu- 
tionen (1) ist eine solcbe) bat notwendig den Typus einer in der 
Tbeorie der regularen Korper auftretenden Gruppe (nach ,,Ikos.“ 
p. 117 u. f.), und dementsprecbend ist die Einteilung der r-Kugel in 
ihre ft Doppeldreiecke notwendig identiscb mit einer der woblbekannten 
regularen Kugelteilungen*'*'). Diese aber baben wir, soweit sie dem 
Verzweigungssatze geniigen, bereits samtlicb zur Definition von Unter- 
gruppen der Modulgruppe verwandt (cf. p. 353 u. £). Miernack hdben 
wir damals (wie wir dort aucb scbon anfuhrten) die gesamten aus- 
gezeickneten Untergruppen des Gescklechtes p — 0 hennen gelernt 

Haben wir jetzt eine relativ amgezeichnete des Gescklechtes 
jp = 0, so werden sich die^beziiglichen v Transformationen (6) § 8 
nunmehr ftir einen auszuwablenden Hauptmodul als lineare Substitu- 
tionen desselben darstellen. Die damit entspringende Gruppe G^ muss 
wiederum eine in der Tbeorie der regularen Korper auftretende sein, 
und dementsprecbend gewinnen wir fur die bezuglicbe Einteilung der 
r- Kugel das Resultat: Unter geeigneter Auswahl von r wird die frag- 
licbe Einteilung eine solcbe sein, die durch v Drehungen der r- Kugel 
um ihren Mittelpunkt in sicb ubergefiihrt wird. Es mtissen sicb dabei 

Eine entsprecbende Entwicklung batten wir iibrigens scbon an Forme! (6) 
des vorigen Paragrapben knupfen kCnnen. 

****) Unter geeigneter Answabl des Haaptmoduls u. 
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immer Doppeldreiecke der Teilung zu einem grosseren Dreieck zu- 

sammenlegen; und solcher grosseren Dreiecke iiberdecken im ganzen v 
die T-Kugel luckenlos und einfach (vergl. unten Pig. 101, 102). 

Indem wir weiter nur noch die in der Gesamtheit f ausgezeich- 
neten beriicksiclitigen, nehmen wir sogleicL den allgemeinen Pall 
des GescMechtes ^ > 2 vorweg, um bei ihm insbesondere ein linear- 

dj. 

unabhangiges System der ^ zu Grunde zu legen. Der mit 9?t((D) 

gleicbberecbtigte Modul ist nun gleicbfalls ein Modul 93 

unserer ausgezeichneten was man etwa durch Riickgang auf die 
Bestandteile dji, dJ von 9?,- erbarten wolle. Der fraglicbe Modul 

muss sicb demgemass nacb bekannten Satzen im Modulsystem der 
92 (^)? • • •? linear und homogen darstellen lassen. Piir 

das gesamte Modulsystem erhalten wir sonach der Operation P* ent- 
sprechend eine lineare homogene Substitution der Gestalt: 

= ttuVi + “SVa + • • • + 

(2) = «2iVi + “aaVa H + 

(k) (*) I (*) * I I (^fc) 

(Pp = CCpl ^l + 0^2 92 *1 1 

So entspricht nun jeder einzelnen der Operationen Fi eine wohl- 
bestimmte Substitution (2) der Moduln <p, und es werden die so ent- 
springenden g, Substitutionen in ihrer Gesamtheit wieder eine Gruppe Gfi 
der endlich&i% Ordnung g bilden, Hier haben wir denn im gegen- 
wartigen Palle eine elegante analytische Darstellung fiir die zur aus- 
gezeichneten gehorende endliche Gruppe Gf^ vor uns. 

Gedenken wir hier wieder der Interpretation der p Moduln (p als 
homogener Ooordinaten eines Eaumes JBp — 1. Was alsdann die Glei- 
chungen (2) darstellen, ist eine ColUneation dieses Eaumes, Haben 
wir iibrigens einmal ein Wertsystem fiir die urspriinglichen Coordi- 
naten 9)1 , 9^2; . . 9^?, das thatsachlich in einem Punkte der Riemann- 
schen Plache stattfindet, so wird offenbar das transformierte Wert- 
system der gleicbfalls in einem bestimmten anderen Punkte der F^i 
eintreten. Wir werden dies geometrisch dahin aussprechen, daas bei 
der einzelnen Collineation (2) ein Punkt der Curve C^p ^2 <1©^ 9 jeder- 
zeit wieder in einen auf dieser C 2 p ^2 gelegenen Punkt tlbergeht. 
Insgesamt folgt: Den g Transformationen der cmsgeiseichneten 
horendm Fldche entsprechend erfahrt die Normalcurve der 

Moduln 9) vm gmeen (i ColUneadonen in sich. Diese Oollineationeu 
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der ia sicli werden natiirlicli in ihrer Gresamtlieii; wieder eine 

Gruppe bilden nnd geben nns erneut eine eigenartige Interpretation 
unserer wiederbolt genannten G-ft,, 

Der Umstand, dass nnsere jetzt besprocbenen Modulsysteme bez. 
Hanptmoduln sicb gegentiber den Operationen Vh des zur ausge- 
zeicbneten geborigen Keprasentantensy stems dnrcbgangig linear 
reproducieren, ist fiir alle expliciten Eecbnungen von besonderem 
Vorteil, was man spater wiederbolt bemerken wird. Seben wir also 
zu, wie sicb in diesem Betracbt die in § 5 fiir den elliptiscben nnd 
byperelliptiscben Fall allgemein zn Grunde gelegten Moduln verbalten. 

Fur eine ausgezeichnete des Geschlecktes p == I sollte eine 
zweiwertige nnd eine dreiwertige Function zum vollen Modulsystem 
zusammengestellt werden, nnd wir konnten zn dem Ende geradezn 
diejenigen Functionen wablen, die den doppeltperiodiscben Functionen 
beziiglicben elliptiscben Gebildes entsprecben. Im 
Sinne von p. 559 n. f. kommt dies darauf hinans, dass wir das 
Fundamentalpolygon der anf eine ebene Curve dritter Ordnnng O 3 
abbilden. Seien etwa 0i{G>)y %(^) nnsere beiden Moduln, so moge 
man jetzt auf a? eine der g, Substitutionen 7* * ausuben. Die gleicb- 
berecbtigten Moduln = ^ 2 (FA(m)) werden im 

vollen Modulsystem % der rational darstellbar sein: 

(3) 0 ,), 0,), 

und gerade wie vorbin bei der C 2^~2 der 9 wh-'d nunmehr unsere 
Curve driUer Ordnung Cq durch die g, rationales Transformationen (3) 
eindmtig in sicJi ubergefulirt Hier miissen wir nun einen spater nocb 
ausfiibrlicb zu begriindenden Satz vorweg nebmen, dass namlicb die 
elliptiscbe Normalcurve Ordnung insgesamt 2n^ Collineationen in 
sicb zulasst, was denn in unserem Falle der C 3 im ganzen 18 Oolli- 
neationen ergeben wiirde. Sonacli Tconnen sick vmter den Transforma- 
tionen (3) vielleicht 18 lineare finden, sicker aber ist der game Best von 
einem Grade > 2***). Will man also aucb bier ausscbliesslicb mit 
linearen Transformationen zu tbun baben, so wird man bei ft > 18 
an Stelle der eine elliptiscbe Normalcurve boberer Ordnung zu 
Grunde legen mussen, was wir bier nicbt weiter verfolgen wollen. 

Gebore endlicb die in der Gesamfgruppe ausgezeiehnete zum 
kyperell'^Uschen Falle, so legen wir nacb p. 591 die zweiwertige 
Function 0 samt der zugeborigen VfW Grunde, die wir als Moduln 


*) Hat das elliptiscbe Gebilde verscbwiadende Invariante g,, Oder , so tritt 

eine leicbt erkennbare Modification dieses Satzes ein. 
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der durch 0 {m) und ^i{p) = Vf{e) bezeichnen wollen. Betracbten 
wir da zuvSrderst sip) fur sich, so wird jeder mit sip) gleicb- 
bereebtigte Modal sjp) wieder eine zweiwertige Function der Ff^ 
liefern, welcb’ letztere bekanntermassen von s linear abbangig ist. Den 
ft Operationen F* entsprecben so ft lineare Substitutionen von s\ 

ar0 + hu 

( 4 ) = 

welche insgesamt eine Gruppe bilden. Was die Ordnung dieser letzteren 
Gruppe angebt; so kann dieselbe mir oder ~ sein. Unsere byper- 

elliptische Flacbe gestattet namlicb. auf alle Palle die durcb 0 ' == 

^ dargestellte Transformation in sich. Findet sich diese 

unter den ft Transformationen der Jp;, in sich, welche der zur zu- 
gehorigen Gf.i entsprechen, so warden ersichtlich je zwei unter den 
ft Transformationen (4) identisch ausfallen, so dass diese Substitutionen 
insgesamt eine bilden. Es ist nun leicht zu sehen, dass der 
T 

hiermit skizzierte Fall der allein inogliche ist. Man erinnere sich 
namlich, dass nach p. 342 die Classe unserer ausgezeichneten des 
Geschlechtes j»>l notwendig >6 ist, und dass diesem Umstande zu- 
folge in der zur gehbrenden die parabolischen Modulsubstitu- 
tionen (z. B. 8) cyclische Untergruppen einer Ordnung > 6 liefern. 
Auf der anderen Seite muss die Gruppe der Substitutionen (4) eine 
solche sein, wie sie in der Theorie der regularen Korper auftritt, und 
von diesen hat keine hier in Betracht kommende eine cyclische Unter- 
gruppe einer Ordnung > 6*^). Wir haben sonach das Resultat: Die 
zweiwertige Functiou z(g}) erfcihrt gegeHuber devi ft 8yibsVitwtioYie% des 

JR^r€lsefdctvite%systefyis liuewrc SubstitutioTieyi (4), die eine hilden^ 

OMS {hr entspringt die Q^j, der ausgemchneten durch Combination der 
^ Substitutionen (4) mit der eimelneni 

(5) = 

Diese XJberlegung ergiebt uns sogleich ein endgilltiges Resultat 
aber das Auftreten von ausgezeichneten Untergruppen die zum 

*) Man kOnnte vielloicht glauben, dass die Gruppe dor Substitatiouon (4) 
eine Diedorgruppe sei mit oder gar eino cyclische mit w —• ft. In 

boidon Fallen mflssten ersichtlich alle elliptischen Modulsubstitutionen der 
Periode 3 in der onthaltan sein, was nach p. 841 ausBcr von der Gesamt- 
gruppe r nur noch von der damals genannten f der Stufe zwei gilt. Dio hier- 
mit bezoichnete MCglichkeit bleibt also im Texte ausgesohlossen* 
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hyperelliptischen Falle gehoren. Die Gesamtheit der Substitutionen, 
welcbe die zweiwertige Function 0(jo) in sicb iiberfuhren, bilden 
namlich, wie wir gerade salien, eine , und zu dieser gehort ^(o) 

T 

als einwertige Function, d. h. als Hauptmodul. Eben der dureb- 
gangigen linearen Reproduction des 0(00) wegen ist aber diese eine 

¥ 

ausge^dchnete Untergruppe des GescMechtes = 0. Da uberdies die 
Classe der so gewonneneu ausgezeicbneten notwendig >3 ist, so 

¥ 

baben wir fur dieselbe ersichtlicb nur die beiden Moglicbkeiten der Haupt- 
congruenzgruppe 4 *®^ Stufe bez. derjenigen der 5 *®^ Stufe Fg^* Dem- 
enfsprechend giebt es hochstms 0wei 0um hyperelliptischen Falle fuhrende 
ausgegeichnete JJntergruppen ^ ndmlich eine F48 der Classe 8 und eine F^g^ 
der Classe 10 5 thatsdchlich werde/n wir solche swei Uniergruppen spdter 
wirJoUch Jcennen lernen*). 

§ 10. Die Galois’solien Probleme xind ilire Besolventen. Plan der 
ferneren Bntwicklungen. 

Um eine geordnete Auffassung der gesamten letztvoraufgebenden 
Bntwicklungen zu gewinnen, miissen wir nocb etwas ausgiebiger die 
Gesicbtspunkte der Galois'seben Gleicbungstbeorie heranziehen. Wir 
knupfen an die zu einer ausgezeicbneten Untergruppe F^ geborende 
Resolvente 

( 1 ) f(0,r)=-o 

der Modulgleicbung. In ihr baben wir eine irreducibele Gleicbung 
^ten Grades fiir 0 vor uns, deren samtlicbe Wurzeln wie wir in 
§ 8 saben, rational in einer unter ibnen 0 und J darstellbar sind: 

( 2 ) 

Wir nannten in diesem Sinne scbon vorbin die Gleicbung (1) ibre 
eigene Galois'scbe Resolvente 5 daneben fassen wir jetzt die g Trans- 
fornaationen ( 2 ) in ibrer Eigenschaft als eine Gruppe bildend auf, 
Welches unsere wohlbekannte zur F^ geborende ist, und baben nun 
in dieser laut „Ikos.“ p. 90 u. f., abstract genommen, die Galois^scbe^**') 
Gruppe der Gleicbung (1) vor uns. 

Nur die Einkleidung, nicbt aber das Wesen dieser Verbaltnisse 
wird ein anderes, wenn wir an Stelle von 0^ J eine grosser e Reibe 

*) Die bier fiber die hyperelliptischen Ffille mitgeteilten Satze warden zaerst 
vom Herausgeber entwickelt. 

♦*) Hiermit ist stets die Monodromiegruppe gemeint. 
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von Moduln^ etwa die 90 , zum vollen Modulsystem unserer ausgezeich- 
neten im allgemeinen Falle eines grosseren jp zu Grunde legen. Da 
tritt an Stelle der Gleiclinng ( 1 ) nacL. ( 8 ) p. 592 die nachfolgende: 

(3) J : J 1:1 = ^( 9 ^ 1 ; 9 ^ 2 ? • * •) * ^( 9 ^ 1 ? 9^2; * • *) ■ ^( 9 ^ 1 ? 9^2? ’ * *); 

zu welcher dann nocli die zwischen den g) bestehenden algebraischen 
Relationen hinzukommen. An Stelle der einzelnen Wurzel 0 , welche 
Gleichung ( 1 ) bei gegebenem J besitzt, tritt nun das einzelne System 
zusammengelioriger Werte g), welche den letztgenannten Gleichungen 
bei gegebenem J genUgen. Da aber J auf der zur gehorenden 
eine ^-wertige Function ist, so lassen sich die in Rede stehenden 
Gleichungen im ganzen durch /x Wertsysteme der 90 auflosen. Hierbei 
tritt der Galois^sche Charakter dieses Problems unmittelbar dadurch in 
Evidenz, dass mit einem einzelnen dieser Wertsysteme alle (/x — 1 ) 
iibrigen rational bekannt sind, indem sie sich ja speciell fur das System 
der 9 p sogar linear in jenem Wertsysteme darstellen. Wollen wir 
dies also dahin zusammenfassen, dass im Sinne unserer Fundamental- 
aufgdbe (p. 139) den ausgeseichneten Untergruppen solche Besolventen 
der Modulgleichung entspreclien, die wir der hier gewahlten EinMeidung 
gemdss als Oalois'sche Frdbleme Grades he^eichnen. In Anlehnung 
an den hiermit ^argelegten Charakter der ausgezeichneten Unter- 
gruppen wollen wir den in (1) zu Grunde gelegten Modul 0 der aus- 
gezeichneten einen Oalois^schen Modul nennen und bezeichnen 
entsprechend den Hauptmodul bez. das voile Modulsystem einer aus- 
gezeichneten als Galois'schen Saujgtmodul und Galois'scJies System. 

Sollen wir jetzt das einzelne unserer Galois’schen Probleme 
^ten Grades einer erschopfenden Behandlung unterziehen, so werden 
wir diese dadurch einleiten miissen, dass wir die beziigliche Galois’sche 
Gruppe Gfj, in ihre gesamten Untergruppen zerlegen; denn damit ge- 
winnen wir die Mittel, die niederen Resol venten unseros Problems zu 
iiberblicken. In ihnen hahen wir dann solche Besolvcnten endlichen Grades 
der Modulgleichung vor uns, me sie mcht-ausge 0 efichnetGn Untergruppen 
entsprechen. Indem sich aber auf diese Weise die nicht- ausgezeichneten 
Untergruppen in unsere jetzt vertretene Auffassung einordnen, bleiben 
wir damit gerade in tJbereinstimmung mit der planmassigen Er- 
ledigung des gruppentheoretischen Problems; die wir p. 327 befiir- 
wortet haben; danach sollte es sich ja in erster Linie urn die Auf- 
findung der ausgezeichneten Untergruppen handelU; wShrend wir die 
iibrigen erst von ihnen auS; namlich durch Zerlegung der zugehbrigen 
gewinnen wollten. Es schliesst das ja gar nicht aus, dass wir bei 
unseren weiter folgenden Einzeluntersuchungen gelegentlich den Ent- 
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wicklungsgang aucii einmal gerade entgegengesetzt wahlen, indem wir 
namlicli mit den niederen Eesolventen beginnen, urn vou ibnen ans 
erst zum Galois^seben Problem aufzusteigen. 

So baben wir nun den unendlicb vielen ausgezeicbneten Unter- 
gruppen der Modulgruppe eine unbegrenzte Menge individueller Galois- 
scber Probleme zugewiesen, die auf der einen Seite samt und senders 
Ton der Modulgleicbung beberrsebt werden, insofern namlicb die 
Losungen dieser Probleme eindeutige Punctionen von m sind, die aber 
umgekebrt ibrerseits im Auflosungsproeess der Modulgleicbung jedes 
eine besondere Phase zu ebarakterisieren vermag. Als erste Glieder 
in der Kette dieser Probleme, die Palle p = 0 ersebopfend, ordnen sick 
den Hauptcongruenzgruppen der niedersten Stufen entspreebend die 
Probleme der regularen Korper ein. Aber wir finden als naiurgemasse 
Portsetzung derselben (um bier fur den Augenblick an den Haupt- 
congruenzgruppen festzubalten) eine ganze unendliebe Kette niebt minder 
interessanter, wenngleicb mebr und mebr complicierter Probleme analogen 
Cbarakters, die den steigenden Werten der Stufenzabl n entspreeben. 

Wenn es sicb nun in der Polge darum bandeln soli, alle diese 
allgemeinen Erorterungen durcb zweekmassige Einzelbeispiele zu er- 
lautern, so bietet sicb da in der Tbat ein iiberreicber Stofif der Unter- 
suebung dar, an dem wir uns mit den bier vorbereiteten Mitteln der 
Riemann’seben Tbeorie versueben konnten. Indessen muss es genugen, 
dass wir die vier immer wiederkebrenden Palle: jp = 0, j? = 1, byper- 
elliptiscb, allgemein, jeweils durcb ein oder ein paar explicit durcb- 
zufubrende Beispiele illustrieren. Dabei aber wablen wir uns solcbe 
ausgezeicbnete Untergruppen, die wir von friiber ber vollig beberrschen. 
Nebmen wir also fiir p =* 0 die Hauptcongruenzgruppen der Stufen 
^ = 2, 3, 4, 5, womit wir dann sebon die Gesamtbeit der bier in Be- 
traebt kommenden Gruppen erledigt baben. Daran schliessen wir so- 
gleicb die Bespreebung der beiden byperelliptiscben Palle, bei denen 
ja, wie wir sebon saben, die zweiwertigen Punctionen direct mit den 
Galois’scben Hauptmoduln fiir n — 4: bez. n = 5 identiscb sind. Zu- 
gleicb erledigen wir im engen Anschluss an die Galois’scben Haupt- 
moduln eine Reibe weiterer aus ibnen entspringender Moduln, die in 
der gescbichtlicben Entwicklung der Tbeorie der elliptiscben Punctionen 
eine wiebtige Rolle gespielt baben und sebon desbalb nicht iiber- 
gangen warden durfen. Es eriibrigt endlich, aucb nocb fur p = 1 
und fur den allgemeinen Pall p > 2 je ein Beispiel beizubringen, und 
wir wablen zu dem Ende neben der der sechsten Stufe die der 
siebenten Stufe, welcben Gruppen wir sebon oben (p. 364 u. f.) eine 
ausfubrliche Untersuebung widmeten. 

Kleln-rriolKO, Modulfunctionon. 39 
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Das somit bezeiclinete Untersuchungsgebiet zu durcMaufen, ist die 
Anfgabe, die wir uns fiir den Rest des gegenwartigen Abscbnitts vor- 
setzen. Wir werden dabei im Einzelfalle die Moduln endgiiltig fixieren, 
die Substitutionssysteme der Moduln, die Resol venten selbst explicite 
ausrechnen etc. ZugleicL. sollen die den homogenen Modulsubstitutioneii 
entspreebenden Modulformen (of. p. 143), deren wir bislang nicht be- 
sonders gedachten, in ausgiebigster Weise zur Verwendung kommen, 
da sie in der Tbat in mancliem Betracht wesentliche Vereinfacli ungen 
des Verfahrens bedingen. Alle weiter sicb. bier anscbliessende Probleme 
und Gesicbtspunkte zu verfolgen, bleibt indes den ktinftigen Ab- 
scbnitten vorbebalten. 


tJbrigens diirfen wir nicbt unerwabnt lassen, dass unser nun vollig 
vorbereiteter directer Riemann'scber Ansatz obno weiteres docb nur 
eine bescbraiikte Zahl von Anwendungen gestattet; in der Tbat er- 
weist er sicb iiber die in den nacbsten Kapiteln zu gebenden Ent- 
wicklungen binaus nur nocb fiir ganz wenige Untergruppen f zug- 
kraftig zur Entwicklung von Einzelresultaten. Immer wird es ' uns 
gelingen, durcb die in Rede stebende Metbode unter einer grossen 
Zabl weiterer Modulfunctionen namentlicb aucb alle diejenigen kennen 
zu lernen (in Kap. Ill, 5), welcbe in der iiberlieferten Tbeorio eine 
Rolle apielen. Wir werden dabei seben, wie in der Tbeorie dieser 
Grossen manche Gesicbtspunkte, die allein durcb die Mittcl der Tbeorie 
der doppeltperiodiscben Punctionen nur in unvollkommener Weise or- 
lautert werden konnten, vermoge der uns zur Verfiiguug stebenden 
Anscbauungsweisen in ein neues Licbt geriickt werden und damit 
ibre sacligemlisse Erklarung linden. 



Viertes Kapitel. 

Die zu den ausgezeicliueteii Untergruppen des Geselilechtes p = 0 
gehorenden Modulfunctioneu. 

Unserem soeben aTifgestellten Plane gemass widmen wir dieses 
vierte Kapitel der ansfuhrliclien Besprecbung der ausgezeiehneten Unter- 
gruppen des Geselilechtes p = 0, bei denen wir die vorhin allgemein er- 
brterten Gesiclitspunkte miihelos explicit diirchfiihren. Diese Unter- 
gruppen sind die Hauptcongruenzgrnppen fg, tuid Fqq der Stufeii 

2^ 3, 4 nnd 5 und es sind^ wie wir schon wiederholt bemerkten, die 
bezOglichen Galois’schen Probleme 12*®^, 24*®° und 60*®° Grades 
keine anderen als die uns seit lange gelaufigen Probleme des Dieders 
n — des Tetraeders, des Oktaeders und des Ikosaeders. Fiir unsere 
in Jttede stehenden Untergruppen branch en wir demnach die eigent- 
lichen Riemann’sehen Schlusse noch gar nicht direct in Anwendung 
zu bringen; unsere Entwicklung werden wir yielmehr unmittelbar an 
die Theorie der regularen Korper anschliessen, welche in den Vor- 
lesungen iiber das Ikosaeder zur Darstellung gekommen ist^ wie wir 
denn bereits in den Gleiohungen der regularen Korper (cf. Pormel (5) 
p. 15, (J) p. 104 u. s. w.) die unseren Untergruppen fe, fjg; • • 
gehbrigen Resolventen in fertiger Form besitzen. Um so mehr werden 
wir uns daher einer Seite unserer Fragestellung zuwenden konnen, 
fiir welche wir im vorigen Kapitel eine allgemeine Pormulierung 
nicht gegeben haben, namlich der formentheoretischen***'). Solches soil 
in der That in der ersten Halfte des Kapitel s geschehen; die eigent- 
liche Riemann'sche Denkweise setzt dann erst wieder bei Beginn der 
zweiten Halfte des Kapitels (§ 7) ein. 


*) An sich sind die formentheoretiseben Formulierungen ebensowobl auf 
allgemeine Priacipien zu beziehen, wie die functionentheoretiseben; vergleicbe die 

Bemerkungen, welche Hr- Klein bieruber neuerdings in Bd. 36 der Math. Ann. 
maebt (Zur Theorie der AheVsehen Fvmctionen). Indessen sind die betreffenden 
tlberlegungen noch zu neu und bislang zu wenig entwickelt, als dass wir auf 
dieselben bei der Darstellung des Textes batten eingeben kSnuen. 

39 *** 
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In zweierlei Hinsicht konnen wir in der Keihe der fraglichen 
Galois’scken Hanptmoduln eine Erweiterung eintreten lassen. Erstlich 
konnen wir namlicli die Gesamtgruppe f als Congruenzgruppe erster Stnfe 
und damit als erstes Glied in der Kette auffassen, wobei wir als zugeborigen 
Galois’schen Hauptmodul J(g)) selbst baben. In der That werden wir 
in der Folge mebrfacb Gelegenbeit baben, aucb die „erste Stufe^^ gleicb- 
massig mit den iibrigen in Betracbt zu zieben. Der anderen Er- 
weiterung der Reibe der Galois'scben Hauptmoduln konnen wir nur 
im Vorbeigeben gedenken. Bereits wiederbolt bemerkten wir, dass 
die naturgemasse Portsetzung unserer Untergruppen fg, ••• aus 
den Gruppen ^{ 7 }, ••• bestebt, die wir p. 356 u. f. einfiibrten. 

Aber zur f {n} gebort, wie wir sagen werden, als „Hauptinodul" die 

Function y, ^5 deren eindeutige Abbangigkeit von co 

wir p. 584 erkannten. Es halt denn aucb nicbt scbwer, fiir diese bei 
5^>5 eintretenden transcendenten Moduln ganz allgemein eine grossere 
Reibe derjenigen Entwicklungen zu wiederbolen, die wir fur die 
Galois’scben Hauptmoduln durcbfiihren wollen. Bs liegt aber ein 
naheres Eingeben bierauf ausserbalb unseres Planes. 

§ 1. Fixiemng der Galois’scben Hauptmoduln und Zusammen- 
stellung beziiglicher Formeln, 

Schon p.l43 bracbten wir als Bezeicbnungsweise fiir die Galois’schcn 
Hauptmoduln der fg etc. die nachfolgende in Vorscblag: 

(1) A(ra), |(<»), 11(03), §(©), 

an der wir aucb weiterhin festhalten. Die Einteilungen der boziig- 
licben Ebenen, wie sie die Figuren 12 p. 70, 28 p. 104, 14 p. 75 und 30 
p. 105 geben, gelten uns jetzt nacb p. 354 u. f. als die zu den Flucben 
■Fc, znsammengelegten Polygone der fg etc., und 

man wolle bemerken, dass die Moduln (1) sich dadurcb oindoutig 
fixieren lassen, dass man ein einzelnes, beliebig gewabltes schraffiertes 
Dreieck der in Rede stehenden Einteilungen dem Ausgangsdreieck der 
Modulteilung zuweist. Dadurcb werden namlicb in den Ecken dieses 
letzteren Dreiecks fiir den betrej9Fenden Hauptmodul drei wohlbestimmto 
Werte vorgeschrieben, und durch Angabe solcher Worto in drei 
Punkten des Polygons ist naoh p. 591 ganz allgemein der Hauptmodul 
einer Untergruppe jp = 0 zu fixieren. In diesem Sinne bat es sich 
als zweckmassig erwiesen, von Pig. 12 das links unton befindlioho 
Dreieck dem Ausgangsdreieck der Modulteilung zuzuweisen, von Pig. 28 
desgleichen das rochts oborhalb befindlicbe, von ITig. 14 wiederum das 
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am weitesten rechts oberhalb der reellen Axe liegende Dreieck und 
endlicli von Fig. 30 dasjenige Dreieck^ welches sich zunachst am 
Punkte ^—0 unterhalb an die reelle Axe anhangt. Es ist nicht 
schwer zu sehen^), dass wir die Moduln (1) gleichfalls gerade in dieser 
Weise fixieren, wenn wir an Stelle der eben gegebenen geometrischen 
Bestimmnngen die abstraeten Forderimgen setzen, wie sie das nach- 


folgende 

Formelsystem ausdriickt: 




A(ioo) = oo, 

A(0) = 0, 

A(l) = 

1, 

(2) 

8 

11 

? 

1(0) = 1, 

1(1) = 


^(ioo) = oo. 

ft(0)= 1, 

fi(2) = 

-1, 


11 

O 

?(0) = a + sS 

s(l) = 

007 


2i7Z 

a dabei als complexe ftlnfte Einheitswnrzel e ^ gedacbt. 

Die so fixierten Galois^schen Hanptmoduln sind mit J durch 
Gleichungen verbunden, welche man unter (5) p. 15, (1) p. 104, (4) p. 20, 
sowie endlich p. 105 nnten nachsehen wolle. Es sind dies einfach 
die Gleichungen der regularen Korper, die, wie schon gesagt, gegen- 
wartig unsere Galois'schen Probleme Grades zum Ausdruck bringen. 

Wir verwenden diese Gleichungen zur Ableitung einiger Naherungs- 
formeln, die wir bei spateren Rechnungen oft brauchen werden. Nach 
p. 587 lasst sich eine zur Classe gehorende Modulfunction fiir die 
Umgebung von o = foo in eine Reihe nach ansteigenden ganzen 
A 

Potenzen von r ^ entwickeln. Wir wollen fiir unsere Hauptmoduln (1) 
jeweils die ersten Glieder dieser Reihenentwicklungen kennen lernen, 
Wie wir hierbei verfahren, erlautem wir fiir /l(cn) ausfiihrlich. Bei 
G) == ioo wird A zufolge (2) unendlich, und also giebt (5) p. 15 

naherungsweise J— erinnere man sich auf der anderen 

Seite an die Formeln (2) p. 127 etc., die fQr den gedachten Punkt o 
als Naherungswerte von A die folgenden gaben: 



und entwickle aus ihnen die auch schon wiederholtangegebeneNaherung: 

1 

12®r * 

1 


9 %^ 

A 


(4) J- 

Es folgt daraus fOr A* olme weiteres A® 


2®r’ 


woraus wir nan noch A 


*) Man ziehe nStigenfalls auch noch die Figuren 80 u. f., p. 364, zum Ge- 
branch heran. 
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zu bereclmeu liaben. Aber auf der imagmareii co-Axe wire! unserer 
Festsetzung zufolge JL reell und negativ, walirend dortselbst r = 
reell und positiv ausfallt. Wir linden sonacb ■**'): 

(5) 


In vollig entsprechender Weise gewinriea wir: 

1 1 


( 6 ) 




3 








Allgemein benennen wir fortan eine znr Hauptcongrnenzgruppe 
Stufe gelibrende (algebraiscbe) Modulfunction als Congncenmiodul 
Stufe. Wir liaben dann vor alien Dingen den Satz auszusprechen: 
Die Congruen^moduln 2^^^, 3*®^, 4*”®^ tmcl 5*®^* Stufe sind rationale Func- 
tionen bes. von /L, g, und g, iind entsprechend sind die Congruons- 
moduln erster Stufe rationale Functionen von J. Im speciellen werden 
die mit dem eiiizelnen unserer Hanptmoduln gleicliberechtigtcn Moduli! 
linear in jenen darstellbar sein, und es entspriugt bierbei naclx p. 603 
die Aufgabe, clio endliclien Gruppen Gq, G^^^ und Gqq durcli linearo 
Substitutionen unserer Galois’scben Hauptmoduln analytiscb zum Aus- 
druck zu bringen. Wie wir diese (^brigens von „Ikos.^^ her sehr bc- 
kannten) Substitutionen mit imseren hior zur Verfiigung stelienden 
Mitteln in Erfahrung zu bringen haben, zeigen wir wieder am Bei- 
spiele A(co). Urn zuvorderst die der Modulsubstitution S entsprochencle 
Substitution von A zu bereclinen, setzeii wir an: 

Diese Gleichung besteht unabhangig von coj und man seize demgemass 
zuvordorst a? == ioo, wo wir nacli (2) A(co + 0 “ A (a)) = oo als zu- 
geliorige Werto liaben. Damit diese zugleicJi laiscrem ebon geschriobenen 
Ansatze geniigen, muss im letzteren c — 0 sein, so dass wir einfaoher 

-sss aXQx)) -|“ b 

liaben werden, Hier setze man nun welter g} — 0 und iindet uiiter 
Riicksiclit auf* (2) sofbrt 6=1^ wahrend ondlich der Special wort <o«=s I 
unter Berilcksichtigung von A (2) A(0) = 0 fiir a den Wort — 1 

giebt. Tn ganz ahnlichor Weise berechnot man der Substitution *T 


A ' 

*) Untor r" ist in der Folgo stots die omdoutig be&timmtc c " 

verstandcjQ, 
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entsprechend als Imeare Function von Z(a) und findet so ins- 

gesamt*) 

(7) + 1) _ 1 - j(»), 

Diese beiden Substitutionen, als S und T entsprecbend, sind nun be- 
kanntlicli Erzeugende der deren vollstandige Aufstellung biernach 
ohne Miihe geleistet werden konnte. Durch vollig analoge IJber- 
legungen erhalt man fiir die iibrigen Galois’scben Hauptmoduln die 
nacbfolgenden erzeugenden Substitutionen: 


(«) 


|(a>-M)= l(^) = 

g(o+l)= §(=^) = 


g(<”) + 2 
IW - 

ix(ta) + 1 

(i(<») — 1 ’ 

— + ( a^ — g°) 

- *«) 5(0.) + (s - O 


Die sechs aus (7) entspringenden, die bildenden A-Substitu- 
tionen sind „Ikos.“ p. 44 genaunt, sowie von uns oben p. 15 repro- 
duciert. Die fertig ausgerechneten zwolf Substitutionen des | sind 




r = • 


§ + 

g-9* ’ 


(i,7<; = 0, 1,2). 


Wir haben dieselben bier angeben mussen, da sie erst durcb die unter (2) 
p. 104 gegebene Transformation in die ,,Ikos.‘^ p. 43 Formel (30 b) 
mitgeteilte Gestalt der Tetraedersubstitutionen iibergeben. Die 
und Gqq, welcbe fur fi und g aus den unter (8) gegebenen Erzeugenden 
bervorgebeiij baben endlich direct diejenige Gestalt, welcbe fiir die 
Oktaeder- und Ikosaedergruppe in den Formeln (31a) und (32) p. 43 
von „Ikos/^ mitgeteilt ist. 


§ 2. Binfdhrting der zu den Galois’schen Hauptmoduln gehbrenden 

Modulformen. 

Wir deuteten schon am Anfang des gegenwartigen Kapitels an, dass 
es bier ganz wesentlicb unsere Aufgabe sein soil, aucb die Modul- 
formen mit in Betracht zu zieben. Wie wir die zu den Galois’schen 
Hauptmoduln gehorenden Modulformen einzufiibren baben, ist nach 
Analogic von p* 117 u. f. sofort evident: wir werden namlich den Difife- 
rentiationsprocess, wie er dort auf e7'(o) angewandt wurde, auf A(a)) etc. 


’*') Selbstverstandlich batten wir diese Substitutionen aucb aus der Dreiecks- 
teilung der X-Bbene auf Grund unserer Bestimmungeu iiber die Zuordnung der- 
selben zur co-Halbebene able en kbunen. 
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zur Ausubuug bringen^). Sei z{ai) irgend einer unserer vier Haupt- 
moduln, so gilt bei Anwendung irgend einer Modulsubstitution erster 
Art, wie wir wissen: 

+ p \ + 5 

^ \yco + 6/ ~ et{a)) + d ’ 

Indem wir unter ir' die Ableitung von r nach dem jeweils beigesetztcn 
Argumente versteben, folgt ans (1) durch Differentiation nacli co: 

//aco + jSN 1 ad — 1)6 v 

^ xyoj + d/ (yco + d')‘^ (ct(co) + d)'^ ^ 


Hier nebmen wir links und recbts die reciproken Werte, spalten zu- 
gleicb CO in und cjg zieben endlicb beiderseits die Quadrat- 

wurzel; es folgt auf dem Wege: 


( 2 ) 


+ yad — he 


yoi + Sco^ 




COi'C(co) 


+ d. 


V't'C®) 


Um die Bedeutung der hier ausgefiihrten Wurzelziehxmg zu er- 
lautem, gehen wir auf die Darstellung von J als rationale Function des 
Hauptmoduls r zuriick; J==r(T). Durch Differentiation nach a> folgt 

dJ _ dr dt 
dm dr dm ^ 


woraus wir unter Benutzung von (3) p. 118 berechnen; 

( 3 ) 


flOjj l/niA T /( 

T|/£1 
V dm 


dr 

dv 


Hier stebt rechter Hand cine algcbraisclie Function der heiden Variabelcn 
^2 nnd (j>^y wie man aus den cinzelnen Bcstandteilon unserer b^oriuel 
sebliessen wollc: Es ist also auch die linloe Scitc von (3) cine aUjchraische 

Fmciion von nnd tJbrigens ist der Radicaud einc oiiidcutige 

Function von co, die jedenfalls nur in solchon Punkten gj verscliwinden 
Oder unendlicb werden kann, in welchen die Abbildung der r-Bbeno 
auf die (u-Halbebene aufbort conform zu soin. Aber wir wissen, dass 
dies nur in den Spitzen gesebiebt, mit denon das zu t;(a)) gebbrendo 
Pundainentalpolygon an die reelle co-Axe beranreiebt, und also bositzt 
die Quadratwurzel l/r'(a)) nur an gewissen Stellen der reellon co-Axe 
Verzweigungspunkte. Indem aber unsere Variabelen cuj^, stets nur 
solcbe Veraiiderungen erleiden diirfen, bei denen m in die negative Halb- 
ebene jedenfalls niemals hineingelangt, ist das Umkreisen eines der 


*) Die Durobfxihrimg der hier und in den naobsten I'aragmpben gogebenon 
ormeniheoretiseben Fntwicklungon rUbrt vom Herausgeber ber. 
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Verzweigungspunkte von ]/r^(G)) von voriilierein ausgesclilosseii. Wir 
finden damit: Die auf der Unlceti Seite von (3) steliende alr/ehraische 
Function von und ist innerhaV) der ganzen jpositivm cQ-JSdlhebetie 
eine eindeutige Function der heiden Vay'iahelen coj^, Diese ein- 


deutige Function . ist in den cdo homogen von erster Di- 
yz (<o) 

mansion und bleibt, wie wir sogleicb nocb seben werden, unverandert 
bei den bomogenen Substitutionen einer gewissen Untergruppe. Sie 
bat also alle Eigenscbaften, die nacb p. 144 eine elliptisclie Modulfor7n 
besitzen soil, eine Bezeicbnung, welcbe wir demnach binfort wieder 
aufnebmen werden. 

Jetzt scbreiben wir unter Anlebnung an Gleicbung (2): 


( 4 ) 







TTaCoSj, (Dg) = 


«C£>3 



wobei wir unter tc eine im Einzelfall zweckm’assig zu bestimmende 
numeriscbe Constante versteben. Wir halen dadurcli r = — in den 

Quotientefn zweier Modulformen erster Dimension zerlegt Aus den 

Formeln (2) und (1) aber entnebmen wir nun sofort: 


+^yad — lc-t^(aco^+^Gy2, y£Di+d(n2)=a*ri(a)i, (n2)+6-T2(£Oi, Og), 


Bei Ausubxmg Jiomogener Modulsiibstitutionen erfahren sonach die Formen 
Tj, TTg homogene hindre Substitutionen der Determinante 1, welche von 
sich aus direct zu den nicht-liomogenen Substitutionen (1) zxiruckfuhren, 
Infolge des doppelten Vorzeicbens auf der linken Seite von (5) ent- 
spricbt dabei jeder Substitution (1) ein Paar nur durcb das Vorzeicben 
der Coefficienten verscbiedener Substitutionen (5). Dies entspricbt aber 


genau dem Umstande, dass die nicbt-bomogene Substitution 



immer auf zwei bomogene fiibrt (cf. p. 143); der einen gehbrt das obere^ 
der anderen das untere Zeichen in (5) an, denn in der That bedingt ja ein 
Zeichenwecbsel von a, /3, y, 6 fur unsere Modulformen erster Dimension 
selbst einen Wecbsel des Vorzeicbens. Ingesamt entspringt sonach neben 
der Gf^ der Substitutionen (1) eine homogene G^fj, von Substitutionen (5), 
und es gehbren also die Modulformen zu einer homogenen Unter- 

gruppe r 2 /t des Index Ob die so zu gewinnenden bomogenen 

die p. 394 definierten bomogenen Hauptcongruenzgruppen der vor- 
liegenden Stufen sind, oder wie sie sich sonst arithmetiscb gestalten 
mogen, werden wir waiter unten zu untersucben habem 
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§ 3. Endgiiltig© Fixierung der Modulformen n. s. w. 

Indem wir jetzt die allgemeinen Entwieklungen des vorigen Para- 
graphen im speciellen durchfuhren wollen, liandelt es sicli zuvorderst 
darum, die bei der Definition der Modulformen in (4) § 2 herein- 
genoinmene numerische Constante x in zweckmassiger Weise zu fixieren. 
Im Hinblick auf sogleich durchziifuhrende Rechnungen schreiben wir 
in diesem Sinne: 


^1 = 

— L+\ 

i/2 a 

V day 

l,-- 

1 + i 
/‘in 

■ ’ 

V dm 


1 — i 

V day 

§2 = 

1 — i 

2 )/a' 

My 

'yu’ 

V dm 


1 — i 
yj/^ 

-l/rffl ’ 

V da 

th = 

1 — i 

2 (/a a 

COy 

V dm 

?i = 

L±1 

[/SOtt 

''-\/dV 
V dm 


1 i 

p/20a 

Wy 

Vil’ 


wobei die in die numerischen Bcstaudleile cingehoiuhui Quadrat- 
wurzeln stets positiv genommen sein sollcn. Aber aiich so bringcii 

die Wurzeln|/^, *** noch cine Zweidouiigkoit niit 

sich, fiber welclio wir in ubliclicr Weise dadurch zu oiiischcidon haben, 
dass wir fur einen beliebigen in der positiven llalbobono zu wahlon- 

den Punkt C3 die betreifenden Werte ••• auch dem Vorzeichen 

nach endgiiltig fixieren; nur erst dann haben wir in (1) mit oindoulig 
bestimmten Modulformen zu tliun. Wir vorfahron zu diesem Endo ho, 
dass wir aus (5) und (G) p. C14 die Naherungswortc der Modulu (1) 
bei Annaherung an don Punkt co «= ioo des Ausgangsdroiecks bereelinon, 
wobei dann im cinzelncn der vier Pallo das fraglicho Vorzeichen in 
dor einen oder anderon Weise nach Willkfir zu wahlon ist. Mbgen 
wir in diesem Sinne die folgenden Nahorungsformolu haben: 


(a) 
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( 2 ) 



Hiermit sincl itnserc ModiUformen Ag, • • • cindmtig hesUmnit 

Die binaren Substitutioncn unserer Mocluln sind im vorigeii Para- 
graplieii nur ei'st insoweit bestimmt, dass nocli eiii Vorzeiclien in den 
betreffeudeu Formeln fraglicli blieb. Es ist bier dor Ort^ in diesem 
Betracht zu entsclieiden, und wir wollen zu dem Ende fiir uusere vier 
Modiilsystomo die den homogenen. Substitutionen S und Ti 




S: €0^ — ~ ^2? 

T: oj/ = — 0^5 0?/ === 05^ 

euiyjjrochoudeu biuarcii Substitutionen cndgLlltig besiiinuiei], mis denen 
sicli dann die ilbrigon in bekannier Weise crzeiigcn lassen. Fiir die 
Subvstitution S tblgt bei Ajj zufolge dor Foriueln (7) p, (515 und (5) 
]). 617 jcdcnlalls der Ansatz: 

”[' Ay , “1" iXiJ 


/tlM 

Al)er auH (2) Iblgt lur bei co == ioo dor Wert X.j. ^ * 

Wciubd/ juau liierauf die lioiuogone Substitution 8 an, d. b. liisst juiiu 
b(u unvc5rrindc*rt<5in don Betrag von co uni I waidisini, so ninuni 
joner Naborungswort orsicbtlicb don Factor i an: A^' — iAj^. Es golteii 
also in dom gosebriebeuen Ansatz die unioron Zoioben, so dass dor 
Substitution S die nacbfolgende Substitution der Aj^ zugebort: 

*•— * Ajl *4" Atj , ■*-” iXtj, «== Ajj. 

JNacb den wiederbolt gonannten b^ormeln liaben wir waiter tllr T: 

* 1“ 'iAj *«» Ag , i^Ag <®®« Aj^ , 

und um bier fiber das Vorzeiclien zu entHchoiden, vorfabron wir Iblgondor- 
maHHon, Wir borechnoji durcb Uombination der letzten Formcl mit 
dor bereits fClr 8 gcfundeiion: 

A,(a}, — a^, 03,) — - I- ;i.(c9,, 03„) ’-l- ro*), 

Ab(o>i — 0 )g, to,) 4; 0>n), 

wobci die oboron ll^o^chen don oboron im AuHatz f(lr T, dio xiutoreu 
abor den uutoren entsprechen. Jotzt aber hat dio ModalMubstitutiou 
(o/ ■*-«), — a>a, o>/-»»c3, die Periodo soohs; dawHolbo muss von der zu- 
gohSrigen 1.- Substitution geltou, da dio A,, Ag von erstor Dimonsion sind, 
uiid iiiin boreclmot man leicht, dass dies nur ftlr dio oboron Zoichon dor 
lotzton Pormol oiiitritt. Uenuu die numliohen Oberloguugon fUhruu 
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ill den drei librigen Fallen fast ebenso scbnell zum Ziele, tmd wir cr- 
lialten solchergestalt insgesamt als JEr^engende 5 , T unserer hier in Rede 
stehenden homogenen Grupjpen ^24? ^48? ^120* 

— ijLj^ === — -f" ^2 9 — ^^2 ^2 9 

iXl == ^2 ; ^^2 ~ 9 

= — Q^i9 S2 “ 9^ ^2 9 

_*y3|/= li + 2|2, Si-&, 



1 - * , 

/O ’ 


1 — -i 


(^2 = 


^ 2 } 


1/2 ”■ 1/2 

= fti + f^a, = III — 

ti — Si “ 

= _ (fi _ + (6^ - 

l/5§;= (6^ — «*)&! + (a -sOSs- 


§ 4. Belationen zwiselien den Modnlformen Ag etc, und //y, 

Bi© Formenprobleme. 

Bevor wir die zu den Modulformen K, h etc. gchorendon liomo- 
genen Untergruppen bestiinmen, erledigen wir einigo weitore sicli hicr 
anschliessende TJntersucliungen. Vor allem soil es sicb um explicito 
Aufstellung derjenigen Belationen handeln, durch. welche die ModuF 
formen erster Stufe g^^ init unseren A^, Ay etc. verkniipft sind; 
durch diese Belationen konnen wir dann geradezu Aj, Ay etc. aln 
algebraische Fuiictionon von ^2? 9 ^ definiert anselion. Dio lioclmungon, 
welche wir zu solchem Ende anzustelleu baben, sind wiedorum in 
alien vier Fallen im Wesen iibercinstixnmend , so dass os genOgon 
wird, wenn wir sie im ersten Falla der A^, Ay ausfUhrlioh luitteilom 
Indem wir die Gleicliung zwischeii A und J unter durchgiingigcin 
Gebraucli dor Modulformen schreiben, lautot sio: 

rig .^ : A 4(Ai® — A, Ay + Ay7^- (2A,^ SA^^Ay — SA^ Ay^ + 2Ay*0' 

: 27(AiAy(A, Ay))«. 

Unter Einfubnmg oines von coy abhungig zu donkondon Fro- 
portionalitatsfactors 0 spalteu wir diese fortlaufemhs Proportion in din 
drei Gleicliungcii: 

. a(cD„ «,), 

(1) (2 A/ - - 3 AiA/ + • <y(wi, «,), 
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Bei den Diroensionen der Modulformen g^y A in Og erkennt 
man auf Grund you (1) in 6 eine Modulform 18*^^ Dimension^ nnd 
also wild A^<?^ von der nullten Dimension, d. ‘i. eine Modulfunction 
sein, Wir gewinnen anf Grund der letzten Gleichung (1) fur dieselbe 
sofort die Darstellung: 

/S?6^ = 3®- A-(A„ ~ X,))\ 


Hier ist A jedenfalls Modulform erster Stufe (cf. (6) p. 118), und man 
bereclinet anf Grund von (4) p. 620 ohne weiteres^ dass auch der aiidere 
Bestandteil anf der recliten Seite der letzten Gleicliung bei den Ope- 
rationen S und T unverandert bleibt. Dieserbalb ist A^^^. Modul- 
function erster Stufe und als solche rational in J : 

== 30 . ^ . (a,A2(;Ii -- = B{J), 

Man wolle nun iiberlegen, an welclien Stellen diese Modul- 
function erster Stufe ini Ausgangsdreiecb unendlicli zii wordeu vermag. 
Es ist solclies liochstens bei co » ioo mbglich ; denn in alien iibrigcn 
Jbmkten des Ausgangsclreiecks aind (cf. p. 128, 017) A, X^y X.^ einzeln 
endlicli**^). Aber bei cos=s=5ioo £ndet sich aus (3) p. 613 und (2) p. 618 
als Wert unserer Modulfunction einfach 2'^ • 3‘’. Dieselbe wire! hier- 
nacli im ganzon Ausgangsdroieck niebt unendlicli nnd ist also nacli 
wolilbokannton Siltzen mit oinor Ooustanton identiscli. Den Wert 
(lieser Constanten abor liaben wir gerado zu 2^* * 3^' bostimnit. Man 
bercclmet so obnc weiieres 

lOB 

C|/A)’' 


und orliuilt aus (1) die ewdgiUtigeu Formelii: 

' — X^X^ + Ajj‘^ 

(2) X: hx^^ — 3 A, A/ + 2 A/ 


Ya' 

VaYa' 


Hiorbei habou wir noch zwoi Bemorkungen zu machen: Man siehi 
orstlich; dass wir aus den Gloichungou (1) boini Fortgang m (2) 
jo wells boideraeits die dritte boz. zweite Wurzol gozogen liaben. Da*- 
mit (uitspringt die morkwardigo Thatsacbo, die wir sogloicli noch nuher 
zu verfolgen haben werden, dass ^A eine oindmfige Modulform ist» 


Wir gehen hiorbei von der VorausHoiztmg auR, daitn die hoinogonan 
Variabolon auf durobaus ondlichc Wotfca oingORChrUnkt aolUm. 
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Jedenfalls aber ist erst dann eine lestimmte Modulform, wenn 
wir ibren Wert etwa fttr co = *oo unter den ofien stebenden vier 
Moglichkeiten in einer Weise wahlen. Wir schreiben in diesem Sinne 

£ 

ala Naherungswert bei co = ioo : j/A = ^ and benutzen fttr die 

aogleich zu betrachtende dritte Wurzel VA, von der ubrigens ganz 

ilbnliche Bemerkungen gelten, j/A = ) »" * • Nur unter dieser Vor- 

aussetzung sind die Formeln (2), sowie die sogleich unter (6) und (4) 
mitzuteilenden Eelationen correct. — Eine zweite Bemerkung betrifft 
die auf den recbten Seiten von (2) auftretenden nuincrisclien Faetoron. 
Der Zablwert derselben ist offenbar durcb die Auswabl der nnme- 
rischen Factoren k (Pormel (4), p. G17) bedingt, welcho wir in die 
.Definition unserer Modulformen niit bineinnabmen. Tn der That 

babeu wir x oben so bestimmt, dass die drei Coefficiouten. anf (bui 
rcchten Seiten von (2) moglichst kleine, aber durcbgebends ganz- 
zahlige Werte bekoinmen-, und es wurden aucb bei den ubrigon 
Modulformen Ij, |j u. s. w. die beztiglichen numerischon Faclornn ini 
Hinblick auf die unten stebenden Eelationen (b) etc. iiacb dein gleicluiu 
Gesichtspunbte gewahlt. 

Nacb dieser ausfillirlichen Besprecbnng des erslen Falles gcnilgi. 
es, bei den drei fibrigen nnr iioeh kurz die den Gleicliiingon, (2) cnt- 
spreobenden Eelationen zusammenzustellcn. Wir finden: 


(») 








£ B . at » _ iib « ^ 

<5, ''fed A ’ 


(4) 


(i: 


, 




1/a’ 


(rO £: 


• a*" + 4- 228(£, - tm - 


10 P 10 , 

►a ' 


12 ) 7 , 
A» ' 
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Wenn wir durcli die Relationen zwischen J und A u. s. w. die 
den vier in Rede stehenden Hauptcongrueiizgrui>pen entsprechenden 
Galois^schen Probleme der Grade 6, 12, 24 und 60 definieren konnten, 
so konnen wir jetzt die Tier ihnen entsprechenden Formen^roNeme^) 
dureh die vier Gleichnngssysteme (2) bis (5) formuliert denken. Dabei 
sind ^ 2 ? ^3 ihrem Zahlwerte nach beliebig gegeben, wahrend und 
]/A unter Beobachtung der Relation A—g^ — 27^3® gewahlt werden 
miissen; gesucht sind die zugehorigen Wertsysteme Ag bez. gjj etc. 
Wir werden in soforfc verstandlicher Weise sagen, dass wir Mer 
Galois' sclie Formenprohleme der Grade 12, 24, 48 und 120 vor uns 
liahen, deren herngliche Gruppen dureh die homogenen G^^, 
und (^120 gegeben sind. 

Tiber alle weiteren Entwicklungen betreffs dieser Probleme, sowio 
betreffs der Gestalt der Relationen (2) etc. verweisen wir auf die be- 
ziigliclieix Mittcilungen in den Vorlesungen tibor das Jkosaeder. 


§ 5. Die eindentigen Modnlformen YA, )/A und ^|/A. 

BosoiKpirs wichtige Folgorungen knupfon si(5h, wie wir boreits an- 
(buitoten, an die boidou dritten unter (2) xind (3) des vorigen Para- 
graplion gegobenen Relationen. Wir cntiudniieii axis donstdben: 


(1) Ya - 

and dureh doron Division: 

(2) ’l/A 


Va 






- 


so dass sich dor uaorkwilrdigo Satz orgiebi: Dio mMfle Wur^ol ans 
der JHseriminante A, welcho nhrigens hicr dadurch mdgiilUg defmiert ist, 
dass bei a> «« ioo mihmmgsweise 


'rs~c> 


I 


ist cine cindmligc dliptisch^ ModtUform; cin Gkiahes gili dann 
ofme wcitercs auch von ']/A und '|/A. 

Dio luormit gowouneiien Modulforinon kihuion sich gegcnClber 
lioniogenon Modulsubstitutionen hr>ohstens nocli nm multiplicative 12*^ 
bez, 3^ und 4^® Binhoitswurzeln Sndoni, imd wir wollon in dieseni 
Botraclik vorerst ihr Verhaltoii boi Auslil)ung der homogenen Opo- 
rationon S und Tin Erfahrung bringen. Die Darstellungmi (1) (2) 


Vorfjrb dariiber „Tko«/‘ p, OS u. f. 
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geben uns bier auf Grund der Formeln (4) -and (5) p. 620 durcli 
miihelose Recbnung die nacbfolgenden Resultate: 

(3) = — ®2,®i) =yA(cJi,o)2), 

(4) ■f/A(rai+< 03 ,c) 2 )== — «>2j ®i) = * ‘ “ 2 )? 

aas deren Division wir dann weiter folgern: 

3ti 

^j/A(a>i + 03, ©2) = e ® • ’|/A(aj,, ojg), 

— toa, <Oi) = — i- ©2). 

Durcb Wiederbolung der Operation T folgern wir im speciellen 
>/A(— Oi, — Gjg) ==|/A(a5i, ca^, Va(— (Oj; — Og) = — V'A(tOi, 
^|/A(— Ojl; — 052 ) = — '>^A(g3i, Og*). 

Es stimmt dies Resultat mit dem Umstande iiberein, das$ ivir m f^A, 
j/A ^|/A Modiilformen der Dimension ( — 4) ( — 3) und ( — 1) 

hesitmiy was ja aus der Dimension ( — 12) von A selbst von vorn- 
herein bebannt ist. 

Bevor wir vom allgemeinen Ausdruck ftir die Einbeitswiirzol 
handeln, um welcbe sich die einzelne unserer drei Modulformen bei 
einer beliebigen Modulsubstitution andert, mbgen wir die bomogenon 
Untergruppen anfstellen, welcbe zu >^A und j^A gebbren, womit dann 
zugleich die zu ^|/A gebbrende homogene Gruppe gewonnen sein wird. 
Zu |/A wird ersicbtlicli eine fg vom Index drei, zu |/A eine homogene 
geboren. Jetzt bemerke man, dass zur einzelnen dicser boidon Untor- 
gruppen mit der Substitution v auch jede Substitution gchbrt; 

unter V eine ganz beliebige Modulsubstitution vcrstandcn; man folgort 
dies obno Muhe aus dem TJmstaudo, dass unscre Moduln bei AtisUbung 
von F nur einen von (u unabbangigen Factor aimobmon. Consta- 
tieren wir also: Die heiden ssu y K und j/A gehormden honiorjonm 
Orujppen und sind ausgemchnete Untergrup^gm- Nacb don boidcti 
ersten Gleichungen (3) und (4) ist in die Operation in abor 
/S^ enthalten, und es fiuden sich demnach auch alio mit gloich- 
berecbtigten Operationen in wie alio mit gloichboreclitigtoii in . 
Sofort entspringt daraus auf Grund frQhoror SUtze: In f# iat die 
liomogene Hauptcongruenzgruppe drittor, in obondiose Gruppe vierter 
Stjrfe enthalten. Wir kSnnen das auch dahin aussprechou: J)ia Jihrniai 
|/A wnd y~A sind C(mgnmimod'uln d/ntt&r beg. vierter Stufe, imd cbm 
deshcdb ist ‘f^A cm Congruengmodid der gwolften Biufe. 

7tm endgliltigen Bostimmung dor Tg und F* bomorko man, dass 
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die homogene Operation wohl in fg, aber nicht in r 4 enthalten 
ist. Es foigt in bekannter Weise, dass der fg eine nicht- homogene 
ausgezeichnete fg, der aber eine nicht-homogene ausgezeichnete fg 
zngeordnet ist. Da mnss nun diese nicht-homogene fg der dritten 
Stufe^ modulo 3 reduciert, innerhalb der hier in Betracht kommenden 
vom Tetraedertypus eine ausgezeichnete G^ ergeben, wahrend ent- 
sprechend die nicht-homogene fa in der zur vierten Stufe gehoren- 
den nicht-homogenen G^^ vom Oktaedertypus eine ausgezeichnete G^^ 
ergeben wird. Aber in jener G^^ giebt es nur eine ausgezeichnete G^j 
namlich die in ihr enthaltene Vierergruppe, welche sich neben der 
Identitiit aus den Operationen der Periode zwei der Gi^ zusammensetzt, 
und innerhalb der G^^ giebt es nur eine ausgezeichnete G^^j namlich 
die in ihr enthaltene Tetraedergruppe. Indem wir also daran erinnorn, 
dass in der G^^ der modulo 3 incongruenteu Substitutionen die Ope- 
rationen der Periode zwei durch a: -f- d ~ 0, (mod. 3) charakterisiert 


sind, foigt erstlich: Die Modulform f/A hlcibt bci alien modulo 3 mil 
einem der folgenden acht Typeni 


(C) 


r J: ( 


o^ 

+ 


0 , 

+ I, 0, 

0 , +1 
1 , 0 , 


/+1, +n H 

0/ ^ \-f- 1 ^ -f- 2^ ^ \' 


2 

+ 1 ? + 






(iomjruenten homogencn Modiilmbstilationen and nur hal dicsen imvcr-^ 
Under t (was man iibrigons auch loicht durch dirccte Verwondung der 
L^ormelii (3) ableiteji kann). Ptir ^A charaktcrisierou wir zuuilchst 
die vorliin genannte ausgezoichnote r., die tibrigens; wio man sofori 
uborblickcn wird^ zur oindoutigen Modulform ]/A gehbrt®**). Die in 
Kedo stcheude nicht-homogene roducicrt sich modulo 4 auf die 
zwolf Typen: 


(7) 


/+ 

()\ /-I, 

+ a\ 

(-1, ()\ 

(+U 

+ 

\ 0, 

+ 1/’ \ 0, 

- lA 

\+2, - U> 

\+2, 


A I, 
\-|- 1, 

” h f+1, 
0/' V-l, 


-f 

'^+ 1 , 

+ 2/’ 


+ \\ ( 0, 

- 'i 

/~2, -1\ 

r+a, 

+ r)\ 

Ui, 

— U’ \+l, 

+ nP 


V-s, 

... 7 ;- 


In dor That bilden diose zwdlf Substitutionen, nicht-homogon auf- 
gofasst, mod. 4 oino Untergruppe irmerlialb dor ntid man 


*) Mit doron llttlfo sioli dio Modulfunction 

K lit i u» F ¥ i 0 k tt , Mtiilulfuncilttnitu, 


(/A 


40 
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erkennt dieser aucli leicht dsn Totraedertypus, indGiii sich. 

diese Gruppe namlicli aus ihren beiden Substitutionen 



erzeugen lasst, welcbe letztere den Bedingungen 

( 8 ) = ir,r,y = i 

geniigen. . Aber nun bemerke man^ dass und Fg; unter den liier 
gewahlten Yorzeicben ihrer Coefficienten als homogene Substitutionen 
gedeutet, gerade wieder den Bedingungen (8) geniigen und sonach eine 
homogene Tetraedergruppe G^^ erzeugen. Diese letztere umfasst 
dann mod. 4 gerade die zwolf Typen (7), wenn wir dieselben unter 
den gewahlten Yorzeicben der Coefficienten als bomogene Substitu- 
tionen deuten, wie man solcbes sofort durch Recbnung zeigt*). 
Die so gewonnene bomogene G^^ fiibrt nun zur XJntergruppe von ‘|/A, 
weil sich namlicb ]/A bei den bier mit F^ und Fg bezeiclmeten 
homogenen Operationen nicbt andertj in der That kann sich )/A bei 
der Operation Vq der Periode drei nicht andern, weil sie allgemein boi 
Ausiibung einer Miodulsubstitution eine multiplicative vichto hinbcits- 
wurzel annimmt; weiter ist aber so dass sich ‘|/A zu- 

folge (4) auch bei Fg nicbt andert. Also der Satz: Die m ^ A (johorcnde 
ist diejenige ausgejseichnete homogene Congruen^grujppe vierlcr Stufe^ die 
sich modulo 4 auf die mdlf Operationen (7) reduciert'^^'), 

Um jetzt allgemein die Binbeitswurzeln zu bestimmen, wclchc y A 
und I^A bei beliebigen Modulsubstitutionen annehmen, setzen wir an: 

(9) |/A(c^CDi + +• dtOg) = <^ii) 

und bestimmen die durch A bezeichnete, von /3, d ciudeutig ab- 
hlingige ganze Zahl in folgender Weiso. Sei erstlicb oc' * 1 (mod, 

SO iibon wir in (9) auf und die Operation aus und 

reducieren in dom auf Grund von (3) entspringend on licsultate linker 
Hand die Coefficienten gelegentlicb modulo 3^ was boim Oongruonz- 
modul dritter Stufe |/A obne wei tores statthaft ist. Bs lolgt: 

Der innerhalb der entbaltenon mebt-bomogenoa vom Tcjtraodor- 
typus ist hiornaob innerbalb dor bomogonen eino zugoordnet, in wolobor 
letztoren siob abor wiederum eine bomogene 0^% aueaondorn lilsst; letztoro 
steht zur ursprdngliohon nicbt -homogenen C?xj im Vorhilltuis des holoodriscben 
Isomorpbismus. Itiorvon war bereite unter dem Texte der Seite S93 die Ecde. 

**) Dio Btstimmung der Gruppon fg, ist zuerst durob Hrn. Hurwitz 
in dor beroita p. 118 gonannten Arbeit im 18^^^ Bando dor Math. Ann* p* 608 u, f 
gesobobon, 
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f/A(«(Di, yto^ + aoj) = •p'A(mi, Og). 

Durch Austibung Yon T folgt weiter: 

•}/A(— a<x>2, ccG)^ — ycj^) = • j/A(a)^, cdJ; 

und wenn wir jetzt und dann erneut T anweiiden, kommt: 

cDg) = Ojj). 

Wir seUiessen daraus, dass fur a = + (mod. 3) die Zalil A durcli 

(10) A = a^ — ay, (mod. 3) 
gegeben ist. Fur a = 0, (mod. 3) setzen wir wieder: 

|/A(i3oja; + ^© 2 ) = 9 ^ «5a)j 

bier folgt durcli Ausiibung von 8^^^ und T ahnlicb wic soeben: 

(11) A:^ yd, (mod. 3). 

Die Congruenzen (10) und (11) lassen sicli jetzt in den allgemoin 
gUltigen Ausdruck von A zusammenzieben: 

(12) A~ a^(ap ^ — ay) + (1 ■— a^)yd, (mod, 3), 
dem wir tibrigens noch leiebt die Gestalt verleihen: 

(13) A =rH ap — ay yd — a^yd F..r (a^ + y^) (ap + yd). 

JJie hei Transformation von "‘(/A aiiftretmclc drUto BkiheUsw^insol ist so- 
nach dllgcmcin gegeben durch: 

(14) + /3<»g, ycoi + drag) = .]/A(rai, ra*). 

Heim Modul viertcr Stufe Ya sclilagon wir ein vbllig analoges 
Verfabren oin, indom wir 

YA^aco^ + pco^, ycoi + doof) ^> 2 ) 

ansetzon und wieder in zwockmaasiger Folgo Hubatitutiouen 8 und T 
atistlben. Ohno noch einmal die Keelmuug explicite durcbzufUhren, 
gobeu wir bier sogleicb deron llcsultat am Es findet sicb: 

(15) li ;■ y(l — a^) (« + <^ + 1) + ^*(1 — cc aP — ay), (mod. 4). 

Das Verhalten der vierten Wumel Va aus d&r Discrimmante gegmiUber 
den MoMs‘vi)sUtMtAonm ist hiermch geg^m dwch-. 

(16) j/A(«ra,+^®*, yrai+drag)— 

Leicht folgort man daraus noch tvoiter: 

,(17) YA(aa>i + ^raj, dra,) |/A(roi, Oj,) 
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■and gewinnt dureli zweckmassige Combination von (14) and (16) das 
entsprechende Verhalten der eindeutigen Modulform ^|/A.^‘) 

§ 6. Bestimmnng der zu den Modulformen ^ 2 * otc. geliorenden 
homogenen Untergruppen'*''**). 

Vermoge der inzwiscben tiber die Wurzeln aus der Discrimiiiante 
gewonnenen Resultate ist es jetzt leiebt, fur die in § 3, p. 018 eiii- 
gefuhrten Modulformen die zugeborigen bomogenen Untergruppen zu 
bestimmen. Beginnen wir die Untersucbung sogleicli mit and 

verknupfen diese Moduln mit j/A zu den beiden neuen Moduli! : 

X 

( 1 ) - "j/A ^ ’ 

welcbe auf Grand von (4) p. 620 und (4) p. 624 gegentibor S and J 
das Verhalten 

m S; v - - + i., V- 

^ ’ I: h' V 

zeigen. Nun wolle man aus dom Umstandc, dass sich jedes niiRcrer 
Modulsysteme gegenUber den Modnlsubstitutionen stets linear r(i)>ro- 
duciert, vorab den allgemoinen Satz folgern: Die (jesanden Jionmimn 

*) Die Bestimmung der bei |/A und j/A auftretenden Binhoitswuraolu auf 
dcm bier verfolgten. Wego ist zuerst durcb Hrn. Htirwitz 1. c. p. 664 u. f. go- 
sohehen. In der Theorie der linoaren Transformation der ^■-Fuiietionon wpiolt 
auob |/A und damit “j/A eiue wichtigc Kolle. Genaue UntorBuohiingon al.or das 
Verhalten der letzteren sind sohon fruher von Hrn. Dodo kind angcstullt wordfm, 

dossen Function n nichts anderos ala 'l/ ^j/A ist. Man vcrgloicbo aiutacr dor 

schon p. 14'^ genannten Arbeit die ,,JHJrl<mt&nmgm su den liicmmn^Hchen 
mmten uher die Gren^fdlle der elliptisehmi Modudfunetionen*^ in Itieniann’H W(!rk(ui 
(Leipzig 1S70) p. 438. Ncixoro Untersuclmngexi uber Hind durcdigefahri vou 

Urn. Tk Mo lien (vorgl. doasen Note: liber gewme in der Tlmrie dm* elUplieehm 
yunctionen auftretende Mmlieibmurscln^ Derichto (l(iB Kgl. SadiH. CJcHellHch. d. W. 
/.II lioipzig, 1886), desgl. von Hrn. Kiepert (im Verlauf der Abhatidhing: (Iber 
Teilung imd Traneformation der elUptmlien yunctionen^ Math. Ann. lid. 110(1885), 
Howic endlich im AnschluHtj an Dodokind von Hm. IT. W(jber in doHBon Arbeit, 
Zm* Theorie der elUptisehen FuncHonen, Acta Mathoinatioa Bd. 6 p. im u. f. (1886). 
Im Texto muss ®’|/A ausser liotraoht bloibon; denn sio ist in don , cog von der 

Dimonsion (— g) eindeutigo Modulform in dem von 

uns festgosetzion Sinno. 

‘*‘^) Die in dioseni l^aragraphen gogebonen Mntwicklungon warden crat neuer- 
(lings vom lletausgober durchgefdhrt. 
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Modulsubstitutionen^ ^velclie das einmlne unserer Modulsysteme imverdndert 
lassen, hilden eine axisgemiclinete Untergruppe der Jiomogenm Modulgruppe» 
Aber man sieht sofort, class Ag, bei und also aucb bei alien mit 
gleicbbereehtigten Substitutionen unverandert bleiben. Diese Ope- 
rationen erzeugen nun die bomogene Hauptcongruenzgruppe zweiter 
Stufe, xmd demnacJi sind ^3 und Modulformm mveiter Stufe. Da wir 
bingegen in 7 /A bereits einen Congruenzmodul vierter Stufe erkannten, 
so sind mit iJim axicJi und Modidformen merter Stufe und werden 
ziifolge ( 1 ) bei einer mit der Identitat modulo 2 congruenten Sub- 
stitution das Verbalten von ]/A zeigen; wir baben also nacb (16) p. 627 
fiir eine Substitutio*n dieser Art: 

y*®! + ^®2) = (— 1) ^ ®2) 

ulid entsprecbend fiir Ag. Im Hinblick auf die imter (7) p. 625 cbarak- 
lerisierte TJntergruppe voii "j/A folgt jetzt obne weitcres: Die m den 
Modulformm vierter Stufe A^ gelidrende ausgepjeicJmeic Jiomogene Gon- 
gruenisgruppc umfassi alle mod. d mit den vier Typcn: 



congruenten homogencn Suhstitutionen. 

Wahrend iibrigens die aus cntspringendo direct die 

Siructur der niclit-bomogenon Diedergruppo (n 3) besitzt, worden wir 
die aus (4) p. 620 ontspringonde bomogeno der Fornieu Ai, A^, 
da sic auf die Oq bemiedriscb isomorpb bozogeu ist^ als eine homogojie 
Diedergruppe (n = 3) bezeiebneu**). Diese bomogene entblllt, 
wic man loiclit nacbwoist^ eine cycliscbo G^ und drei cyclische G^ als 
Untcrgrui)pen. Dor Vollstandigkoit balber reebnon wir uns aucb nocb 
die zwischen Ag und A^ oinerHOits und g^j g^ andrcrscits bostobenden 
Itelationon aus. Man fmdet aus (2) p* 621 far Ag; A^ sofort: 

— A, A, + , 

(4) ■ 2A3»--:U/A,-3A,V + aV-^^^;, 

_ — XiX^(X,j A^) . 

Wir xuClBsoja bier von vornberoiu mit dor MOgUohkoit reohnon^ daHS sicb 
oino xucbi<*bomogono dcH eindoutig bcBtimmtcn Diodortypus niOglichorwciBO 
nooh in mcbrcron wosunfclicb vor«cbiodonou Arton m bomogonon orwoitoni 
L^Bst, d. b. daBH fiir oino bomogene Diodergrupx>0 nocb mebrore untor^ 
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In ganz analoger Weise definieren wir jetzt neben dem System 
die beiden weiteren Modulformen ( — 1)*°^ Dimension: 

(5) i3 = liV'A, = 

Diese Formen erfaliren gegeiiiiber den homogeneii Substitiiiionen S 
und T die Xnderungen: 

S: ls' = §s, = 

^ ^ T: il/SI/ = Is + 2|i, iVH.^ == Ss - I 4 , 

SO dass § 3 , gegeniiber S''^ invariant sind und sich denizulblge als 
Moduln dritter Stufe erweisen. Da I 3 , aber von ungerader Dimension 
in den Og sind, so werden sie bei das Zeicben wecbseln, nnd 
es cntsprmgi aus ( 6 ) eine homogene Tetmedergm^e (T 24 , welche uns offen- 
har direct die mr homogenen Sanptcongruen^gnippe dritter Stufe gehbrende 
endliche darstellt Merken wir uns fiir sogleich aucli die den 

Relationen (4) entsprechenden Gleicbungen: 

(7) Is® - 20|s=>ls" - 8 1/ = 

I ls»|,-|/ = 3i/A. 


Jetzt ist besonders interessant, dass auch aus den Operationcn (5) 
p. 620 eine liomogene Gruppe von 24 Operationcn dor eutspringt, 
die -mit den eben betracbteten Substitutionen der Ig; ganzcn 

betraclitet, ubereinstimmt. Die G^^ der iseigt also den eben schon 

gewonnenen homogenen Tetraedertypus, Inmischen sind die Formen St, 
elcnso wie ’f/A Congruenmnodnln der seclistcn Shife; sie golmron also zu 
einer ausgezeiclinetcn homogenen r.4 der Stufe sechs, dcrcn beztiglieho 
endliche dioselbe Structur besitzt, wie die znr llanptcongruenz- 
gruppe vierter Stufe ^ 2 d gehorige liomogene G^^. Um jono der 
6 *®*^ Stufe zu bestimmen, schreiben wir uns zuniiohst die mod. (i vor- 
schiedenen, mod. 3 mit 1 congruenton nicht- homogenen Substitu- 
tionen auf: 



Die entsprechenden zwolf homogenen Substitutionen wcrdon zur lliiirte 
™ Vorzciclien iindern, zur Halfte unverandert laasen; die lotzteren 
sechs werden unsere fraglicbe fa^ mod. 6 cbarakteriHieron. Nun lassen 
die, sechs eben geschriebenen Substitutionen, untcr Fostbaltung der 


sobiedone Sfcmoturon mOglich siad. Die gloioho Bemorkuiig gilt auoh fUr die 
abrigen Gruppon der reguiaren IC^rper, 
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fiir ihre Ooefficienten gewahlten Vorzeichen, I3, einzeln unver- 

andert, wahrend |/A nach (17) p. 627 bei der ersteH; zwGiten und 
letzten Substitution das Zeicben wecbselt, bei den drei ubrigen aber 
unveriindert bleibt. Mit Kiicksieht auf die ungerade Dimension der 
S3? h folgert man bieraus muhelos: Die m gi, g^ gehormde homogme 
sechster Stiife umfasst alle modulo 6 miti 



co'^igTueutcu liomogemeu 3£oduls%ib$tiiA.i>tiofhe'yi* Dass diese seebs Typon 
modulo 6 tliatsaeblieb eine ausgezeicbnete in der bomogenen 
bildeUj kann man iiaturlicb aucb direct beweisen, — 

Uiiter Zurtickscbiebung von nebmen wir jotzt erst tij 5ji 

vorweg, weil namlicli bier Scbritt ftir Schritt die namliclio l/ber- 
legung Anweiidung findet, wie soeben bei gji, gjj, Wir sebreiben: 

(9) fe==§il/A, 

welche Modulformeu nach (7) i). 620 und (17) p. 627 bei S und T 
die iLnderuiigen crleiden: 

S: Si' == «■*&!> 

Dio Op&mlion S'’ Uisst gj, §4 unvcrandort, so dass wir in ilmm 3Todul- 
format fiinfter Stiife und uhrigens ( — Dimension bcsUgen. Dio 
aus ( 10 ) ontspringendo homogene Ikosaodorgruppo stellt uns alao dio 
zur Hauptcongrueuzgruppo fflnfter Stufe gehSreiide homogoiie dar. 
Mit </ 5 j, P 3 sind tj, St verbuuden durcli: 

I £1) 

( 11 ) nSat&t)'” 21 6^,3 

' ASsj £4) ^ A^’, 

woboi If, T, f dio wolilbekaniitoii IkoBaodcrformen aind. 

Androrsoits ontapriugt aus (7) i). 620 eine dcrou Bubatilii- 

tionon, im ganzon botracbtet, wieder mit denen von S 3 , §4 vallig Ubcroin- 
atiminon. AJer Si, 4 Moddformm gehnter Stufe und gctwren ak 
soloM m eincr msgcxeidmetm "komogmen Tj^o dicser Stufe, dorm mk 
sprecJimde wie wir schm, diesed>e Simctw lesUnt, wie die tiur 

homogmm Umqoieongruenegru^ fUnfier Stufe geiwrmde <?,*,. IHo frag- 
liohe fjijo der gehnten Stufe reduciert swh mod. 10 genommen auf die 
sodhs SubstituUonm: 
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Eine besondere Stellung nimmt das nun nocli librig bleibende 
Modulsjstem konnen wir zuvorderst das Eintreffen 

derjenigen Moglickkeiten beobachten, die wir bei der bomogeuen Dieder- 
gruppe untex dem Texte p. 629 in Aussicht stellten. Aus den Formeln (6) 
p. 620 entspringt, wie wir sogleicb nocli naher selien werden, eine 
homogene die als eine homogene Oktaedergruppe zu bezeichnen 
sein wird. Wir betonen dabei besonders, dass den cyclischen der 
nicht-homogenen Oktaedergruppe in dieser liomogenen 6r^ eyeUsclie 
entspreclien, wie man aus der ersten der eben citierten Formeln olino 
weiteres abliest Auf der anderen Seite entspricht aber der liomogcneu 
Hauptcongruenzgruppe yierter Stufe eine die wir mit demselben 

Rechte als homogene Oktaedergruppe bezeichnen. In dieser ist 
aber der aus 8 entspringenden nicht-homogenen die Iiomogeno G^ 
der Operationen: 



zugoordnet, und diose ist, wie man sofort bemorkt, keinoswegs 
cyclisch. Wir haben also da zwei von einaudor verscliiedeno homogcnti 
Oktaedergruppen. 

Beim System der fi-i, verfiigen wir nun Uber keinon Zuaaiz- 
factor, der diese Moduln etwa analog wie die voraufgehenden in soJclio 
yon der vierten Stufe zu verwandelu filing ware, und man hat in der 
That bislang kein Modiilsystem gefuuden, das sich mit dor hojuogonon 
Oktaedergruppe G^ voin letzteren Typus lioloodrisch isomorpli Hub- 
stituierte. Bei dieser Sachlage ist der Beweis, dass die der 

achten Stufe aiigehoren, efcwas umstandlichcr. Wir vorfahreu niinilich 
in diesem Botracht, wie folgt: 

Duxch Combination unscrer Moduln ftj, mit dor yierten Wurz(d 
aus der Discriminanto dofinicren wir die beidou Modullbrmen ( - 
Dimension: 


(Id) fijj o=a 

welclie gegeniibor 8 und T das Verhaltou zoigou: 


(14) 


S: 

T: 


<*3 


1 4 - ® 




- 1 -I- * 

ft, + , - [/aft/ =» ft, - - ft^, , 


i^i, 


(and tliesorhalb tlbrigons wicclorum au ciuer wesentlicb tioueti liomogcuoii 
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Oktaedergruppe Aulass geben). Mit erweisen aicb diese neuen 

Modulu verbunden durcb die Relationen: 

f H" = 12,9^2 A, 

I — 33ftsV/ — 33fij,‘‘ft/ + = 216^aA]/A, 


Von den jetzt definierten Moduln ftg, ^4 konnen wir nun zeigen, 
dass sie der achten Stufe angelioren, wofern wir bier eine spator nock 
ausfillirlicb zu betrachtende nicht-bomogene ausgezeicbnete Congruenz- 
gruppe r43 der acbten Stufe zum Gebraucb beranzieben. Dieselbe 
lasst sicb^ wie wir bier vorgreifend bemerken, aus /S®, den beidon 

Substitutionen , sowie aus denjenigen ferneren 

Substitutionen erzeiigen, wclcbe aus den bciden soeben angefulirten 
durcb wiederbolte Transformation vcrmbge S entspringen. Man be- 
weist nun in der That olme Mube auf Grund von (14), dass filr 


Jc 


3; 4 die Gleicbungen: 


17cOji + 4(U2? ± 4(»i + O 2 ) = CO 2 ), 

15a)ji + 4(»2; T 4c»ji + ^ 2 ) = 


crfUllt siud, uud man scblicsst in bekanntcr Woiso daraus solbrt, dass 
aucb alle mit den soebcn ausgeubtcn gleicbborcchtigton Substitutionen 
und iinverandert lasson. Da ^3, ^^4 aber aucb boi 6'® in sicb liber- 
gebon, so gobbron sic in der That zur fraglichon u, die sicb librigoiis, 
wio man leicbt boreclmet, mod. 8 auf die vicr nicbt-bomogonon Typejx 

C; 1)’ (ci; t)’ ill 5)’ ( 1 ; i) 

Itosultat: Die heiden Jformmi m\d /X4 Bind Congrmmsmodtiln achter Siu/e 
("«- J)mcmion und gclidron m eincr aungcMchnctcn liomogmcn 
tvclchc alle modulo 8 mil: 


(1(5) 



congruenlcn homogenen ModulsuhstituUoncn umfassL 

Da sicb nun j/A beroits obon als ein Congruonzmodul dor viorton 
Stufe orwios, so orkonnen wir jotzt in die dock dor vierteii 

Stufe niclit angebbren kbnnen, gloicbfalls Moduln der achtm Stufe. 
Dabci gebbron sio zu einor ausgezeicbnoton liomogonen diosor 
StufO; die man uuter ttllcksichtnabux^ auf das Vorbalton von j/A 
durcb ganz analoge Obcrlegungon in Erfabrung bringi, wio vorbin die 



634 


HI, 4. Die S5U den ausgezeiclineteu Untergruppen 


Gruppeii von §3 uud gg. Es findet sich, dass die fra(jliche aus^ 
gcmclinete r4s sick mod. 8 auf die acht liomogenen O'l^erationeni 


(17) 



reduciert Dass die durch (16) und (17) charakterisierteii Untergruppen 
(?s der zur acliten Stufe gehoreuden liomogenen ausgezeichnete siiid^ 
beweist man in der That aucb leiclit direct. 

Hiermit kommen unscre an die Galois'sclien Hauptmoduln sicli 
ankniipfeuden formentheoretischen Betrachtungen zum Abscliluss. 


§ 7. Die sechs gleichbereclitigten fg der fiinften Stufe und die 

zugehorige Fq. 

In dem mm beginnenden zweiten Teile des gegenwartigeii Kapitols 
sclireiten wir zu Untersuchungen wesentlicli anderen Charaktors vor, 
indem wir nllmlich nunmehr auch die nielit ausgezeiehnelen Congruonz- 
gruppen der bislang behandelten Stufen iintersuclien wollen. Nacb 
unseren hier in Betraclit kommenden allgemeinen Erbrtcrungcu (§ 10 
des vorigen Kapitels) entsprielit dem einzelnen System gloicliberccbtigtor 
Untergruppen dieser Art eine Resolvente Grades des bezUg'- 
lichen Galois^schen Problems. Wir werden also in erster Lillies die 
Aufstellung solcher Resolventen als unsero Aufgabe ansehen, Eiiio 
erschopfende Dnrchfulirung diesor Aufgabe bleibt hier indcssori gunzlicli 
ausgeschlossen; vielmohr wenden wir uns sogleich zur fdnfton kStnfe, 
da sich in der That die analogcn Bntwicklungon lilr die voraufgelien- 
den Stufen in alleroinfachsier Weise durcliffJiron lasson*). Auch boi 
der ITinften Stufe beabsichtigen wir keineswegs, die (Josamtheit der 
Resolventen des Problems sechzigsten Grades anzugelum; vielmohr 
wollen wir nur diejenigon boidon Systemo yon Untergruppen dor 
fiinften Stufe horanziohon, welcho den kleinston Index aufwoison. Das 
sind nach p. 489 oinorsoits seeks (jleichherechUgte r«, die (leu Iiulbmotu- 
cyclischen Untergruppen der ontsprochon; sodaun abor zufolgo dos 
Galois'schon Satzos filnf gloiclibcrcchtigie Wir gewinnen von iluion 
aus eino Resolvente scchsten und oine fiinften Grades dor Ikosaodor- 
gleichung, Uesolvonteu, die ja freilich schou in der IkoHaedortlioorio 
die fundaxnoiitalste Rolle spiolten. Wir mUssen hier abor urn so melir 

*) Wir verwoiseu in tIioBOm Betraoht echon hier auf das m hoginn doH 
folgondon Faragraphon zu gobeudo Citat. 
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auf diese Oleidaiuigen eingelxeii, als gerade die Art, wie wir sie ab- 
leiten wollen, allgemeiii f'iir die Theorie der Modulfiinetionen cbarak- 


teristisch. ist und weiterliin in emer 
ganzen Reibe von Fallen zur Ver- 
wendimg gelangt. 

Eine einzelne nnter den sechs 
gleidibereclitigten fg (um mit diesen 
zu beginnen) ist nach (1) p. 458 
z. B. diejenige Untergruppe, welclie 
alle Substitutionen der Gestalt: 

(1) v{(a) =z ^ , (mod. 5) 

eaihrilt. Diese entbiilt die Sub- 
stitution S ; ei n F undam entalp oly gon 
der Vq muss sicb. also ganz imier- 

balb der beiden durcb oj = 

ziehenden Geraden dor Modulteilung 
anordnon lassen und stcllt ilbrigens 
cinen zohnten Toil des in Fig. 83 
p. 355 angcdoutotcn Polygons dor 
r<.,) dar. Es ist nicbt besonders 
scliwer zn soben, dass das Polygon 
d(^r IVaglichen die hior in Pig. 9() 
angegebono Gestalt besitzt. In- 
zwiseben wolleu wir zum Beweiso 
dor Richtigkoit dor Fig. 96 unige- 
kehrt von ilir aus auf (Jrund des Vor- 
zweigungHsaizes cine Untorgruppe 
deflnieron und zeigon, dass diesolbe 
unsoro durcb (1) gogebono ist 
Dio Substitutionen 
vormogo doroii dio einandor zugo- 
ordnoten Jiandcurven dor Fig. 96 
mit oinander corrospondicren, bo- 
reclmen sicb aufs leichtesto zu: 

(2) vi(0) — 0 + 1 , »,( 0 ) — 




(lieseUim ftabm in der Thai alle die i'orm (1). Um aber zu zeigon, 
dass das in Fig. 96 gozoiclmoto Polygon dem Vorzwoigungsaatase 
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genugt, miissen wir dasselbe dui’ch Zusammenbiegung auf einander 
bezogener Randcurven zur gescblossenen Flache Fq zusammenlegeu. 
Diese Flache lasst sich in einfachster Weise zu einer Ebene gestalten, 
da es sich namlich in Fig. 96 um ein Polygon des Geschlechtes p — 0 
handelt. Die zwolf Elementardreiecke der Fig. 96 geben solcherweise 
zu der in Pig. 97 angedeuteten Einteilung der Ebene Anlass. Um die 
Entstehuug dieser letzteren Figur aus der ersteren noch leichter zu iiber- 
blicken, haben wir beiderseits die Doppeldreiecke^ wie sie einander 
entsprechen, mit den Nummern 1 bis 6 versehen; zugleich sind in der 
letzteren Figur die durch Zusammenheftung auf einander bezogener 
Randcurven entstehenden Linien des besseren Uberblicks halber starker 
markiert. — Die Ebenenteilung der Pig. 97 entspricht nun, wie man 
sich iiberzeugen wolle, gerade vollstandig den Anforderungen des 
Verzweigungssatzes (cf, p. 345), und also tuerden wir in den geseiclineten 
Figuren ihatsdcMicli Polygon und Flache Fq der vorgelegten hesii'sen. 

Die zur fg gehorende sechsblattrige Riemann’sche Pllicho i'g iiber 
der J'-Ebene werden wir sogleich zu verwenden haben; stellen wir 
also schon hier ihre Verzwoigung fest. Dieselbe liegt in der Ebencn- 
tcilung der Fig. 97 olfen am Tage; in der That ist ja dioso Figur 
im Sinne von p. 65 u. f. ein zweekmassiger Ersatz der in Rode stohen- 
den Riemann'sehon Fliiclic Fq, Wir losen demnach unmittolbar aus 
Fig. 97 ab: Die Flache Fq ist ausschliesslich hei e7’s= 0, 1, cx> vermeigt; 
und Mvar ordnen sich lei J «= 0 die sechs Blatter m je drei in swei 
Ver0weigungspun7cte 0 usammen, lei J = 1 verlaufen iswei Blatter isoUcrly 
die vier anderen hdngen 0 u> Baarcn in 0 wei V&i'moeigtmgspmMcn pu- 
sammen, endlich lei J" = oc verlduft ein Blalt isoliert, wiihrmil die 
iibrigcn fUnf cyclisch mit einander vermveigt sind, lliervon haben wir 
nun sogleich eine interessanto Anwendung zu nuichen. 

§ 8. Aufstellung der Resolvente soohsten Grades*^). 

Die Untergruppo fg des vorigou Paragraphen gohr)rt zuui (Je- 
schlechte und besitzt soiuit eineu Hauptmodul r(co). Die com- 

plexo Ebene von r koiinen wir dann bckanntlich gcradezu als die dcu’ 
Fig. 97 zu Grande liegendo Ebene betrachton und werden jodetifullH 

*) Dio hier «ur Aufstclluuf< den* Uosolvouto in Anwondung' gobmchtxj Mothodo 
ist zuerst voji Klein in dem Aufsatz: l7lcr Uwure JHffermtialglHcJmngm^ Math. 
Ann. Bd. 12 (1877) eutwiokelt und damn in don p. 142 atiHrcihrlich gonannteu 
Arhoitoii ausgiebig besnutzt wordon. 'An don dorificdbst boroolinetcn (jHeudumgcui 
golidron nobon dor lt(3«olvonte des Textoa auch di(3 (niBproclumden auf die Biuftui 
2, 3, 4 beziiglicheu KoHolvonton, woiter solcho dor Biufon 7, 13, vou donon 
im Toxic orat weitor union gohandclt wird. 
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den Hauptmodul so fixieren wollen, dass die in Fig. 97 auftretende 
Gerade die reelle ir-Axe werde; es hat das nach den beziiglichen Ent- 
wicklungen in § 7 des vorigen Kapitels keine Schwierigkeit. In der 
That bleihen wir mit dieser Absicht in tJbereinstimmung, wenn wir 
zuvorderst 

(1) = 0, ^(0) = oo 

setzen. Hiermit ist freilich r erst bis anf einen constanten Factor 
definiert; inzwischen werden wir den letzteren baldigst in zweck- 
massiger Weise festlegen. Verfolgeu wir vorerst die Beziehung von r 
zu Jy welche uns (zufolge § 5 des vorigen Kapitels) den Ausdruck 
der gewhnschten Resolvente sechsten Grades liefert. 

Zwischen r nnd J besteht eine algebraisehe Relation, deren all- 
gemeine Form in (7) p. 592 angegeben ist. Dabei bedeuten fur gegen- 
Wiirtigen Fall 4>, Y, X ganze Functionen sechsten Grades von tr, 
die gleich Null gesetzt diejenigen Werte von r liefern, welche bez. 
den Werten J — 0, 1, oo entsprechen. Aber nun sehe man in Fig. 97 
nacb, dass die sechs Punkte tr mit <7=0 an zwei gctrennten Stellen 
zu je drei coincidieren, was wir schon in etwas anderer Form am 
Wchlusse des vorigen Paragraphcn aussprachen. Es muss demnach 
0(<c) = 0 zwei dreifache Wurzeln haben, so dass wir setzen werden: 

= (tr® a% hy. 

Tn vollig ontsprochend(U' Weise liest man fur T uud X aus Fig. 97 
Oder deiu Schlusssatzo des vorigen Paragraphcn die Aiisatzo ab: 

Y(r) «= (r® + cr + d) (t?® + ct + Z’)®, X('r) = (jt, 

lieim Ausdruck fttr X habcu wir zugleich beriicksichtigt, dass zufolge 
unsorer Auswahl des llauptmoduls t die fttnffache Wurzol von X «=*.() 
bei TT oo, die einfache bei tr «=» 0 golcgeu ist; die a, • sind 

hierboi nocli nicht naher bokannto numerischo (^r^sson. Morkon wir 
uus also, dans wir auf (irund der im vorUjm l^arayraphm ^efumimeot 
Vermeigtmg von % ilber J als (Scatalt dvr in Ikdc dehmden Ilelation 
die folgendo ansetmn mmsmii 

(2) 7: J ~ 1 : 1 (r® + ar + hf : (f + ct + d) (f+et + fjzgt. 

Wenn wir hier iibrigens den Ooefficienten von in <l> direct gleich I 
annalimon, so war dies deshulb statthaft, well % ^oo nicht zu dcu 
Wurzeln von <t> «« 0 gehork, Dass aber dawn auch in ¥««« 0 der hbehste 
Goeflicicnt gleich I zu nchmen ist, folgt doshalb, weil die Gloichung 
<l) — X Y ersichtlich identisch bestehen muss. 

Nun aber ist besonders intoresHawt, dass wir verm<>gc dor vorge- 
tragciien OberhSgungen die in Aussicht geuommeno Resolvtuilo vom 
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seehsten Grade niclit nur in der durch (2) gegebenen zum Teil nocb 
unbestimmten Gestalt haben ansetzen konnen, dass wir meJmehr von Jiier 
atis mit Hulfe dniger iveniger JRechnungm die fertige Form 'iinserer Fesolvmte 
gewinnen Wnnen, oJine dass %vir etwa noch wesentlicli neue Eulfsmitfol 
herandehen milssten^)- Bevor wir diese Eecbnungen durcbfuhren, miissen 
wir V endgultig fixieren, iind wir wollen das dadurch tlimi, dass wir 
die in (2) enthaltene Constante g mit — 1728 ideiitiscb setzen. Da- 
mit gewinnt r, wie man leicbt aus (2) berecbuet, bei co «= 0 den 
Naberungswert; 



ist also endgiiltig bestimmt -and zwar (in tJbereinstimmimg mit unserer 
obigen Festsetznng) anf der imaginaren co-Axe als reellc Grbsse. 

Zur Bestimmung der noch unbekanixten Coefficienten ^ 

benutzen wir nun die identische Gleichung <t> — X =*= Y. Man be- 
weise namlich durcli elementare Betraclitung, dass die Functional- 
determinante von O und X: 

+ aT+ hy {) 


den in <t> — X = V quadratisch entlialtenen Factor (r® -j- cr -j- /*) 
noclj in erster Potenz besitzen wird. Da aber Y mit d> sicher keiiion 
linearen Factor gemeinsam hat, so kommt als notwendige Folgerung 
die Identitat; 

T^ + et + f=t^ + ^ 

welohe uns e = f= — liefert. 

Mit Httlfo cler so borecliiLotoij Wortc e, f nehreibo man jetKt dio 
Identitiit 0 — X == Y ausftlhrlich; sie lautet: 

+ 3 <* T0+ 3 (a“ + ly + (a» + (iaiy-{-ii(b^+a^by+Qiah»y 1 72 H)t:+ 6 '‘ 


‘^y-\-ev + d)(T* + 


4a 3 I vj 



In ihr miisseii nun gleich hohe Poteuzoix rochts und linlcH dui niUn- 
lichen Coefficienten aufweison, Vorgleichon wir abor zuntlclint <lic} 
5 ion Potenzen und die Abaolutgliodor, no kommt: 

C— ci — 25b. 

Die vierien Potenzen lieforn 


*) Ks Hcgt dies oifoubar darau, dass nnsoro dutch Angabc iliror hei 
«/ ««• 0, 1, cxD g<ilegonon Terzweigtmgajmnkte V>eroitH vollatamlig bcHtmmit int, wnw 
man auch geometriach loioht l> 0 Ht{Uigen katm. 
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und endlich die zweiten unter Verwertung der schon gefundenen Be- 
zieliuiigen : 

— 10^ 

Da aber unsere Gleicbung infolge der symmetrisclieiL Auswahl von % 
durchweg reelle Ooefficienten besitzt, so ist notwendig a = — 10, nnd 
damit finden sich ingesamt fvir die unbekannten Constanten in (2) die 
durcligangig rationalen Zablwerte: 

a = — 10^ & == 5, c = — 22^ d — 125, e — — 4, — 1. 

Unsere gesuchte Eesohente sechsten Omdes hat demnach die fertige Form*^: 
(3) J:J— 1 :l = (T2_10Tr+5y :(z2 — 22r + 125) (z^ 4r - 1)‘^ 

: — 1728tr. 


Wir bezeicbnen Gleichung (3) fortan als die fimctioncntheoret'lscJic 
Gestalt unserer Resol vente secbsten Grades und setzeii ibr eine zweito 
formmilieorctische Gestalt gegentiber. In der ersterou Gestalt ist nlim- 
licb die Unbekanute t eiue Modulfunction, in der letzteren wird ent- 
sprecbend die Unbekannte eine Modulform sein. Wir gelangen zu ibr, 
indom wir vorab die Aufgabo losen, den Hauptmodul r als rationale 
Function von § darzustellen. Statt aber hier in die Einzelheiten der 
Ableitung diescr Darstellung z = oinzut’iihren, geboii wir so- 
gleicb als fertiges Resultat 


( 4 ) 


125 

1 


+ 11 


an und wollen min ‘umgokolirt an der rccliten &<eito von (4) alle 
wosontlielien Eigonschaften von z nacbwoisen. Dio roebto Beito von (4) 
bicibt in dor That bci don zohn g-Substitutionon 


g^ „ - - 0, 1 , 2, 3, 4) 

unvorliiulert, weloho zulblge loicliter lloclumng die unserer zu- 
goorducto XJntorgruppo der O^q bilden^*^")* Da wir Oberdies iu (4) 
oino rationale Function zohnten Grades von g liaben, so wird dieaolbe 
auf dein Dolygon der fj* einwortig sein und also eiiien Hauptmodul 
dor abgeben. Derselbc wird, wie man aus (2) p* 613 bereohnet, 
bei «n«*icx) zu Null, bci m — 0 abor oo, stimmt also mit jedenfaUs 
bis auf einen numerischen Factor. Dass abor letztoror mit 1 identiscli 


**') Cf, p. Ill B’ormol (4*9). 

****) Mm vorgl die au^fahrlioho Angabo dor CO IkosaedorsubHiituiioneu in 
jdkas.** ih 43 b'ormol (32). 
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ist, ergiebt sich, weil die rechte und linke Seite von (4) bei co = ^oo 
•iibereinstimmend die Anna-lierung — 125 r besitzt, was man auf Grund 
von (3) p. 639 bez. (6) p. 614 leicht zeigt. Gleickung (4) giebt so- 
nach in der That die richtige Darstellung von r als Function von 
Jetzt schreiben wir unter Heranziehung der Formen go die 
Gleichung (4) in der homogenen Gestalt: 

^ 


Aber was hier im Nenner stelit, ist nach (5) p. 622 nichts anderes^ 
als — so dass wir fur t die merkwiirdige Darstellung: 

(5) ir = — 125gi«g/A 


gewinnen. Wir sehen: Auch noch 



ist eine eindeutige Modulform 


funfter Stufe; denn sie ist unter meckmdssiger Fixierung der sechslm 
JEinlheitswurgel mit titzVo identiscJi. Freilicli gchort g^gy]/r) niclit 
direct zur indem ^iese Grbsse nilmlich bei der Substitution g/ — — gy; 
gg' = noch einen Zeichenwechsel erleidet. Jcdenfalls abor gchort 
dieser Gruppe wieder die Modulform: 


(G) 





2 


an, und dieses ^3 wollen wir jetzt an Stelle von r in (3) substituiercn. 
Vorerst setzeii wir die Proportion (3) in die Gleiehung um: 

% /r*'* — 10 r -f- 5\® 

A ~ \ 12//a / ' 

um aus ihr durch Ausziehen der dritten Wurzol 

tr — lOir *-]- 5 


zu gewinnen. Dass ubrigcns bei dieser letzten Operation niclifc <dwa 
eine comjdexo dritte Einheitswurzcl als Factor der linken odcu* r<ichten 
Reite aufiritt, zeigt man unter Uucksicht auf die Darstellung ((>) von c 
wieder durch Annaherung an m «« ioo. Jndeni wir jetzt in der letzten 
Gleichung vollends — ;:;‘*A substituieron; kommi als Gleichung fUr x?: 




10 


4 - 

^ A 


A*-* 


r 


0, 


womit die in Amsicht genonmenc fimumUmrelkche (ivsidll ummir Her 
solvmte gewonnen ist*). 


in „il< 0 K,“ p. 110” 112 ist die Auordnnug gerade umgckeiui, wie hicr im 
Toxte, indem zuorsfc die fomentheevetisohe Uesolvente tmd aus iiir 

di(i fmictIonontbeofetiH(‘.lie aligolcitei wird. 
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Man wolle bemerken, dass die linke Seite der Gleicliung (7) in 
den Homogeneitat zeigt, indein namlich jedes Glied derselben 

in <x)^y CO 2 von der Dimension 24 ist. In der That ist ja ^ Modulform 
vierter Dimension, Da iibrigens der Dimension ( — 4) angebort; 
so ist X = — A von der Dimension Null und stellt also eine Modul- 
function dar. Die Substitution von x statt 0 in die letzte Gleicliung 
giebt die oft benutzte Gestalt unserer Resolvente: 


( 8 ) 


10»s + ^ . a: + 5 

YA 


0 . 


Indessen gehcirt diese Gleichung niclit eigentlich der fiinfton, 
sondern der fiinfzehnten Stufe an; wirklicb ist ja auch x — nsy^A 
eine Modulf miction der fiinfzehnten Stufe*). 


§ 9. Naberes tiber die Resolvente sechsten G-rades. Die Frage 

nacb ihrem Affect. 

Die Gleichun gen seehsten Grades des vorigen Paragraxiben sind 
Ilesolventen der Ikosaedergleichung und besitzen als solchc eine 
Galois'sche Gnippe**) sochzigster Ordnung. Wir wollon diosen Satz 
hier noclnnals iiuter Zugrundelegung der formentheorotisclicn Resolvcnici 

(1) 0 + TT ^ A" ^ + A* “ ^ 

alileiten und sodann eine Iteihe weitcror algebrai seller tJberlegungon 
an diese bosondea's intcressante Form unserer Ilosolvonte knilpftm. 

Wir nennou die sechs Wurzoln von (1) iiu AnschlusH an csiiio 
schon von Galois g(5braucht0 liezoiclmungsweiso 0 ^^ 0 ^^J 0 ij 0 ^, 0 ,^^ 0 ^^ und 
zwar sei 0 ^ dor im vorigen Paragraplien schleclitlun (lurch 0 bt^- 
zoicbaioto Modul: 

( 2 ) = g(<Oi, 

Wlihrend wir alsdann weiter im Anschluss aa:i Pig. 96, p. 935: 

(3) 0y — a/cojj) 

Hchreibon. Ijasson wir jetzt JT in seiner Bbeno irg<md wolche gc- 
HchloHsono Wego boschroiben, so kommt das darauf liinaus, dass wir 
auf w irgend wohdio Modulsubstitutiouen ausiiben. Denkon wir uns mm 
die sechs Wurzeln von (1) in die sooben schon goschri(*beno Anordnmag 
g(jbracht und flben alsdann dor fonnenthooretischon Gestalt von (1) out- 

*) Boi der fClnften Stufo wClrdc man ttbrigens bleibon, ■wonu man «iatt is die 
Function substituiorb. Kb kommt dann alw EcBolvcnte (cL „Tko».‘* p. It t) ; 

10 0. 

***‘*‘) Damit inb liier immor die Monodromiognippe gemoint. 

K l « 1 u " 1^' r l Cl k 0 , M (ulul Tini 0 fcloucm, 
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sprechend homogene Modulsubstitutionen aus, so ist jeder solchen 
eine bestiminte Permutation der 0 ^., Sq, • zugeordnet*). Es ent- 

sprechen dabei den Substitutionen B und T die Permutation en: 

S'. — 0 X 1 > 0v = 0r — li 

(4) = 0 g, 00 ~ ^co > ^2 — 

I 01 = 0A — ^3 “^ 3 ; 

vie man leieht zum Nachveis bringt. Da aber alle sechs 0 Moduln 

funfter Stufe sind und ttberdies in den tOa gerade Dimension auf- 
weisen, so erhalten wir insgesamt nur sechzig Permutationen, die eine 
aus den beiden Permutationen (4) zu erzeugende bilden. Bu-so, 
Goo offmhar mit der Btosaed&rgrti^pe lioloedrisclt isomorph und giebi 
VMS die Galois’sche Gruppe der GleicJmng (1) in ihrer elementaren Form 
dls Permutationsgrvppe, und 0wa/r unter Zugrundelegung des MaUonalitcits- 
lereiehs der Coefficienten von (1). Wirklicb ist jede Function dor sechs 
Wurzeln, die ihren Wert bei den sechzig Permutationen der Ggo uicht 
andert, eine Modulform erster Stufe; als solche ist sie mit lificksicht 
auf die Dimension der 0 in g^ und J, und also auch in den Coefficienten 
von (1) rational darstellbar, d. h. sie ist fur uns rational bekannt. 

Wir kbnnen hier die Frage aufwerfen, wie man boi dicsor Sachlag(* 
die Eigenart der besonderon G-loichung (1) gegenttber der allgemoineu 
Gleichung sechsten Grades in zveckniassigster W^eise charakterisieron 
kann, oder (urn es mit dem Kronecker’sehen Ausdruck zu bo- 
zeichnen) wie man den Affect der Gleichung (1) am einfachslon ang(d)eji 
kann. Wir werden hier dem allgemcinen Brauche dadurch (olgen, 
dass wir uns mit irgend einer ratioualcn Function / dor sechs Wurzeln 
versehen, die so gebildet ist, dass sie bei den sechzig Permutationen 
der Goo nuinerisch unverlindort bleibt, bei alien ilbrigcn Permutationen 
der sechs Grossen 0eo , 0o, ••• indessen iliren Wort iindert. Eino dorartige 
Function f nennen wir eine Affectfimcticni von (1) und ziohon aus doni 
Fundamontalsatze dor Galois’schon Thcorio ganz allgomoiu das liesultat, 
dass irgend eine Affe ctfunction von (1) in oinor particular gowahlteu 
und Ubrigens den symmetrisohen Functionon der sechs Wui-zeln rational 
ist. GegenKllrtig ware alsdann oin solches f gegondbor der Gosamt* 

gruppe aller 6! T’ermutationon der 0 noch eino «= 12-wortige Func- 
tion und wttrde als solche einor Gleichung zwOlften Gradcis gonilgon, 
deron Coefficienten sich aus den symmotrischon Functi<mon der s 

*) Will man nbrigens liober bei den nioht-homogenen Hiibstltiitionoa bhiiban, 
ao kann man anoh an Rtollo von (1) die auf dor vorigen Seito untnr doni TokIo 
initgetoilto Form dnr lliwolvonto zu (irundo logon. 
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rational aufbauen. tJbrigens kann es vielleiclit zweckm'assig sein, statt 
einer einzelnen solcken Affectfanction mehrere rationale Functionen 4 
f', • • der seeks Wurzeln zu setzen, die insgesamt gerade wieder bei 
jenen 60 Permutationen und nur bei diesen numeriscli unverandert 
bleiben, wahrend die einzelne Function vielleicht aucb nocli daruber 
hinaus bei anderen Permutationen der 0 ihren Wert niebt andert; man 
bemerkt leicht^ dass ein solclies System /*, f\ • • •, die einzelne Affect- 
function zu ersetzeii vermag. Den Affect von (1) werden wir also da- 
durclh in Izurzester Weise fixieren Tconnefn, dass wir irgend eine eimelne 
Affectfunction f oder ein solches AffectfimctionS’-System wirlclicli angeben. 

Es ware nun nicht schwer, fUr die Oleichung (1) eine einzelne 
Affectfunction auf directem Wege aufzubauen; das betreffende Ver- 
fahren wiirde aber fur alinlicli gebaute hohere Gleichungen^ mit denen 
wir spater zu thun baben, niebt raebr anwendbar sein. Wir wollen 
demnach zur Erledigung unserer Frage nocb andere Mittel heran- 
zieben und erinnern uns zu diesem Ende mit Vorteil dcs Umstandes, 
dass unsere Resol vente (1) eino besondere Ausdrucksform fiir ein 
ternares Formenproblem , niimlicb das ^Problem der ist, welcbes 
letztore in ,;lkos/^ 11 Kap. 4 in ausgiebiger Weise betraebtet worden 
ist. Besagte Formen A mtissen wir demnacb vorab in Brinnerung 
bringen, Dieser Sebritt bringt os denn freilicli mit sich, dass wir 
an Stelle der Gleichung sechsten Grades fiir 0 viclmehr die Qloicbung 
zwblften Grades der Betraclitung zu Grunde logon werden, der 
goniigt. Wir werden sogleich bemerken, dass aucli diese eino Resol- 
vente der Tkosaodorgleicbung ist. 


§ 10, Bas jy^oclnlsystem der A. Affect der Resolvente sawblffeen Graded. 


Nach Massgabe von „lkos/^ 11, 4 (p. 211 u. f.) bezeichnen wir die 
drei (xuadratischen Vorbindungen der Formen in der folgenden Art: 


(0 


ti 9 Ajl 


ba ; 




In dioson Aq, Aj, A^ baben wir drei Modulformen fimfter Stufe zwoitor 
Dimension gowoimon, die ilirerseits don Hauptmodul g in der Gestalt: 

( 2 ) — \ «= Js 

darstollon. Zwisoben don A besteht offbaibar dio Eolation 

(3) Ao« + AjA,-«0, 


welcho man, wenn man will, als homogon geschriebenc Qleicbung 
einos Kegelscbrntts auffasson kann; dioser letztoro ist alsdann im Siime 
unserer allgemein6n Entwioklungen p. 691 weohsel weise eiudeutig auf 
im Polygon dor Hauptcongruenzgruppo ftlnfter Stufe bezogon. 
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Das Verlialten der A bei Ausubung homogen er Modulsubstitutionen 
bereclinen wir obne weiteres aus dem entsprechenden Verhalten der 
So S 2 ' Wir finden, dass sich die A teriiar homogen substituieren, uiid 
erlialten insbesondere fur die Operatioiien S und T aus (7) p. 620 die 
naclifolgenden Substitutionen (cf. „Ikos/^ p. 213, Formel (4)): 
j^/S: Aq' == Aq, 7 Ag ^8^2} 

y 5 A(j' = A() + Ai + Ag ; 

■j/5 V = 2 Ao + + (s + 

.1/5 A/ = 2 A„ + (« + s^)A, + (a^ + a^)A, . 

Durch Wiederholung und Combination dieser Substitutionen erlialten 
wir eine mit der Ikosaedergruppe holoedrisch isomorplie Geo tornaror 
A- Substitutionen, deren vollstandige Aufstellung keine Schwierigkeiten 
haben wurde. Als besonders bemerkenswerten Umstand nenuon wir 
noch, dass die A infolge ihrer geraden Dimension insgosamt nur 
60 Substitutionen bilden, im Gegensatze zu den Formen Ss? welclie 
als solche der ersten Dimension einc homogene Ikosaedergruppe C/,g() 
herstellen. 

Indem wir die drei Ikosaederformeu 1\ f dorart schreiben, 
dass sie sicli ganz und rational aus den quadratisclien Verbindungen 
der §2 aufbauen, kbnnen wir sie ohue weiteres als gauze homogeiu^ 
Functionen der Grade 10 bez. 15 und 6 in den A darstellen und 
gewinnen dann an Stelle der Formeln (5) p. 622 das kSysteni der dr(u‘ 
Gleichungen: 

( 5 ) ‘1>(A«, A„ A,) = - ? , ¥(A„, A„ A,) == , 

X(A„, A,, AJ = - 

WO linker Hand die drei in llede stehonden Foninm gomeint siiul. 
Dioselben verhalten sich gegenUber den Operationen (4), nbtigenfalls 
unter Benutzung der Identitlit (3), invariant und lassen sich elxsn ia- 
folgo dieser Identitat in eine grosso lloiho verschiodener Gesialtea 
umsetzon***). Man denko sich jetzt die drei Fonneu V, X niit 
RUcksicht auf die zwischen ihnen bestehonde Relation: 

+ 1728X'’ 0 

Man fciohe z. B. die in „Ikos.*‘ p. ^15 luitgcjtoilton t'oniMjn 0% />, 
wolobo bis auf uumoriscbo Factoren (uutor Obaoht auf (3)) luit don Fonnun 0 , X 
idontisch Bind. Dio Formon C', D, Jt' baben indcH iioch eine wcutorgohondo 
Bedoutung: Bi<^ verhalten sicb gogendbor don Sub«titutionon (4) invariant, aneh 
ohno dass man das Bestelion der hlenMtilt (3) vomussntzt* Auf dio in dioHcun 
TJmHtande liogonde V'erallgomeinenuig kdnnon wir an dieser BtoUo niehi eingohen. 
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beliebig gewablt und verlange dann die zugehorigen, Gleicbung (3) 
befriedigenden Wertsysteme Aq, zu berechuen. Das so gestellte 

Problem secbzigsteji Grades werden wir als das FormenproUem d&r A 
bezeicbnen und erkenneu dessen Galois^schen Cbarakter ausserlicli 
daran, dass sicli alle sechzig Losungssysteme Aq, A^, Ag in einem 
unter ihnen vermoge der aus (4) entspringenden Substitutionen linear 
darstellen. 

Nun ist die Saclilage die, dass unser soeben formuliertes Pro- 
blem der A die Gleicbung sechston Grades (1) p. 641 oder, was ein- 
facher ist, die Gleicbung zwolften Grades: , 



welcher geniigt****), zur Resolvenle bat. In der That gestation die 
Q%iadral%mr&dn aus de^n & in den Aq, A^ A^ euie sehr elegante Dar- 
stellungj die aus den Fornieln (6) p, 640 und (3) p. 641 mit liiicksiclit 
auf das Verbalten der A bei 8 und T eutspringt: 

l//„ “ Ao + fi’-Ai + 

und androrseits erweisen sich aucli die Coefficienton von ((>) als ratio- 
nale Functionen dor beim Problemc der A bokaniiten Orbssciu c|>, X. 
J3eiluuiig bomerken wir, dass das in (7) auftretonde Scboiiui von 
Jacobi allgcmoin I’Qr (w+1) Grosson Ibrmuliort wurdo (unter 7i cine 
ungorade Primzabl vorstanden), und dass man dalior nach dem Vor- 
Hchlago Brioschi^s, Gleicbungen der hier aurtretendcn Art J acobi^scbe 
Gleichungon nennt*'**'*). 

Urn jotzt den Affect der Gleicbung ((>) ausserlieli erkennbar fest- 
ziilegen, habon wir oinfach auf das Problem dor A Bezug zu nehmeii. 
Aus den Rclationon (7) borechnon wir uns 


5A() = ]/%> l/ ; 

4 1 


wiihrcnd andrcrsoits aus den namlicbon Ilolationen auch nocb folgt: 


’**) Dioselbo gehCrt, wio man niob dttroh (0) j). 040 loicbt Uborzougen kann, 
5511 d{‘njenigon sodis dio (Ion Hocbs cycHsobon Of, innorhalb dor ont- 
Bproohen. 

**'*) Der l<''origang von 0 zu yh orfordert dio Auawahl dos zunaohst fragUcbcm 
Vorzoiob(ina« Wio dassolbo f(lr dio in don Formeln (7) aufgonommonou Modul- 
formon ilxiort ist, gobt au« den reebten Sciten dicssor Fonnoln borvor. 

**‘**'*) Man vorgl (Ibrigons p. 147, 160* 
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111, 4, Die zn duo ausgezeiolmeten Untergruppen 


( 9 ) 


V 




Hier scliliessen wir aus (8), class nicht nur 0 unci X, soudern aucli Y 
rational in den Yjsi ist, nnd wir denken uns neben den Ooefficienten von (6) 
aucli den Wert von Y, der aus diesen Ooefficienten nur erst durcli 
eine Quadratwurzel zu berecbnen ist, ausdriicklicli gegeben. In ilem 
so fixiertm Hationalitatsbereich werden alsdann die linlcen Seiten von (9) 
filr tinsere Gleiclmng mdlften Grades tin Afl'ecif unctions- System hildcn. 
In der That sind die linken Seiten von (9), ohne in den Wurzeln von (6) 
symmetrisch zu sein, rational bekannt, indem sie in einfachstcr Weise 
den Wert Null haben. Sie genugen aber auch, um den Affect festzu- 
legen* Denn nehmen wir die Gleichungen (9) als bestehend an, so 
defiuieren die Formeln (8) drei, die Identitlit (3) p. 643 erlullcndo 
Grossen A^, Aj, Ag, fiir welche wir dann umgekehrt aus unserer Gltd- 
chung (6) und dem adjungierten Werte Y das „Problem der A^^ Ibrmu- 
Horen kbnnen. Aber dieses Problem hat nur 60 Lbsungen, iintl dem 
geht es, wie wir hier nicht noch ins einzelne darlogon wollen, parallel, 
dass die liakoii Seiten von (9) insgesamt nur bei gewisson 60 Porniu- 
tationen der ]/^ iliren Wert nicht llndern, eben denjenigen, welche 
die Galois^sclie Gruppe von (6) abgebeii. 


§11. Die fiinf gleichberechtigten der fiinften Stufo und dio ssu- 

gohorigo 5*lach© 

Nach dem p. 489 Ibrmulierten Galois^schcn Satze giebt cjs bei 
<2; ===5 als Cougracnzgrtippen von niedcrstein Index liinf gloiehborechtigto 
fg, welche don fiinf gleichberochtigton Totraedorgruppon 6^^ imnjrlialb 
der Ikosaedcrgruppo 0^^ zugeordnet sind. Wir wollen diene (Jruppon 
jetzt des nahoren untersuchen, luii dio ihncn ontsprecheudo llosolvonte 
fiinften Grades der Ikosaedergleichung wiederum auf fiiuctionen- 
theoretisch-geometrisohom Wege aufzustollen. 

Soi fjj eine einzelne miter den fraglicheu Gruppon, aber die 
ihr entsprechendo Untergruppc dor In diest^r ist alsdann 

siclior dio G^^ der fiinf Substitutionen 1, S, S* nicht cnthalten, 

und wir entnehmen daraus ohno woiteros, dass untcjr dcu fiinf Doppol- 
dreiecken 1, /S^ /S**, koine zwei bozQglich dor ikiuivalont sind. 

'*') Diesowi imd dem folgondon Paragtaphen liogt die Arbeit vou Klein, &bcr 
die liJrmedriymi^g der Modulargh\ohmi,gm, Math. Arm. Hd. 14 (1878) m Grnndi*. 
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Da aber fiir die fg insgesamt nur funf inaquivalente Doppekbeiecke 
existieren, so folgt, dass wir ein Fundamentalpolygon fur die fg aus 
diesen fiiiif Doppeldreiecken aufbauen konnen. Statt ihrer konneu wir 
aber aucli die Doppeldreiecke 
wablen, wie 
solcbes in Fig. 98 gescheben 
ist, wo diese Dreiecke dann mit 
den Nummern 1 bis 5 versehen 
sind. 

Hier werden nun jedenfalls 
die beiden geraden Randcurven, 
welclie Fig. 98 nach rechts und 
links bin abschliesseii , einander 
zuzuordnen sein; deiiii sie correspondieren durcb die Substitution S'\ 
Es fragt sich nun weiter, wie die zebn uutoren freien Elcmeniar- 
dreiecksseiten der Pig. 98 einander zuzuordnen sind. Ohne bier in 
die Einzelbeiten der Untersucliung einzufQliren, constaiioren wir so- 
gleich, dass die in Pig. 98 angedeutete Zuordnung jedenfalls zu eiiier 
unsorer fg fiihrt. Erstlicb namlicb lasst 
sich das Polygon h^ig. 98 durcb Zusammen- 
biegen aid* einander bozogencr Itandourven 
in eiue einfacbbcdeckteBbene vorwandeln, 
dorcn in Fig. 99 gegebeno Eintcilung, 
wie man sich hbci'zeugen wolle, den 13c- 
dingungon des Vorzweigungssatzes voll- 
Hillndig gonligt. Es definiert p,lso das 
I\)lygon Pig. 98 cine fg und zwar oinc 
solclio der fUnften OlassC; wic man an 
der Zalil der bei co =» too zusammen- 
hilngondon Dreiecke siebt, Aber cine 
IJntorgruppe filnfter Olasso ist nach bo- 
kaunten Siltzen des vorigen Abschnitts notwondig eine Congruenz- 
gruppe fUnftcr Stufe, und da giebt es als zum Index 5 gohbrig nur 
die cine Art unseror ftlnf gleichberechtigten fg. Jfig. $kllt ms 
also wirhlich dm l^olygon^ Fig. DO die geschlomne Fldohe J^g cincr mserer 
fg dar$ Die Polygene der tlbrigen vi(^r fg gowinnen wir einliieh 
dadurch, dass wir in Fig. 98 nicht das Dreicck 8, sondern der Ueihe 
nach die Dreiecke 1, 2, 4, 5 als Ausgangsdroieck der Modulteilung 
ansehen***). 

'**) entwpringt zugleioh aus der t)borlcgung dea Textss, daas «ioh die 
Kandeuwou dor Fig. 08 in andorcu als don hiermit zur Goitung gokommenen 
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III, 4. Die zu den ausgezeiclineten Untergruppen 


Dieses Resultat kanii man nbrigeus rein reclineriscli in folgencler 
Weise bestiltigen. Die Erzengenden cler zunliclist betrachteten fg sincl 
neben die drei in Fig. 98 durcli v^, bezeichiieten Substitu- 
tionen. Wir bereclinen fur deren Gestalt selir leiclit: 

(1) (<d) = 2 , v, (ra) = — , v^{<o) = ~ • 

Hier befriedigen v^, die Congruenzen: 

V = 1, V = 1, (viv^y = 1, (mod. 5), 

erzeugen also, modulo 5 betrachtet, eine Tetraedergruppe Dieser 

Cr ^2 gebbrt dann aber aucb die Operation an, denu wir berechneii 
sofort, dass modulo 5 die Congruenz v.j besteht. 

Die Verzweigung der unseren zugeborigen fCinfblattrigen Placlio 
iiber der J-Ebene liegt in Pig. 99 offen vor Augen. Wir stelloii 
die Lage und Art der Verzweigungspunkte hier zum Schlusse aus- 
fuhrlich zusammen: JBei <J = 1 verlauft ein JBlatt der F^^ isoliert, die 
vier anderen $ind m Paaren in mei VermeigungspimMc/n mit einander 
verhunden; Jjci J — 0 verlaufen mei Blatter isolicrt, wdlirend die iibrigen 
drei in einem Verzweigungspunkte qfclisch zusammenhangeu; J «== oo 
hdngcn alle filnf Blatter in einem Verzweigungspunkte cyclisch zusammen, 
Diese Satze werden wir aogleicli zur Verwendung zu bringon haben. 

§ 12. Aufstellung der Besolvente fiinfton Grades. 

Die Gewinnung der Resolvente funfton Grades gescliielit jetzt in 
ganz ahnliclier Weise, wie diejenige der Resolvente sochsteu (h-ades 
in § 8 . Die durch Pig. 98 delimerto Ti- ist vom G('Schlochtc p~{)^ 
besitzt also emen PJauptuiodiil, den wir t neuncu wollcn. Wir werdon 
denselbeu jedenlalls so fixioren, dass die vcrticale lriymiuetrioliui (5 dor 
Fig. 99 die rcellc tr-Axo wird. Kolchcs trifft wonn wir in den 
drei Punkten g> «= i, ioo ffir r(G>) die Werte: 

( 1 ) 'r(i) == 0 , *^( 9 ) = 3 , T(ioo) 00 

festsetzen. 

Indem dann wioder r mit <T durch eino Relation der Form ( 7 ) 
)). 592 verbunden ist, spocilicioren wir auf <Jrund dor Angaben am 
Sehlusse des vorigen Puragraphon diese Relation zu dem AnBatzo: 

Artou nicht zuoi’dncu lasson, wofoni wir tuit doixi Vorzweigun^jfHHatz in tlboreiw- 
stiwmuiig bloibon wollen. Damit begHlndot Hioh dann wiodta* die lliaiMiWjhe, dasH 
die sogleicU zu borecliuondo lioHolvente ffluiton (Jrades uacli AuHwahl den Ilaupi'- 
uioduls durch die blosao Angabo der Veri6weiguiig»puuktc der berojin ein* 
doutig bestimmt ist. 
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( 2 ) JiJ— 1 : 1 = (r2 + at + &) (ir — 3 )^ : + ct + df: e, 


wobei a, c, dj e nocli za bestimmende numerische Coefficienten sind. 
Zur Auswertung derselben bereclinen wir uns die Functionaldetermi- 
naute von X uud welche hier in einfachster Weise: 


(3) ® ^ ^ 4 - 4 ) 


wird. Auf Grand d-er Identitat 0 = Y + X finden wir durch ele- 
mentare tJberlegung, dass (3) den cubischen Factor von 0 noch qua- 
dratisch onthalten wird. Da aber 0 and ¥ jedenfalls keiue Linear- 
factoren gemeinsam liabeu konnen, so entspringt aus der gerade 
gegebcnen "Uberlegimg die Identitat: 

3)% 


SO dass wir c = •— 10, d = 45 findcn. Des weiteren wird die Func- 
tionaldeteiuninantc 


X 


d(P ^ dX 
dr dt 


6c(t — 3y (r'* + 


4a ' 


6 , Sb — 3 

- t + 


5 ‘ 5 / 

den qnadratisclien Factor — 10 1 + 45) von ¥ nooli linear cnt- 
halten, woraus man so fort die Identitat 


« , 4a — 0 , Sb — 

’^+--6 ■■"+ 5 


3a 


10 1 45 


ziebt. Dor Vorgloich dor Ooeflicienten giebt a= — 11, i t= 64, 
wahrend wir endlicli fur o deii Wert 


<3 «« 0(0) — ¥(0) — 1728 

iiuden. J)ie einfachslc functionentiworctmho OcstaU der Jtesolvenle funfkn 
Grades isL demnach in fertig ausgercchnetcr Form"^): 

(4) .1 : .1 — 1 1 1 + 64) (t— 3)^‘ t(t^-^ 10t+4r))^- -- 1728. 

Um eine forniontlxeorotisclie Gestalt fiir die Kesolvente fUnften 
Grades zu gowiniien, zielion wir zuvorderst aus der Proportion (4) die 
Glcichimg: 

und fUhren sodann die Modulfonu fUnfter Btufo scchstor Dimension: 






A ™ A(t* — IOt 45) 
eiji, wobei das zunacbsl fraglicho Vorzeichen von ;!? 


durcb den reohtor 


*’*) Of. „Ikos.** p. loss Fermol (21), wo die hior mit t bessoiolmeto Gr5«8o r go** 
luinxd iat. Pbor die Darstellung doreolbon in f ache man p. 103 u. f. 

Kbcndasulbai aind noch zahlroicho andero Fotnion dor Eesolvonte ftlnftcn Gradoa 
borechnet. 
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III, 4. Dio zu den ausgezcichneten Untergrux:>pGn des etc. 


Hand stelienden Ausdruck dieses Moduls eiudeutig bestinimt isi. In- 
clem njan durcligeheuds t durch s ersetzt, Izommb ah formentheorethclie 
Gestalt der Resolvente'^y. 


( 6 ) 







Noch andere eiufaclie Gestalten fur die in liede stelieude Kesolvente 
eriialten wir durcli die Substitution x = s ]/ — A, wobei 

(7) iB® — lOiC® + 45a; + 4^ = 0 

^ ^ * y __ A 

entspringt (die eigentlich der zelinten Stufe angehbrt), oder aucli durcli 
die Substitution y — 8^351, wodurch wir eriialten: 

(8) + 10(J^— l)y^ + lb{J — Ify — 8(cr ~ ly =- 0. 

Wir liaben bier in einer Iteihe verschiedener Formen cine Glei- 
chung funften Grades mit einer Monodromiegruppe scclizigster Ordnung 
kennen gelernt. Diese Gruppe wird sich als Periuutationsgrux)po dor 
fiinf Wurzeln aus den sechzig geraden Vertauscliungon dorselbeii zu- 
sammensetzen. Als Affcctfunction kbnnten wir daher gogcjiwiirtig in 
einfacbster Weise das Differenzenproduci dor Wurzoln vorlogon, luul 
tliatsaclilicli ist dasselbe raiional bckannt^ namlicli rational in ^3 und 
darstellbar. Man vergleiclio darUbcr die Entwicklungon in ^Ikos/^ 
]). 108 und 109 ; wo sich filr droi verscliiodono Gestalieu der Itesolvento 
das fraglicbe Difteronzenproduct rational in den bekannten (Jrbsseii 
berechnet findet. 


lliermit sind die beideii iuicrossantosten liosolvenien lur das zur 
funften Stufe geliorondo Problem seclizigslon Grades zur Jiosprechung 
gelangt. Die so gogobenen Entwicklungon uuiSKsen nun ilberluuipi zur 
Oharakterisierung der ausgezoichuetcn Hntorgnippon dos (i!oHchlt 3 cht(*,s 
j? «= 0 hinrcichend soin. 

*) Yorgl, „Ikos/‘ p. f'onuol (^7). 



Filnftes Kai^itel. 

liber Modiilfuuctioneii, die sicli aus den (jalois’schcn Hauptiuoduln 
herstellen lassen/-^^) 

Im Anschluss an die voraufgeliencl entworfene Theorie der Galois- 
scheii Hauptmoduln lasst sich jetzt eine gauze Heilie weiterer Unter- 
grupi^en functionentlieoretisch beliandelu, indcm sich iirimlicli cleren 
Moduln teils durcli einfache Operationen aus den Galois’schen Haiipt- 
modulu herstellen, teils aber mit Hiilfe der bei deu Galois’schon Haupi- 
inoduln zu Tage getreteneii Gosetze explicite leicht gowinnen lassen. 
Hierftlr werdeii wir im Lailfo des gegenwllrtigcn Kapitels eine Anzahl 
von Beispielen kennen lernen. Bei der Auswahl dorselben ist erstlich 
die Absicht massgoblich, fiir den hyperelliptischen, sowio olliptischen 
Fall ausluhrliclio Untersuchungen beizubringoxi, und wir erledigcii in 
diesem yinne am Aiifang des Kaidtels die beidcn ausgezciclmeten 
Untergruppeu uiul fiyo, wclcho nach p. 007 zu liyperelliptischen 
Flacheu Miron, wahrend der Abschluss des Kapitels einer zusaxumen- 
hiingenden Untersuclumg der zup = l gchbrendeii ausgczoielmoien 
gewidmct ist. Auf* der anderen Seito milssen wir hior auf diejcnigon 
Modullunctionen zu sprochen kommen, wolcho seit langer Zoit in dor 
^riieorie der elHptischeu Functionen betrachiet worden siud, Dieselben 
gehbren im Shmc unsorer Ausdrucksweise zu den Siufen 4, 8, 16; 
inzwisohon ist es aus Grilndcn der Darsiellung zweckmassig, die Be- 
handlung diosor Moduln vor dor Untorsuchung der zur ytule (> ge- 
hbreudcn vorwog zu nehmon. Wir kommen auf die in lledc 
stehondon Grossen domuacli sogloich nach Erledigung der Iiyperollip- 
tisclien Flillo zu sprechen. 

§ 1. Dio zu hyperelliptieohen G-ehilden fiitirondon auzgozeiohneten 

r isjo . 

Im vorletzton Kapitol (p. 607) liaben wir gesehen, dass es untor 
alien ausgozoichnoten Untergruppoii dor Modulgruppo hbchstens zwei 

***) Dio Kntwicklungon do« gegeuwibrtigou Kapitels siad, eoweit niobtn anderos 
aagogebeu i»t, aue iUtoven Untorsuchungen des Heravti^gobore horvorgogangoa^ 
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gebeu kaiin, deren zugehorige Modulfunctionen ein liyperelliptisclies 
Gebilde abgeben. Die erste unter ibueu war eine zur acliten Clasye 
gehorende wollen jetzt untersuclien, ob denn eine solche 

Gruppe wirklich existiert. 

Als die zu den Modulformen ( — Dimension ftg, gehorende 

Gruppe lernten wir diejenige honiogene ausgezeichnete Congruenzgruppo 
achter Stufe kennen, welche sich modulo 8 genommen auf die unter 
(16) p. 633 gegebenen Substitutionen reducierte. Wie man sicht^ eiit- 
halt diese homogene r.8 die Operation ^ so dass ihr in der nicht- 
homogenen Modulgruppe f eine Untergruppe r.8 achter Stufe von 
dein namlichen Index 48 zugeordnet ist. Die so gewonnene ausge- 
zeichnete nicht-homogene Oongruenzgruppe achter Stufe l)esteht aus 
alien modulo 8 mit: 


( 1 ) 



congruenten Substitutionen und gehort, wie man sofort berechneii; zum 
Geschlechte jp = 2, so dass fiir sie der hyperelliptische Fall thatsilcli- 
lich vorliegt. 

Die in Redo stehende ^ 48 ist in der llauptcongrucnzgnippe viort(‘.r 
Stufe als Untergruppe vom Index zwei enih alien , und cs wird nich 
denigemass umgekehrt das Polygon der aus zwei Polygonoji der 
eben gemeinten aufbauon lassen. Thatsachlicli erhalten wir oin 
indem wir an dem in Fig. 82 (p. 355) angcgebenen Drcieckscoiuplex 
einen vollig gleichen nach rechts hin anlagern und desscn unicjre Hand- 
curveu nach dem Gesetze*): 


(v — %, v) — (v 4, v-jr 73) , (v, V + %) — (v + %, V + 'i); 

V — Oj 1, 2, 3 

zusammenordnen. Man rechnet namlich leicht auH; dasH die dicH(jr 
Zuordnung entsprechondcn erzougendcn SubBtitutioucn modulo 8 alle 
zii den Typen (1) gehorcn. Dem Auf ban des .Polygons .^4^ aus zwcn 
Polygoncn 1^24 vierter Stufe entspricht nun woiter d(ir Umstund, dass 
wir die gcschlosseno Flilcho in einfachstcr Woiso durch doppcdte 
Uberdeckung der oktaodrisoh getoilton Kugcl urzielon kruuieii. Deuh^ 
Blatter worden daboi, damltp»»2 wird, in sechs VorzweigimgHpiinkleti 
zusammenluingon; und man bomerkt sofort, dass di<JHc nirgeudwo 
anders als in den sechs Bcken des Oktaodors golegcn soiu k5nnem 


^ Wir bouutzon hior wiodor die sohon p, 368 u. I zur Geltuag gekommouo 
Schreibweise. 



Gralois’schen Haupfcmoduin herstellen lassen. 


653 


Die functionentlieoretische Behandlung der erledigt sich hier- 
nach fast von selbst. A Is zweiwertige Function der werden wir 
etwa den Hauptmodul ft des vorigen Kapitels heranzieten, der dann 
in den sechs eben genannten Verzweigungspuntten die Werte 0^ oo, 
+ 1, +« besitzt. Wir schliessen nacli p. 571 ohne weiteres: Die 
heiden Grossen : 

(2) ft, Vft (fi^ — 1) 

hildcn ein voiles Modttlsystem der Gegeniiber den Substitutionen 

der znr gehorenden endliebeii G^^ erfalirt ft nur 24 lineare Sub- 
stitutionen (in ubereinstimmung mit dem hierauf bezilglicben Satze 
p. GOG), Es verdient demgegemiber bemerkt zu werden, dass wir in 

(3) fta^ftil/A, ft4 = fta')/A 

zwei zur r<s geborcnde Modulformen besitzen, welclie eine mit der nicM- 
homogenen holoedriscli isomorphe Gruppe von 48 Innaren Siihstitu- 
tlonen erleidm, Denselben einfachen Oharakfcor hat demgemiias ancli 
das System der boiden Moduli unction en der 




9 n ' 






in ilinen babeii wir dann wioder cin voiles Modulsystom der iii- 
dcni Rich in Aox lliat die beiden Grossen (2) ohne Miihe in dev nacli- 
folgonden (lestalt rational diirch und ft,, ausdrliclccn lassen: 


(f**— >) 


— 83 /t" + 1 

9 j/a 1 


Dio ist die crsto von uns ausfilbriich betrachtete Gruppo oines 
OoRchloclitos > 0; wir orgroifon die Gologenbeit, die beiden ihr zu- 
gohorigcm Tnh^grale orsier Gaitung gloichfalLs explicite in die Unter- 
snchutig eiiizul'Uhrea, Untc^r Aufimliino oines geeignetcn Zahlenfactors 
schreibou wir dicHelboii nach p. 571 in dor Gestalt: 


it (») 


H /* (idfi * ( \ ^ /* — 

2 "i/^J i/(i (it* — I ) ’ “ 2 1/2,7 Yfi. ((t* - I ) ' 


die wir jotzl. ixov.h in cino sehr viel elegantoro Form nuiK(^tzou werd(m. 
ZuYordorst borochnon wir jiuinlicdi aus (I), \\ G18 uul.cr Gobrauch 
von (B) ftlr das Difforontial (lg> die Darstellung: 


d(jc 


— VA (o>| d co^ — coj d w,) 


Kin inolir wyiwinotriHeh gobautea vollos Hystoin dor ^4^ bat mnn, wio wir 
ncbenbei hemorkon, in don btudon (Iressen • )/A; • |/A * 



654 


HI, 5. tJber Modulfunclionen, die sich aus den 

Dabei ist das Differential reebter Hand durcli — — (o^dca^ 

ersetzt, eine Sclireibweise von co^dco, bei der die Invarianz dieses 
Ausdrucks gegeniiber der Anwendung von liomogenen Modulsubstitu- 
tionen nnmittelbar evident ist. Andrerseits zieht man aus (15) p. 633 
obne weiteres: 

I = 

— 1) y‘2“A ^ 

so dass die beiden Integrale der r43 die Gestalt annehmen: 

Die in die Integrale anfgenommenen Zalilenfactoren sind so ab- 
geglicben, dass die Coefficienten der ersten Glieder in den Roilion- 

i 

entwicklungen von nacli mogliclist eiufach werden. In der 

That finden wir durch Verwendnng von (0) p. 614 als boi Gj==ioo 
gilltig; ^ ^ 

(^) = , . 

Mit Hiilfo dieser Formeln kojinen wir librigens ancli direct den I Je- 
wels fiiliren, dass die beiden miter (4) gegebenen Integrale and 
iin Polygon dor r.8 allontlialben endlicU sind, and wir gohen auf den 
dabei durchznfiihrenden Gedankongang inn so lieber oin, als wir deii- 
selben spaterhin bei abnlichen Oelegenheitcn nocdi wiedcrholt zu ver- 
wenden haben. Man beraerkc zunachst, dass die auf den nnilitoa 
Seiten von (4) stelienden Modulfunctionon zufolgci Hirer IJauart sichor 
nicht ini Tnnern dos Polygons, sonderu hochsiiens noeh in dosnen 
Spitzen nnstotig werden konnon. Tn der bei oj = ioo geb^gonen Kpitze 
bleiben sie abor zufolgo (5) olfonbar oncllicdi. Wollon wir daun weiLor 

^in 05 =«a ^ untersueben, so licnierken wir, dans zafolgo tier Hnearca 

lleproduciioii der gegetiiiber den Modulsnbstitutioucui //\ 

oine linearc gauze Function: 

(yl + tf) H- 

der beiden Qrbsson (4) mit voii w uuabhiiufjjigeu oiidlichflu (/ 0 < 3 fri- 

eieiiten A, Ji, C! ist. Dor Wort von ist sotiacb (! d. i. ejidlicb, 

und wir linden ein aimloges Ilesnltat sofort aucb fClr 1^'” 

Kunetionon (4) orwciHcn sich d»miiac}i tbatMacblicb im ganzen Dolygoii 
als ondliob. 
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Sehr viel kiirzer werden wir jetzt den zweiten nnter den ausge- 
zeichneten Untergruppen r„. vorkommenden hyperelliptisclien Fall er- 
ledigen konnen. Diesem Palle sollte eine zu Grunde liegen, die 
zur Classe 10 gehort und deslialb ein Gesclileclit p = 5 besitzen 
wiirde. Es giebt nun in der That eine ausgezeichnete Congruenzgruppe 
zelinter Stufe fiao? welclie alle modulo 10 mit 


(C) 



congruenten Substitutioneu umfasst und sonach in der Hauptcongruenz- 
gruppe fiinfter Stufe als Untergruppe vom Index zwei entbalten ist. 
Letzterem Umstande zufolge lilsst sich das Polygon J^i 2 o ^120 
dom in Pig. 83 (p. 355) gegebenen Dreieckscomplex wieder durch Ver- 
doppelung desselben imter gecigiieter Anderung des Kantenzusammen- 
hanges herstellen, wahrend sieli die beziigliche geschlosseuo Plliche 
als doppelt ilberdeckte ikosaedriscli geteilte Kiigel anordnen lasvst, wo- 
bei die zwolf Verzweigiiiigspunkte offenbar die zwolf Ecken dos Iko- 
saeders sind. 

Dass wir bier eine hyperolliptische Flilchc baben, ist sofort evi" 
dent. Ersiclitlicb ist ja auf dorsolben § cine zwoiwortige Punction, und 
wir gewiniKiii ohne woitercs den Satz: Dui heklm (rrossm: 


(7) 


t, ■|/ga"’'+ iig''’—!) 


hildm dn voiles MoiM, system dor ausgemclmclcn fiao* 

worm wir im Anschluss liieran nur nocli die zugehbrigou fllnf Integrale 

erster Gattung atifstellcn. Wir schroiben dieselb^m: 






|/S(£' 


t" dt 

>_|_ llfo— 1)’ 


0, 1, 2, 3, 4 


iind wollon tliosolhon einor iilmiicbon Traiisfonuation uiiterzielion, wie 
vorluTi (Ho InLogralo dor r^s. Wir iindon aus den bezilgliohen Poinuoln 
des vorigou Kapitols: 

m, (l<a^ — dm^ 


1 

VC C^ 




und also bommt fUr die Integrale die neuc Gestalt; 


(H) .j„ ((b) “» I s" " • /a • (©, <1 . — ajjrZo,) . 

Dio imi)ioris(dxon Factoron sind hior wiodc^r so g(jw»lilt, dass die (irsfcen 
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Coefficienten der Reihenentwicklungen nach mogliclist einfacli aus- 
fallen; wir liaben namlicli als bei <» = ^oo giiltig; 

— r H . 

Dass wir hieran wieder einen directen Beweis fiir die durcbgangige 
Endlichkeit unserer Grbssen im Polygon kbnnten, braucben 

wir kaum noch hinzuzusetzen*). 


U/ 

§ 2. Die ©indeutigen Modulfunctionen y I — a u. s. w. 

Eine wesentlicli anders geartete Kette von Untersuchungeii; die 
sich durch die nachstfolgenden Paragraphon hindurclizielion wird, macht 
uns u. a. nait mehreren aus den Galois’sclien Hauptmoduln entspringon- 
den Grossen bekannt, die in der Theorie der clliptisclien Puiictionen 
seit langer Zeit eine wichtige Rolle spielen. Wir kniipfen dabei an 
die sclion unter (6) p, 21 aufgestellte Relation: 

(1) X: I — 1 : 1 = — l)^ : + 1)‘*^ : — d 

und wollen uns vorab iiberzeugen, dass dioselbo auch noch mit der 
im vorigen Kapitcl gcti'ohouen Fixierung dor Moduln A und ft in 
Obereinstimmimg ist. Man verfolge zu dem End© die Wortvevtoiluiig 
der auf dem Polygon der Hauptcongruenzgriippo vierter Stufe (I<^ig. 82, 
p. 355) vierwertigen Function 2. Wie man leicht bemerkt, liogon die 
vier Nullpunkte von A thatsilchlicli zu Paaren bei ft «== + 1 und ft ■-» ... | 
vereint, die Unstetigkeitspunkte aber zu Paaren bei ft=^0 und ft-^—exj, 
und man fiihrt auf diosoin Wegc nnihelos die Hostatigung von (1) 
zu Ende. 

Jetzt ziehon wir aus (1) die boideii Formehi: 

( 2 ) 

und crkeniion vormogc dorselbcn in Yl und ]/l -—A rmdmtif/a Modid- 
funcMonen nnd mvar solchn der vieriau Hinfe, wobei dann dit^ infolg(^ 
dor Quadratwurzeln zumlclist fragludieu Vorzeicdien von j/jl und ]/! X 
durch die auf den rechten Seiton von (2) Htoli(indon Ausdriicke eiu- 
deutig fixiert sind. Umgekohrt ergiebt Hicii aun den Formeln (2) die 
folgondo Darstollung von ft: 

(3) ft« — + 

***) JbVnoro Kntwicklnngen ilber die zebnttj Hliufe (bidet tmm in <l©r Inaugural- 
diHBortatloa dtm lloraungoborw (beipzig, 1885). 
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Es konnen demgemass die beiden Grossen j/A, l/l* — A, jieben ein- 
ander gestellt, geradezu als ein voiles Moduhystem fdr die Hcm 2 ?tcon- 
gnien 0 gruppe vierter Sktfe an Stelle von g, treten. Verb unden sind sie 
alsdann durcb die selbstverstandlicbe Relation: 

(Viy + (vr^y = i, 

die wir im Simie unserer allgemeinen Entwicklungen p. 591 u. f. als 
einen auf das Polygon der r24 eindeutig bezogenen Kreis (Oder fvegel- 
schnitt) zu deuten baben. 

Nun ist es sehr interessant, dass nichi nur yi wtd ]/l — A, son- 

^ ^ j 

dern gam allgemein yA, yl — A fur jeglielie game Zahl n emdeutige 
Modidfunctioncn darstellen, ein Resultat, das wir obne Muhe aus dem 
Verzweigungssatze gewinnen werden. Man ziehe namlicli die Fig. 13;, 
p. heran, welche tins die A-Kugel versinnlicht, uiid denke die- 
selbe derart n-facb iiberdeckt, wie es etwa vorerst f^A verlangt. Da 
werden also die n Blatter im ganzen in zwei, bei A = 0 und A =* oo 
gelegencn Verzweignngspunkten rait einander zusammenhangeU; wo 
dann beidemal alle 7% Blatter cyclisch in einander ubergehem Indem 
wir ftir die Eckpunkte der Dreiecke, in denen e7= 1, 0, oo wird, 
wioder die alte Benonnung der Pnnkte a bez. h und c beranzielien, 
ilberblickt man bicrbei sebr leicht: Auf unserer n-bliittrigen Flaolie 
liegen ira ganzen 3n Punkte a, jeder umgeben von vier Elomentar- 
dreiecken, des forneren liegen auf derselbcn 2n J^mkte h, jeder um- 
gebon von je sochs Droiecken, wabrend sich die Punkte c in zwei 
Kategorien zorlegen. Da liabon wir erstlich zwei Punkte c, namlicli 
die beiden Verzwoigungspunkte, deren jeder von An Elomentardreiecken 
umgeben ist, und es bleiben sodann nocb n fernere Punkte (in denen 
A =s=s 1 wird); deron einzelner von vior Dreiecken umlagort ist Nach 
dem Vcr^wcigtmgssaUe (p. 345) definierb diese Flacha dm in dor ModuJr 
gruppe entJuzlbenc (Mtergrnppe fnndes Index und der 0 lasso 2n; die- 
selbe erweist sich soforb als vom Geschlcchbo p ^0 tmd IjosiM als mi- 
gchbrigon ITaupknodul yA(<»)*). 

Um ein Pundamontalpolygon dioser zu erhalten, mtlsson wir 
die besoliriebeno ^i-bllittrigo Flacbo in der CD-Halbobono ausbroiten. 
Gebrauchon wir hier als A-Ebone die in F'ig. 12 (p. 70) gegebene Zeioli- 
nung und donken in dersolbcn die negative reello Axe als Verzwoi- 
gungssebbitt, tlber wolclien bintlber wir von jedeni oinzolnen Blatte in 

'^) EntBprookondo tJberlognngon fUhrfc man sofort auob Mr — i cbircb; dio 
Grappo dieses Hauptmoduls ist einfaob 
Kl 0 i n. - r* r 1 c k Cl » M odu I fn notlonen. 


4 ^ 
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das nachstfolgende gefiihrt werden! Ptihren wir jetzt langs dieses 
Verzweigungsschnittes einen durcli ' alle Blatter hindurcligehenden 
Sclinitt, urn die solcbergestalt isolierten n Blatter jedes fiir sicli in je 
ein Polygon Fq der Hauptcongruenzgruppe zweiter Stufe zuriickzu- 
biegen, so werden diese Polygone Fq (nm das Polygon Fq^ zu erhalten) 
jeweils langs derjenigen Randcurven neben einander zu lagern sein, 
die dem oberen und unteren XJfer der negativen A -Axe im einzelnen 
Blatte entsprechen., Aber wir mussen, um die Blatter in die beziig- 
licben Polygone Fq zuriickzuverwandeln, nun auch nocli jedes einzelne 
Blatt fur sich langs der positiren A -Axe zwischen 0 und 1 durch- 
sehneiden; hierans entspringen fiir jedes Fq zwei halbkreisformige 
Randcurven, die also als zusauamengehSrig anzusehen sind*). So 
lagern sich nun die n Polygone direct in der Art neben einander, wie 



durch Fig. 100 im speciellen Falle n — Z versinnlicht ist, und wir 
haben ausser der schon in der Figur angedeuteten Zuordnung der 
unteren Randcurven nun auch noch die beiden uach rechts und links 
das Gesamtpolygon abschliessenden G eradeu auf einander zu bezielion 
Aus Figur 100 berechnen wir jetzt sofort ein System von Er« 
zeugenden der Untergruppe rct; es zeigt sich, dass die few aus der 
SuhsHiution im Verein mit dm n weiteren SubstUutionen: 


(4) cu' 


{4iV -j- S)fi3 — 8y 2) 

2<o — (4v + 1) 


0, 1, 2,..., (n~l) 


hergcstelU werdm Tcann. Die Erzeugenden der zu Yi — A gehbrondon 
fow entspringen (zufolge der Note auf der vorigen Seite) aus den 
hiermit gogebenen Substitutionen einfach durch .rransformation ver- 
mbge der Operation 8, 

IJnser Verfahren, durch Wurzelziehungen aus A hohoro Tlaupt- 
moduln herzustellen, hat iibrigens eine ganz allgenieine Bedoutung. 
Mbge irgend eine Untergruppe des Goschlochtos «« 0 vorliogen. 


*) Vergl. den p. 294 lu f. bosohriobenon ontgegengesetssten UmwandlungS' 
prooosfl eines PolygonH Fq in die ;i-Ebeno. 
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so wahle man auf der gescUossenen Flaclie zwei Pmikte c der 
auf derselben gelegenen Dreiecksteilung nach Willkur aus und fixiere 
den zugehorigen Hauptmodul ir derart, dass im einen dieser beiden 
Punkte r = 0, im anderen -p = oo zntrifft. Da bemerkt man mm, 
genan wie vorhin bei , dass die zu gehorige w-blattrige Fiache 
liber der r-Ebene eine Teilung in 2^^^ Elementardreiecke tragt, welche 
durchgangig dem Verzweigungssatze geniigt. Daher der Satz: Mit % 
ist aucfi fur jede positive ZaM n eine emdmbige Modulfunction^ und 
Mar gehbrt dieselhe als Sauptmodul m einer Untergruppe Tn^u des Index 
ng. und des Geschlechtes jp = 0.*^) 

Im speciellen wollen wir uns nocli anmerken: — 1 ist Haupt- 

modul einer fgg des Geschlechtes Null, die iieben noch folgeiide 
Substitutionen zu Erzeugenden hat: 


( 5 ) 


CO 


CO 


(3v -j- l)co 


- 1 ) ’ 


360 — (Sv 

(3 V ^ 8) © (Bv^ 9y 3) 
3 CO — (3y + 1) 


1, 2, 4, 5, 7, 8; 

— , V = 0, 3, C, 


Mit |/| — i sind gleichberechtigt die beiden Hauptmoduln j/l — p 
und f/g — 9 * ; die ZU den beziiglichen Untorgruppen gehorenden Er- 
zeugeiiden entspringen aus (5) durch Transformation vcruioge bez. iS, 


§ 3. AufzS.hlung aller unter den Q-rbssen u. s. w. enthaltenen 

Oongruenzmoduln. 

Wahrond wir im Laufe unserer gegenwiirtigen Unter suchungen 
filr gowblinlicli von etwa vorliegewden Untergruppen fu dor Modul- 
gruppe auf die Existenz zugehbriger Modulfunctionen schliessen, war 
die Entwicklung des vorigen Paragraphen gerade die umgekehrto, 
Dort gewanuen wir z. B. die eindeutigen Modulfunctionen Yl direct 
durch Wurzelziohung aus dem Galois^schen Hauptmodul zweiter Stufe 
und haben dann erst hernach ftlr die zugehbrige few wenigstens inso- 
fern eine vollstilndige Definition gewonnen, als wir deren Erzeugende 
angaben. Aber man weiss, dass hiermit ein vollstilndiger Binbliok in 
den arithmetischon Charakter dieser Untergruppen fan J^ioch koinos- 
wegs erlangt ist Um so mehr drangt sick jetzt die Frage auf, wie 
wir die gesamten Substitutionen der einzelnen durch ihre zahlon- 
theoretischon IConnzeichen direct ersohbpfend zu dofinieren vermbgen. 

*) Die Verallgemeinerang auf p>0 lassen wir hier der Ktlrzo halber auaser 
Betracht. 


4a’*' 
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Man wird iiach unseren bcziigliclien Bemerkungen auf Seite 418 voraus- 
selien, dass wir eine voile Auflosung dieses Problems zur Zeit niclit 
zu geben vermogen, und in der That miissen wir fiir die wirklich 
durcbzufiihrenden Entwicklungeii eine sohr viel engere Grenze ziehen: 
Es soil sicli uamlicli niir um die Entscheidung der Frage handelH; 
welche von den im vorigen Paragraphen gewonnenen Untergrnj;)pcn 
Congruenzgi*uppen sind. Wir konnen das auch. dahin ausdrucken, dass 
wir die dtirch Wur^ehiehtmg aus den Oalois’schen Hauptmoduln m ge- 
winnenden Gongrueu^moduln namliaft machen wollen* 

Um die Lbsnng zu vereinfachen, fuhren wir vorab die folgonde 
Entwicklung durck Seien und irgend zwei relative l^rimzahlon, 
so kann man stets zwei der Gleichung an-^ -j- = 1 geniigendo 

gauze Zalilen a, h finden und hat fiir dieselben: 

(1) (Va)“ = ”'Vx. 

Man ersieht aus dieser CHeichung, dass jede zugleiclx in deu beideu 
za Va und gehorenden Untergruppen ro„^ und entlialtcne 

Substitution auch ’Vl in sieh transformiert, d, h. der bozUgliclion 
togehort. Umgekehrt wird aber jede Operation der Tcn. selbst- 
verstandlich sowohl der ffin, wie der Fen^ angehoren, und wir konnen 
demnach r6«,«. geradezu als gemeinsame Untergruppo von und 

definieren. Den arithmetischen Charakter der r®ji, werden wir 
also vollstandig aufgewiesen liaben, wenn wir solches fiir die Untor- 
grnppen Fen, und Fe„, einzeln abgeleistet haben, und wir brauclnsn 
dieserhalb der directen Untersuchung nur diejenigen Untergruppen Fa„ 
zu unterwerfenj bci denen m eine Prinizahlpotcnz (f'‘ iat. Uei dieseui 
Untemehmeii werden wir flbrigens die allgomoiiien Iflntwioklungeu 
p. 416 u. f. heranzuziehen haben. 

Far die Kochnung eiupfiehlt os sich, an Stello der dutch die 
Operationou (4) p. 658 zu erzeugondon Tfin die init ihr gleicbboreoli- 
tigte Untergruppo Fsn = TS-^Fen8T zu sotzen, welche durch Com- 
bination und Wiederholung der Operationen (TS^T) und 


( 2 ) 


Vv (< 0 ) 


— (A:V — “ 1 ) ' 


V ™ 0, 1,2; 


(»-0 


entspringt. Jn Ansehung des allgemoinon OongruenzcharaklerH gilt 
von Ffin genau dasselbe wie von Fob* 1st abor F«m tiberhaupt eine 
Oongruonzgruppo, so ist doron Stufo 2w oder ein 'I’eilor von wie 
p. 417 gozoigt ist. Sei nun » «=■ und d zunilchst eine boliobigo 
ungerade I’rimzahl, so werden wir die Operationen (2) modulo 2^“ zu 
redneioren haben, um zu sehen, was ftlr cine Untergruppo der bezilg- 
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lichen durch dieselben erzeugt wird. Da ist es nun ein erstes 

wiclitiges Resultat, dass die Substitutionen (2) modulo 2 genommen alle 
mit der Identitdt congruent sind, wahrend sie modulo sdmtliche 
verscMedenen Typen er^eugen. Jene Behauptung ist selbstverstandlicli 
richtig, diese beweisen wir dadurch, dass wir zwei mit S und T mo- 
dulo q^ congruente Substitutionen aus (2) herstellen (cf. p. 417^ unten). 
Thatsachlich ist, wie man leicht berechnet: 

— — 3 _ 

Vq ^ =S, ^ jr, (mod. *). 

4 . 

Ein Blick auf die p. 402 u. £ gegebenen Entwicklungen iiberzeugt uns 
bei dieser Sachlage, dass die aus (2) entsjjringende Untergruppe der 
diejenige ist, welche alle mod. 2 mit der Identitat con- 

gruenten Operationen der umfasst. Die erleidet somit mo- 

dulo 2q*’^ Iceine andere Einsciwdnhung , als dass ihre Substitutionen nur 
modulo 2 mit 1 congruent sind. Die fcga ist also gewiss keine Con- 


gruenzgruppe. 

Es bleibt iibrig, dass wir noch den Fall n « 2“ untersucheii, 
wobei wir also die Operationen (2) modulo 2“ 4-3 xu reducieren 
habon wei'don. Sei hier zuvbrderst a>3 vorausgesotzt, so erinnorn 
wir daran, dass innorhalb der zur Stufe 2'*’^“^ gehorenden r^t(2«+A) im 
ganzexi acht modulo 2“ mit der Identitat congruente Substitutiouou 
onthalten sind, naiulich die folgeudon: 

(^) T^- - ( 1 _ Cg = 0, I, 

die alsdann innerhalb der 6f^,(2«4-i) eine Dntorgruppo Crg bildeu 
(c£ p. 412). Jede Oongruenzgruppe der Stufe 2“+^, welcho die 6rg 
dor Substitutionen (3) enthalt, llisst sich alsdann boreits durch Con- 
gruenzen modulo 2^* vollstandig charakterisieren. Thatsachlich aber 
kbniieu wir aus don Operationen (2) leicht dio acht Typen (3) mo- 
dulo 2**+^ herstellen. Wir berechxien uns zuvbrderst: 

und bowuhrhciteu dann vermbge dieser Formel nach ktirzestcr llech- 
nuug die Congruenzea modulo 2“4“^ 

"0 Ao; 1 j’ 0 , 1 + 2 A' 

/I, 0\ »*) 

Vo V, V. : J , 


‘**) iriorboi bedoutet wiedor diejenige ganze Siahl , welcho mit h multipli- 
oiort modulo cinen mit a oongruonten Itost gxebt. 

Auf der rechten Soite der letzton Congrucm tritt jodooh fcir «« »** 4# dor 
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aus denen nim in der Tliat durcli Combination die ganze der 
Operationen (3) entspringt. Die r 6 . 2 ® nnterliegt demgemass, modulo 
2«4- 1 reduciert, hbchstens derartigen Einscbrankungen, die aucb bereits 
modulo 2“ Yollsttodig angegeben werden kbnnen. Reducieren wir aber 
die Brzeugenden der Te.g" modulo 2^, so konnen wir, sofern aucb 
noch a — 1 > 3 ist, genau die namlicbe Schlussweise wie soeben 
diircliftibren und finden, dass sich die etwa modulo 2*^ bestehenden Ein- 
schrankungen aucb selion modulo 2“~”^ erschopfend ausdriicken lassen. 
So weiter schliessend setzen wir die Betracbtung fort, bis wir endlicb 
den Zahlmodul , 2®'+'^ = 16 erreicht baben. Hier miissen wir danii 
wieder directs Betrachtungen anstellen und merken uns vorab den 
Satz: Ist die To. 2 “ fur «>3 ub&rhaupt dnrch Congruensen unserer Art 
eingeschrdnMy so ist der mgeMrige Zahlmodul 16. 

So baben wir jetzt die Operationen (3) modulo 16 zu reducieren, 
und hier erzeugen sie die 32 Typen mit willkUrlich bleibendem r: 


( 5 ) 



(mod. 16), 


welcbe innerbalb der boziiglicben eine fesilegcn****) uud dem- 

gemdss eine Gongmemgruppe secimhnier Stufe dcfmieren. Dieso aber 
ist, wie man sieht, nicht bereits modulo 8 vollstiindig darstollbar, 
sondern vielmehr eine eigentlicbe Gruppe dcs Stufe 16, Da nun die 
fUr n — 8 gerade eine Untergruppo des Index 48 ist, $0 coincidicrt 
die fg.Q direct mit der durch (5) defmierten Congruen 0 gruppe scch^chnlar 
Stufe (vergl. den Hauptsatz p. 417). Nun findet sich sofort wciior: 
Die ist eine Congruen^gruppo acJiter Stufe^ welche allc modulo 8 mil 


( 6 ) 



congruenten SiibstUiitioncn mnfassi Und weiter: Die ist eine Von* 
gruemgruppe vierter Stufe, welche allc modulo 4 mit 


( 7 ) 



congrumien SuhstiMionen umfasst, 

Indem wir aber die (Jesaintentwicklungen diesen Paragraphen zu- 
sainmoimehmon, Iblgt der Hauptsatz: Vnter alien im mwkjm Daragraphen 
definierlen Gruppen sind nur die vm fur 1,2, 4, 8 (Jongnwn^- 


Typus oin} diosor Umstand boeintrllchtigt dk weitcrliin iin Toxte ge- 

ifiogonen Schh'lH«o nicht. 

**) Man vergl. die TaboUo p. 898. 
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gmippen; alle iibrigen sind nur insofern durcli Congruemen beisiiglich 
fester Moduln eingeschrdnkt, als die eimelne unter ihmn in einer be- 
stmmten der soehen namhaft gemdcJiten Co7igruen0gru^en fg, 
enthalten ist. Anders ausgedruckt lieisst dies: Unter den unendlicfi vielen 
Modiilfunctionen yi sind ausser X selbst nur die drei: Yx, Yx Con- 

gniemmodiiln; alle ubrigen werden wir dagegen als Nichtcongriiemmodidn 
bezeichnen mussen^'). Die gleichen SdUe gelten fur — A. 

Piir die ubrigen aus den Galois'schen Hauptmoduln durch Wurzel- 
ziehungen entspringenden Mod ulf unction en lassen sicli sofort die ent- 
sprechenden Pragen aufwerfen und mit den namlichen Htilfsmittelii 
beantworten. Wir stellen bier sogleicb die Resultate der beziigliclieu 
Untersucbungen zusammen: Unter den aus dem Haiijotmodul dritter Stufe 
ei%tspringenden Modutfunctionen — 1 , ]/§ — p, sind einmg 

diejenigen fur n == 3 Congruen^moduhij und 0 war solche von der neunten 
Stufe; die 0 u — 1 gehorende fgg besteht aus alien modulo 9 mit 



congruenten Substitutionen. Unter alien Wiireeln aus g, sind nur die 
drei gleichbcrechtigten ^^’^^^Gongruen^moduln^ %md 0war 

solche der achien Stufe*^ die 0 u gehdrende ist definiert durch: 


® G;?). G:S- (o:S- C‘ 


Sdmtliche auf Grund der jp. 659 entwiclaeltcn Hegel aus g herstcUharm 
Modulfunctionm% aber sind Nichtcongruenmioduln, 


§ 4. Besondere Untersuchung der Oongruenzmoduln Yx , f/l X . 

Die im vorigen Paragraplien gewonnonen Moduln j/A^ Yx sind 
diejenigen, welclie in der llberlieferten Theorie der olliptiscben Punc- 
tionen seilj lange fast ausschliesslioh betrachtet worden sind. Es kann 
dabei als auffallend bemorkt werden, dass man in der Bntwicklung 

Die erste Mittoilung dieses Resultatos findot sick (ohne Beweis) in dor 
wiodorkolt genannton Note von Klein: Zwr Theorie der elliptkchm Modulfum- 
tionen, Math. Ann. Bd. 17 (1879). Beweise dos fraglxohon Satsses wurdon spaterbin 
von Hrn. Pick (vorgb desson filr dio Darstollung dee Tertes verwerteto Abhand- 
lung: ffber gmUse gammhlige Uncare Bubstitutionen, weiche dch mM durch alge^' 
hraisohe (Jongruemen erUdren Imsen^ Math. Ann. Bd. 28, 1886), sowio anoh vom 
Horausgeber in dor p. 418 gen. Arbeit naobgetragen. 
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der gedachten Theorie Anlass fand^ gerade bei der ucliten Wurzel 
axis % stehen zu bleiben, uud nicht auch nocli die sechzelmte Oder 
irgend eine andere in Betracbt zog, zumal sie docli allc eindeutige 
Functionen des Periodenyerbaltnisses co sind. Die Erklarung dieses 
Umstandes finden wir in den Satzen des vorigen ParagrapUexi: Unter 
alien Wu'y 0 eln mis Z sind mtr j/z, j/Z, Yz Congntewmoduln; und in 
der That darf man den Satz aufstellen, dass alle diejenigen eindeutigen 
Fimctionen des Periodenverhaltnisses cn, welche sich in der iiherUeferfen 
Theorie als notwendige Glieder der EnkoicMungen vorfmden, Congruent- 
moduln sind %md sein mussen, 

Eine besonders eingehende Untersuchung liaben die in Rede stelien- 
den Moduln als eindeutige Functionen von co zuerst durclx Hrn. Pier- 
mite erfahren*). In der Absicht, auf die liiermit gemeinten Entwick- 
lungen vom Standpunkte unserer Theorie ein wenig niiher oinzugelien, 
wollen wir vorab die Hermite'sche, sowio die auch sonsl gebrauchlicho 
liezeichnungsweise mit der unsrigen in Beziehting setzon. Pis ist 
Clbrigens f(ir die Reclinung eine Erleichtevung; wenn wir an Stcllo von 
yX lieber ]/ — Z setzeu, welclion Modul wir dadurcli cndgiiltig iixicren, 
dass wir auf der imaginaren ©-Axe ftir densclben reelle positive Worto 
vorsehreiben. Mit Z gleiehberechtigt sind z. B. auch 1 — Z^ sowio 

, und wir miissen, -was wir noch bald einsehon worden, nebon 

Yz auch nocli |/l — Z und 1/ jziri um unserer Bctnichtung 

die richtige Symmetrie zu geben. Audi die beiden letztgonannton 

In dor AbhanJImig: /a resolution de V equation du cinquieme dtufre, 

Couiptes renduH, Bd. 4(), p. 608—516 (186B). Untor doa hauiitHllchliohHioa an die 
.H(‘rmito’schen Uosultato anlcatipfonclon Arbeitou stelit d(‘aH(dbou der Vmi nacb unit 
ailcbstcn die Abbandlung von Stephen Smith, licport on the theory of mindjers, 
l^irt.VX, UoportH of the British AsHOciation for tho advaucemumt of Kcionc(,‘B 1866. 
In dcrselbon werdon die SubBtitutionen , welcho yi, xu h. w. in nieh tibor- 

fClhren, modulo IG, 8 u. s. w. oharalUorisiort, xind St. Smith erkanute, was ftir unw 
iiitcrOBsaiit ist, auch beroits umgekehrt, dass zwoi Zahlwerto w mit poHii.ivxau 
imaginllren BoHtandtoil , die gloicho |/i, ‘|/1 u, h. w. boHitzon, notwondig durch 
ciuo dor modulo IG boss. 8, u. s. w. oharakteriHiorien SubBtitutionen varkaWpft Hind. 
Wie man sieht, ist damit ein chavaktoristiHchcH Morkiual dor (h’dristai yi n, h. w. 
in ihror KigimBchaft als IJmptmoduln ihm’ Uiitergruppo auHgi^sproohcn. DaHH 
(Ibrigens diosor Satz fflr dio Vorstelluugswdson der Uborlierorton ^Pheiorii^ der 
clUptischon Functionon nicht hinreiohend verniittelt un<i dmnnach dlH‘rra»che«d 
iiuftritt, darf man aus gelogontlxohon AusHOrimgen Ilt'rmite’H HchiioHHmi (vcrgl 
doHsen Anmerkuwg zu oitier Abhandlung vmi Fuoh« in Journal Bd. 88, 

p. 220 (t877), sowio dio buz. kVlUutorungon von Dodokind obonda|. 
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Moduln wollen wir durch die Bestimmung fixieren, dass sie auf der 
imaginaren co-Axe reell und positiv sein sollen. Insbesondere haben 
wir also als Greuze bei co — ioo (cf. 5 p. 614): 

Jetzt scbreiben wir: 

(2) q>{m) = = V ^ 

und haben dann in g) und ^ direct die Bezeichnnng Hermite^s wieder- 
gegeben"**), wilhrend wir, wie schon gesagt, %(<») der Symnietrie halber 
hinzuzusetzen haben. Die Grossen 9 ? und sind aber keine anderen 
als die sonst durch |/A und Yh' bezeichneten Moduln, unter 7c^ den 
sogenannten Legendre'schen Integralmodiil , unter aber den com- 
plementaren Modul = 1 — verstanden **'*’*'). Merken wir uns also 
fur golegentlicho Verwendung die Formeln: 



Eino ehigebondo IJntersuchung der Moduln 9 ?, % werden wir 

jedenfalls damit beginncn muHsen, dass wir auf die zu ihnen ge- 
horouden Oongruonzgruppon sechzehnter Stufo voin Index 48 zurilck- 
gehen; mbgon wir diose (j!rui)pon bcz. Tii benoamen. Da 

erinnere man sich jiiun, dass X durch. die Operation T" in durch 8 
aber in (1 — A) transformiert wird. Bis auf' eine Einheitswurzel 

**'*’') VorgL aucli Kdnigfiborgor, Yorlesungoi aber die Theorie der eUiptkchen 
I^^unctionen (Leipzig, 1874) Bd. II Vorl. 27, sowio cine beai’igUcho frilbero Abhaud" 
lung in Band 3 dor Mathom. Annalen (1871). JOs muss hierboi auttdriicklich be- 
nierkt worden, dasH die liezeichnung die sich im Toxto wio von eolbst aufdrilngt, 
in den woebon nainhaft gomaohton Arbeitcn in mehrfaoh wcohselndor Bedoutung 
gobraucht wird. Uormito vorsteht untor % die dritto Wurzcl eino Grdsse, 

auf die wir bald ausfdhrlich zuriiokkommen; Kdnigsborgor nennt das Product 
direct Will man aber in 9 ?, % droi in unserem Binno gloichborochtigte Mo- 

duln haben, so muss man iiutor % wie im Texto don Quotienten — vorstehon. — 

Man vorgl. -(Ibrigons auch die iin folgenden Paragraphen nooh auafttbrlich zu 
tiennendo Arbeit von Schlafli in Bd. 72 von Crollo’s Joum,, wo die Bezeiohnung 
wiedor die Hormito’soho ist. 

Man vergL die bezdglichon Bemerkungou p* 26 . 
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geht also g) durch T in durch S aber in j iiber, woraus wir denn 
schliessen, dass zwischen unsereu drei Grui^pen die Beziehungen be- 
stehen: 


(4) ria == r,s T, r,s s . 


ris ist direct die Untergruppe von |/A, an deren Stelle wir doch im 
vorigen Paragraphen die Untergruppe TS^^fisST setzten. Was wir 
also unter (5) p. 662 kennen lemten, ist unsere jetzigo T/s; die auderen 
beiden Gruppen stellen wir daraus vermbge der jetzigen Gleichung (4) 
her. Es ist ubrigens besonders folgenreich, dass wir die Substitutionen 

unserer Untergrnppen unter Gebrauch des Legendre’schen Zeichcn ^ 


in einer einfachen Form zusammenfassen kbunen. Wir haben namlich: 


( 5 ) 


0 + 4 — 4(|)J' 

a, 2b 

\^4 — 4(1), 04-4 — 4(1) 




(mod. 16), 



— 26 

0-26 4-4 — 



wobei von den beiden Zalilen o, 6 die ersto ungerado sein soil, wilh- 
rend die andere beliebig ist. In der That wolle man sich Oberzougon, 
dass die 32 modulo IG uuterschiedenon Substitutionen Va,/, gorado die 
unter (5) p. 662 gegebouen siud; die Oporatiouen. und «>/,'* ont- 
springen dann durch Transformation vorinogo T nnd 8. 

Jetzt bestiltige man durch dirocto Itoclmung don Satz: Dio drei 
Gmppen (6) worden sowohl durch 8 als durch T in einandor trnns- 
formiert und bildon diosorhalb oiii System von droi (und iiicht tuohr) 
mit einander gleichborechtigten Untergruppen. Ilierin hat man don 
Grund zu sohen, warum wir uebon die Ilauptmoduln gj und ^ als 
dritten noch % setzen mussten. Jode unserer Gruppon (4) muss hior- 
nach relativ ausgezeichnot in oiner U«tergrui)pe dos Imlox drei ent- 
halten sein, und man erkonut in den solcliergostalt ontHpringondon 
Ta, ri, fa unschwor diejenigen droi gleichborechtigten Untergruppen 
zweiter Stufe, wolche den droi oyolisohen innerhalb der Dieder- 
gruppe Gfl entsprechon. Die drei fragliohen Gruppen flndet man deli- 
niert durch: 
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(6) 


G:?). 


(mod. 2) . 


Man bestatigt in der That auch durch directe Rechnimg leicht, dass 
r,s mit den Operationen von fg vertanschbar ist u. s. w. 

Zufolge unserer allgemeinen Erorteriingen p. 603 (unten) wird sich 
die fg, beziiglich der r48 reduciert, auf eine endlicbe ^16 zusammenzielien, 
und wir erhalteu so insgesamt von den Gruppen (5) aus drei Gruppen 
G-xGf Cr'iQj Gi6 von gleichem Typus. Da es sich hier iibrigens um f^g 
des Geschlechtes p = 0 handelt, so muss dieser Typus zu denjenigen 
gehoren, welche in der Theorie der regularen Korper auftreten. Wir 
haben es dieserhalb entweder mit cyclischen oder diedrischen zu 
thun. Man wird sofort sehen, dass die letztere Alternative zutrijfft, 
und dass sich z. B. fiir tp die in Rede stehende G^^ durch die Sub- 
vstitutionen: 


(7) 


<P 


e ^ q)f fp 


VTti 

e ^ 
9 


darstellt. Zu diesem Ende miissen wir indessen eingehender auf das 
Verlialtcn, unserer Modiiln gegenubor beliebigcn Modulsubstitutionen 
Bczug nohmen, was im Iblgenden Raragraphen geschehen soil. 


§ 5. Verhalten von gegenuber beliebigen Modulsubstitutionen, 

Es ist zuniichst ganz leicht, das Verhalten unserer oft genannten 
drei Moduln bci Atislibung der erzeugenden Substitutionen S und T 
in Erfahrung zu brixigenj wir braiichen zu dem Ende nur unter Be- 
nutzung der Angaben des vorigen Paragraphen auf das Verhalten von A 
selbst zurdckzugchen. Um hier cin einzelnes Beispiel wirklich clurch- 
zurechuon, so haben wir nach (7) p. 615 die Eormel — A(cd + 1) 
» — (t — A ((d)) mid also durch Ausziehen der achten Wurzel unter 
Benutzung von (2) p, 065 : 

Tim hier den noch uiibekannten Wert der IB**® Einheila wurzel 1 
zu beatimmen, hereohaen wir auf (Jrand von (1) p. 666 fllr die linke 
und rochto Seite der letzten Gleiohuag den liTSheruugawert hei 0 » ioq 
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Tti 

unci finden dann durch. Vergleich — 1 = e ® . Insgesamt folgeii 
durch derartige Uberlegungen die sects Formeln: 


( 1 ) 


Tti 


sowie dann weiter durcli Wiederholung von S: 


bTti 

. . <p(ca + 2h) = e*^ qi(c3), + 2Z>) = ^(®), 

X((x> + 2h) c ^ x(c3). 

Hiermit ergiefet sicli bereits die Ricbtigkeit der Angaben am Schluase 
des vorigen Paragrapheii, sowie insbesondere der Formeln (7) dorlaelbst. 
Um iinsere Entwicklung jetzt nocli allgemeiner zu geslalten, ver- 


stehen wir unter V « 


C; S 


eine mit der Identitat modulo 2 con- 


gruente Substitution und haben dann (um mit <p zu bcginnon): 



Hierbei bedeutet v eine von den Substitutionscoefficienten /?, y, d 
eindeutig ablilingige ganze Zabl. Wir werfen die Frage aul^ wio sich 
diese Abhiingigkeit des v darstellen lasst, und ob violloicht insboKOudoro 
ahnlich wie bei und Ya die Zalil v als eine ganze rationale Func- 
tion der ccy /3, y, d gesclirieben werdou kanm Jliorzu boniorken wir 
vorab: Ware <p Nichtcongruenisniodul^ so ware diese einfachsie Abhanc/u/- 
JceU des v von cc, y, 8 jedeu falls amgeschlossm; dieselbc erschcinl also 
als cin charaMeristisches Merhnal filr einen CongmemmoduL 1st nann 
lich V ganze rationale Function der Goefficionton; so werden modulo !(> 

vni 

congruente Substitutionen offenbar dasselbo e^ lieforn, womit deim 
unsere Behauptung bestatigt ist 

Nun ist es aber sehr loicht, cine gowilnschto Darstellung ttlr v 
thatsaclilicli zu licferm Sclireibon wir Formol (fl) otwa uock kdrzer 
9 ?(F(a))) 3 C 9 (a>) und llben hier auf o diejouigc boHondero Operation 

dor uuwS^ die wir ini Anschluss an (5) p* 006 durch be- 

zoiclmeu. Hechter Hand wird dabei 9 ( 0 )) direct in sich transforiniert, 
wahrend wir die links entspringendo Substitution sogloich 

modulo 16 reducieren. Es folgt solotergestalt: 
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9? ^0} + /3d + 4 [l — (|:)]^ = . 

Aber der Wert der linken Seite entspringt direct aus (2), und wir 
erhalten so durcli Vergleicb obne weiteres die Bedeutung von 3c: 

Um directen Anschluss an die Herajite’sche Formel zu erhalten, iiben 
wir hier noch anf co die zu V inverse Operation aus und schreiben 
alsdami statt — d und — a wieder a und d. So kommt 


( 4 ) 



-«/9 


93(03), 


womit die gewiinschte Formel gegeben ist. 

Wir wiedorholen, dass die Richtigkeit der Formel (4) die Be- 
dingungen cc~d=l, /3 = y“0, (mod. 2) voraussetzt; aber es ist 
sehr leicht, auch fiir die iibrigen fiinf Typen modulo 2 incongruenter 
Substitutionon durcli zvveckmassige Combination von (1) und (4) ent- 
sprechendo Formeln zu entwickeln. Man tlbe z. B. in (4) auf a? die 
Operation T aus und findet unter Benutzung von (1) 




woraus unter Woclisel der Bezciclmung der Substitutionscoefficienten 
sofort 

{-» 




— — y? 


entspringt. Dieso Formel gilt dann crsicbtlich unter dor Bedingung 
a • d ' 0, /3 y : 1 , (mod. 2). Oder, um oin anderes Beispiel bei- 
zubringen, man ilbo airf (4) die Substitution S aus. Dieselbe giebt 


/am + a: + /aX 'o(« 

•pU V- 


+1) 


1 


woraus winder unter Woclisel dor Bezeichnnugsweise und Btmutzung von 


die Formel ontspi'ingt: 


0 


srti 


<l-a») 




/cca> + p\ 
ya + #/ 


«< 


*(“) ’ 


dieselbe gilt nun offeubar f(lr arsir/S -jdi-'";!, yjiSO, (mod. 51). 
Ebenso mflhelos orgoben siob die drei nocb rilclistaadigen Typen, und 
wir stellon die Itesultato bier insgesamt gleich tabellarisoh zuaammeu : 
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« = ^ = y = qo' =(-|) e« 

Tt'i 

« — y — 5 = 1, /3 = 0; = 

a=5 = 0, /S = y=l; qp' = (|) e i> 

« = 0, /3-yE-5=l; ?p' = (f) , 


- 1, 

o' 

;i! 

7ti , 

, — -o 

9 == c « % 


y = 0; 

, i 


wobei sich die Congruenzen slimtlich auf den Zalilmodul 2 beziehon. 
Durch Benutznng von 9^ entnehmen wir aus 

(5) sofort entsprechende Formeln filr ^ ; es sind dies iiiiijcr Festhaltuug 
der soeben eingehaltenen Reihenfolge ftir die Typen modulo 2 incon* 
gruenter Substitiitionen (li<5 sechs Formoln: 


1 

i>' == r , 




Wir imterlassen, auch noch eine ontsprechondo Tabelle ftir % zu ent- 
werfen, die man sich ja auf tirund von % = G^) i^*»d (0) sofort 

herstellt*^-). 


§. 0. 2iUsammensteUang weitorer Congruouzmoduln. 

Entwicklungen, wie wir sio hier im AnwchlusH an d(m Uaupt;- 
modul A durchgeftthrt tiaben, lasson sicli in gauz analoger Weino atich 
an die llauptmoduln g und ^ knripfcn; dcmn auch bei den lei/ztioren 
waren einige unter don bezilglichen Wurzoln Oongruouzmodubu So 
erkannten wir, um dies liier noch eiri weuig nahor zu Hkizziorcn, in 

*) IJio imtor (6) und (C) aufgcaicllion FornudwyHicHUc sind zucrst von H.cr- 
raitc in dor p. GC4 gon, Abhaudlung initgctoilt wordcn; dne oigouartigo AblcUung 
dorsolbon iwt splUerhin dutch 8chUlfli gogcdxui in dor Abh,; flewria iUr 
schen Verwandlungstafetn filr die eUiplkahm Modular funetionen, (/roilo’s Journ. 
Bd. 72 (1870); man vergl. auch die p. (W* oit, Abhandlungon KHnigsborgor^H. 
t^ber die MOglichkoit, die Formeln de« Toxtee atm dem Vorhaibut von boz. 
von log A abssuleiten, aoho man Dcdekind in Jtiemaim’s Werkon p. 430, 
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Vf=^ einen zur neunten Stufe gehorenden Module und die Brzeugen- 
den der zugehorigen fgg waren die unter (8) p. 663 gegebenen Opera- 
tionen, Durcb Combination derselben finden wir, dass fgg modulo 9 
reduciert die neun Typen: 


(1) 


Va,l,(co) = 


g CO + 3 6 
— 3&«) + (y) 


(mod. 9) 


liefert. Diese Gruppe ist nun eine unter sechs gleicbberechtigten, und 
als zugehorige Hauptmoduln konnen wir — 1 , — p, 

sowie die Quotienten der ersten und zweiten, ersten und dritten, 
sowie zweiten und dritten dieser drei Wurzeln branch en. Bei dieser 
Sacblage ist fgg relativ ausgezeichnet in einer fg ; aber bier finden wir 
nicht seeks solehe fg, sondern nur drei, die der dritten Stufe angehoren 
und den drei cyclischen G 2 der Tetraedergruppe entsprechen. Es wird 
sonacli die einzelne Vq immer zwei von unseren sechs gleichberecli- 
tigten fgg ausgezeichnet enthalten. fg giebt tibrigens, bezuglicli einer 
zugehorigen fgg reduciert, eine endliche an der man sofort den 
Diedertypus erkennt. 

Da kSnnen wir denn auch sofort weiter die dritte Einheitswurzel 
angehon, welche z. B. — 1 bei Ausiibung einer Operation der zn- 
gehorigen fg als Factor annimmt. Wir werden z. T3. fur eine der 
Ideiititat modulo 3 congruonte Substitution ansetzen konnen: 

WO oc die zu bostimmende dritto Einheitswurzel ist. Hier tibe man 
auf o die unter (1) gegebene Substitution i ^ aus und findet: 

|/g _ 1 ccy -jr «« — 1 (co). 


Tndom man dann noch direct das Verhalten nnseres Moduls bei An- 
wendiing von feststollt, fcommt sofort: 


® - U-). 

eine Fonnel, die sich der Oleichung (4) dos vorigen I’aragraphen 
direct an die Beite stellt. 

Oanz ontspreohendo 'Oborlegtuigen gelton filr (i. Da liaben wir, 
um auoli das noch kurz isusammenssufasBou, in Yfi einen Oongruonz- 
modul acUtor Stufe, dessen aich aufolgo (9) p. 063 aus alien uiit 


(») 


ao) + 2 ( -) 
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111, 5. Uber Modulfanctionen, die sich aus den 


congruenten Operationen zusammensetzt. In gewolinter Weise schliessen 
wir daraus weiter, dass ]/ ^ bei einer beliebigen Substitution mit y ~ 0 
(mod. 4) die Andez'ung erleidet: 

Besonders interessant aber durfte sein, dass wir in j|/i — eincn 
Oongruenzmodul der 32®*°"^ Stufe haben. Dies wurden wir ganz wohl 
in unserer bisher liblichen Art beweisen konnen; inzwischen gewinnen 
wir bier durcb Gebrauch der sogenannten Transformation zweiten 
Grades eine derartige Erleichterung des Verfahrens, dass wir niclit 
umbin konnen, dieselbe beranzuzieben, wenn aucb ilire ausfuhrlicbe 
Besprecbung an eine andere Stelle unseres Werkcs gebort. Man bilde 

sicb, indem man y Stelle von m setzt, die eindetztige Function 
^ dieselbe eine beliebigo rnit der Identitlit 

modulo 2 congruente Substitution aus. Es kommt: 



denn es ist offenbar 



(mod. 4). 


Wir scbliessen obne weitercs aiif die Existoiiz eiiuir CUeichung 

— imd nierken uns sogleicb, dass die Huk(^ S(dt<^ dioser (Jloi- 

cbung in ioo^ 0, I des l^olygona zweiter Stufe (Fig. ()8, p. 279) gbdedi 
oo bez. 1, 0 wird, wahrond irn. Jnnern des Polygons jedoTilalls Null- 
oder Unstetigkeitsstcllen nicbt mohr atiftreton. Bei der Wertovort<u’lung 

des X folgt sogleicli, dass I — mit einer ganzeii positivtm Po- 

tenz von X proportional ist: 


I 





wo wir nun zur Auswertung von a uud c die Annilherung bei co i cx> 
far die recbto und linke Seite dieser Ghucliung nach (fi) und (9) 
p. 614 boredinen. Durcb Vei^leich flndet sich aufs loichteste: 

(5) .1 
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Cben wir gleicli nocli auf co die Operation ^ l) kommt 

bei der bekaimten Wirkung derselben auf ft und A die Gleichung: 

( 6 ") 1 — = ■ 


Nunmebr zielie man aus (5) recbter und linker Hand die acbte 
Wurzel und scbreibe 2c3 fiir co: 

|/i — = yn^). * 

Wird auf o eine mit.l mod. 32 congruente Substitution ausgeiibt, so 
erfalirt dabei, wie man leicht berechnet, 2co eine mod. 16 mit 1 con- 
gruente Substitution. Die rechte Seite der letzten Gleicbung bleibt 
bei dieser Substitution unverandert und also auch die linke, welche dem- 
gemdss einen Congrummodul 32“^’^ Stufe darstellt 

Zur genaueren Betracbtung ist es zweckmassiger; aus (6) die acbte 
Wurzel zu zieben, wobei wir rechis direct die Function ip{co) erbalten 
(cf. (2) p. 665). Dieselbe bleibt bis auf eine vortretende Einheitswurzel 
bei jeder mod. 2 mit 1 congruenten Substitution unverandert. Wir 
salien aber scbon, dass die AusfUbrung einer derartigen Operation 

fur Y solcbe Modulsubstitution nach sich ziebt, die einen durcb 4 
teilbaren dritten Coefficienten bat. Dos naberen ist jene Einheitswurzel 


(!)' 


7ti 


cry 


wiibrend die letztgemeinte Substitution 


« ’ y) 

2y, SJ 


wird. 


Indeni wir liier sogleich statt to, /3, y bez. 2a, 2/3, -^y schreiben, 
folgt aus, allcdem oifenbar der Satz: mcm auf a <me lelielnge 

SulsUiufion mit y l 0, (mod. 4) aus, so erfahrt Yt. ~ ^ 

y? 


die Andenmg: 


(7) 


■yy*- 

■ 


‘I-o 


7ti 


ytt* 


Yfi 


woraus denn noch dutch Multiplication mit (4) entspringt: 

(«) 




1. 


Ala unruittelbare Folgerungen ziehen wir noch: Die Jiedmgung 
4/3 4: y f (mod. S2) defniert eine (Urujape r« der Siufe 32 vom 
GescHleohie die tlbrigens, wie wir nebenbei bemerken, eine von 

seclis gleichborechtigten Untergruppen ist, 

Einen wichtigen Gebrauch machen wir noch von den Pormeln 

Klolu-Wrioko, Modultootlouoiu 43 
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III, 5. tiber Modiilfunctionen, die sich aus den 


^3 (^3 — ^ 4 ) — j § 4 ^ 3")/ A, 

die im vorigen Kapitel (p. 629 u. f.) abgeleitet wurden. Wir ent- 
nehmen aus ihnen ohne weiteres: 

( 9 ) VW^) 

und also folgt aus den beziigliehen Angaben des vorigen Kapitels^ 
das$ ]/X(X — 1) und,']/^^ — 1 Gongruemmoduln der sechsien Stufe sind, 
Ihr Verbal ten gegeniiber der Ausiibung von Modulsubstitutioiicn ont- 
springt obne weiteres aus den Pormeln (14) und (17) p. 627: 

. yi(l - 1)' = y-.O, (mod. 2), 

y'l* — r = (— (mod 3), 

wobei diese Formeln indessen nur fdr die rechts angoliiuigten Oon- 
gruenzbedingungen gelten. Zieben wir noch aus den Tabellen p. C570 
die unter der Bedingung y = 0, (mod. 2) giiltigc Formel heran: 

(11) - iy = (-1) r « ^r(A-- 1), 

so entspringt damit zugleich durch zweekmassigo Combination von 

(10) und (11) das Verhalten des Congrmnmodnls acMundvicrjsigfi^er JHtn/h 
‘*|/A(1 — 1), der natiirlicb wieder Hauptmodul ist**^). Hat man ilbrigens 
einmal den Congruenzcbarakter der Wurzeln axis A crkannt, so ist (‘S 
nun eiu Leichtes nachtraglich zu zeigeU; dass nnter alien Wny^eln 
yx{X — 1 ) mir ^yx(X — 1 ) iind die aas ihr durch Krhchen gamm 
JPotcnmi entspringenden Wun^eln Congrumscmodidn sind (vorgl. Matin 
Ann. Bd. 28, p. 123 odor p. 117)*^*). Aus (9) siebt man Clbrigons, 

'^) Die Modulfunction — ij int xibidgeiiH mit dorjotiigen GrOsHo gleieb- 

boroobtigt, welclio Hcrmite dtiroh x bozoiclmot; vorgl<n'<iho dt^HHon AbluwuUung: Hur la 
rdsolution de V6guation da (juatnhnc degr6, ComptOH Uondus Bd, 4(> (IHrtH), woHolbst 
auoli eiiie Tabello fiir daa Tcrbaltcu voii % gcgendbor Hnoarew ^ubBiituiiomm 
dea 00 borochnot wird. 

Dieses Kesultat ist um so wicbtigor, ala dadurcb die frClhoi'e, durch Hormito 
vorirotcno Auffasaung dew ’WoBcna der WurKclu ^1(^1 — t) c)ino grundHilkHclio 
Modilication orfilhrt. ilormito betout nilmliob (in d(ir oboxi gcnanwton Abband- 
lang), daas man aus dom I’rodncto dor beidcn Funotioncxi xmd auclt 
noch durch Ausssichon der drifcten WutKel m ciner eindcuUgm Function von co 
gelango* Wio im Toxto ontwickolt, iat indoaaon die Haupibcdoutung gcrado dor 

dritkn Wurzel nicht; in dcren Dindcutigkeit in 0 ssti auchon (dctm dxcao 

koimut, wio wir wiaaen, alien Wumdn aua zu), vielirujhr ist durch ibre 

Kigonwchaft ale (hfigrucnjimodut vor alien tlbrigon OrOssen au«g(»i«oi(dmet 
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dass auch nocli — 1 Congraenzmodul ist, und zwar der zwolften 
Stufe. Holen wir dann auch noch f/g — 1? ^ etc. heran, so 

konnen wir als zur 36®^®^ Stufe gehorig den Hauptmodul — 1 
aufstellen. — Ahnliche Entwicklungen konnten wir auch an ^ und g 
kniipfen. 

Es wurde schon gelegentlich betont, dass die in der uberlieferten 
Theorie der elliptischen Functionen vorkommenden Moduln durch- 
gehends Congruenzmoduln sind, und zwar gehoren dieselben fast aus- 
schliesslich den Stufen 2, 4, 8, d. i. allgemein 2^ an, wie denn im 
Mittelpunkt dieser Entwicklungen die Moduln sechzehnter Stufe Ylc, |/// 
stehen. tJbrigens ist bei der nahen Verwandtschaft von A und ^ 
die Kenntnis der aus ^ entspringenden Congruenzmoduln seit lange 
vorhanden, nur dass dieselben nicht aus dem ft als solchem, sondern 
vielmehr auf complicierterem Wege aus 7c, 7c' liergestellt werden. Wir 
wollen zur naheren Erlauterung dieser Beziehung hier noch einige von 
den aus ft herzustellenden Congruenzmoduln in 7c, 7c' umschreiben. 
Erstlich entspringt aus (2) p. 656 im Verein mit (3) p. 665: 

t . 

2^ 7c ' h 


durch Addition und Wurzelziehung folgt also: 


( 12 ) 


ft 


1/- _ 


so (lass wir iu 1/1 + 7c' oinen Modul achtor Stufe orkennon. Weiter 
folgt aus dor crsten Formel (12) nacb leichtor Zwischenrechnting: 

7 ^. (1 + ^ 


Durch Ausziclion der achten Wurzel entspringt reclits ein Oongruonz- 
modul 32”^“** Stufe; also gehort auch 

( 15 }) 

als Congrucnzniotlul dor Rtufe 32 an. Dass iibrigens 'Yklc' Oongruenz- 
modul 48"’*''' Stufe ist, wird man aus (9) und (11) sofort entnehmen*). 


'•') In-ationalltatcM dor hior bosprochenon Art iindon siob zahkeiob in der 
A\>liandlan$i von Ifm. 8ohr9tor: J)e aequatiomhua moMaribM, Eegiomonti, 1864; 
im (tbrigen Bohe man die aachliohon tind littorariBohen ZuBBinmontitelluTigon in 
Enneper, MlUpUaolui Fimcticfnen, T/ieorie und OescMolite, 2*® Aufl. boarbeltot 
von Eolix MtlUor (Halle, 1890) p. 471 n. f. 


4 »* 
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III, 5. tJbei* Modulfanctionen, die sicli ans den 


§ 7. Die ans den Ijetracliteten Modnln zu "bildenden Galois’schen 

System©. 

In unseren voraufgeHenden Entwicklungen sind wir insofern von 
unserem allgemeinen Programm abgewichen; als wir immer die einzelnen 
Hanptmoduln, nicht aber die von ibnen aus zu gewinnenden ausge- 
zeicbneten Untergruppen der Betracbtung nnterwarfen. Es wird jetzt 
ein Leichtes sein, dass wir die so gemeinten ausgezeichiicten Unter- 
gruppen nocb naelitraglicb. nambaft macben. Inzwiscben lassen wir 
uns auf eingehendere Untersucbnng derselben keineswegs ein^ bezieben 
uns vielmehr in dieser Beziebnng auf die in Betracbt kommenden 
Originalarbeiten. 

Indem wir bier die Stufen in naturliebcr Folge anreilien, Iiaben 
wir erstlicb von .den beiden Moduln secbster Stufe 1) uud 

yi^rzrj 

zu bandeln. Fur den ersten geben wir auf die Darstellung 
(9) p. 674 zuriick, wo man direct siebt**^)^ dass er einer ist unter den 
drei gleichberechtigten Moduln: 

Wir scbliessen sofort: Alle Modulsubstitutionen, welcbe dio drci 
Moduli! (1) in sieb transformieren, bilden cine ausgozoicbneto dc‘r 
Stufe G und eben deswegen des Gescblechtes jp «=» 1. An Stcllo von (1) 
kSnnen wir tlbrigens die beiden Moduln 

( 2 ) X, Vx(x'—i) 

als Galois’sches System diesor braaclien, dio dami durcli dio Re- 
lation vom Geschleohto 1: 

— 1)1* — (Aj* -f- (A) ■=■ 0 

verknUpft sind. In der That liissi sioh sofort jodcr d(*r Moduln (I) 
rational in X, yx(x— 1) daratollon, wic aucli utngoTcohrt X ruUoiml in 
den Moduln (1). Zufolgo (10) p. 074 ontliillt ttbrigons uusero r,, alio 
den Bodingnngen 

(i- .y^O, (mod. 2), afi + y3 . 0 , (mod. 3) 

genQgenden Siibstitutionon. Das sind mod. (5 geuommen gorado vior, 
wolche in dem p. 408 gogobeuen Sclioraa in der orston Vorticalroiho 
stehen. Morken wir uns also don Satz: Das Moduh^/ntm X, YXiX — lj 
Aefimert dne ausgeeeiclmcite Con{/rtmegruppc secfistcr Htufs r,B, die alle mil 

*) Vorgl. das Verhaltcn von 1^, vie os duroh i'orrael (3) p. 038 gogobon ist. 
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® (iO- G;?)' (iS- 

congruenten Substitutionen irnfasst 

Eine ganz ahnliche Eatwicklung kniipft sich an — 1. Wir 
liaben da zufolge (9) p. 674 und (6) p. 630 das Galois^sclie System 

(4) _ l/3A ywE 

aber dasselbe lasst sieh durcli 


(5) 


I, yr’-i 


ersetzen, fUr welcbe beiden Moduln alsdann die Relation 

[yi'‘— iT — [If + 1 = 0 

bostehi In der That sieht man zuvorderst leicht, dass sicli die 
Moduln (4) mit Hiilfe von | im ersten unter ilmen, d. i. in l/|^ — 
rational dai'stellen. Umgekehrt haben wir dnrcli Quotientenbildung 
aus (4) sofort die drei Moduln (| — 1)®, (§ — und dauiit 

- i{(i - If + 9^1 ~ pf + ^>(1 - 9^r] = i. 

Ziilblge (to) p. 674 bleiben die Moduln (5) bei alien die Oongruenzcii 
fi -I'r y ~z Op (mod. 3); py -j- yd 0 (mod. 2) 


befriedigenden Substitutionen ungetindert. Es sind dies^ mod. 6 go- 
nommen, die drei als O 3 zusammengefasston Operatiouen in dor ersten 
Horizontalroihe des Schemas p, 408. Also dor Satz: Die Icidcn (Jrossm I 


imd yi*-i defmieren eim msgeaeichnete Oongmen^gruppe sechakr Sltife 


die alle mit 


(G) 


G; 1 ). CU)' G; 3' 


cmigmmtm SubsHMioncn enthiilt. 

E’iiii(lamontal|)olygoue J'^g und fUr unsero Untorgruppeu sondorii 
wir itmorhalb der Fig. 84 p. 3G5 aufs leiclxteste ab. Dioselben liaben. 
in oinfaclister Weise die Gestalt regulilrer Secbsecke, wo wir daim 
jodesmal jo zwoi gogenaberliegondo Seiten eiuander zuzuwoisou baben*). 
Waiter rerweilon wir einen Augenblick bei don drei gloicli* 

bereebtigten Moduln aobtor Stufo j/l, Yl — i, Da der 

dritte rational in don beiden ersten ist, so baben wir bereits in 


*) Man wgloiohe die Arboit dos Herausgebers; Die Oon^mmsgru^pen 
ditr aeoMen SHfo, Math. Ann. Bd. 88 (1880), insbesondeie p. 108 und 118. 
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III, 5. TJber Modwlfunotionen, die sieh aus dea 


(7) f/A, t/l-X 

ein Galois^sches System ftir eine ausgezeiclinete der achten Stufe. 

Die zu dem einen unserer drei Modula gehorende ist in ( 6 ) p. 662 

definiert. Bilden wir dann nnd sammeln die gemein- 

samen Substitutionen von und so erhalten wir fiir die ausgezeich- 
nete insgesamt die beiden Typen: 

(8) • (J; J), (5; 5). 8). 

Da aber mod. 8 im gauzen 192 incongriiente Substitutionen existiercn, 
so haben wir den Satz: Z%m Modulsystem (7) gehort eine ausge^eichnete 
fgg der Stufe 8, die durch (8) direct definiert ist und deren Geschlecht 
sich dls p — 8 fmdet Die Grbssen (7) sind an einander gelieftet durch 
die Relation: 

die wir im Sinne unserer allgemeinen Tlicorie (p. 659 u. f.) als Oloi- 
chung einer ebenen Curve vierter Ordnung doiiten werdon. Da haben 
wir also direct die ftir uiiser Gebildo jj) = 3 oxisticronde Normal- 
curve der 9 ’*'). 

Ganz kurz erwahnen wir noch, dass die drei Moduln 

cin Galois’sches System ftir die Hauptcongruenzgruppe aclitcu’ Stufe 
abgeben, und dass das System 

( 10 ) fi-T, n-Q, 

in dcmselbeu Sinuo zur ueunten Stufe gehort. Eudlich gobou 

( 11 ) yi, 

ein voiles Modulsystem ftir eine ausgezoichnotc dor Stufe 1(5, die 
durch die Coiigriienzen 

•**) Man vorgloiche biorasu jtwoi Arboiton von lira. Dyck im nande dor 
Math. Ana. (1880). In der erston {Ober AufMIwng und l/tUmuehung wn (hux^Hi 
und Irrationaliidt regulWrer Fldcltcn^ 1. c. p. 473) wird das Polygon 

mitgoteili und die Zorlogung dor gcloiatot? in der zweitou Arboit {NcUn 

dber cine regular e liimann^Bche Fldche ^om Oe^ehkehU drei und die mgcMrige 
Normedemm vicHcr Ordnung, L 0 . p. 610) untorsuoht Itr, Dyck die im Texte 
gorado orwilhuto und ziebt iasbosondero cine itcibo ijivariatttoatlu}Oroti«ch<»r 
Folgorungen aus dem Umstando, dass dioao (4 oino Gmppo von Oa (Mthmtwnm 
ill sich zulUsst. 
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(J:?). QiD. (1; 


definiert ist. Man eutnimmt alle diese Angaben obne besondere 
Miibe aus den bezuglicben EntwicMungen des § 3*). 


§ 8. Aufstellung einiger Congruenzgruppen seclister Stufe"^**). 


Nactdem wir bereits im Voraufgehendeii mehrfacbi die sechste 
Stufe gestreift baben, schreiten wir jetzt zu einer mehr systematisclien 
Betrachtung derselben nnd wollen zu dem Ende vorab einige wichtige 
Congruenzgruppen sechster Stufe namhaft machen. Wir gelien zu- 
vbrderst auf die beiden soeben sclion betracbteten fis und zuruck, 
die, modulo 6 roduciert, zwei Gruppen vierter bez. dritter Ordnung 
liefern, welcbo wir kurz und nennen wollen. Dieselben um- 
fassen bez. die Substitutioticn: 


(0 


- Co.y G:D. G:S- G:D 

.. a :?). G ;!). 


, (mod. 6). 


Deuuiilclist zitdicn wir dio Substitution S licran und legoii ziir 
Uxitorsucliung dcrscdbcn das in Kig. H4, p. ;K5r> gcgebonc Polygon 
der Tts Imran. 6' bodoutot oiue Drehung von urn den Mittelpunkt 

dos Boclisccka durcli don Winlcol -j. Man wollo sich da erinnem, wio 

sick die aixf dom Itando des Secbsecks golegcnen Dreieoksedcen zu 
l»unkton o zusammonlogon (p. .366) und wird dann leioht bomerkon, 
dass bei Austtbuiig von S uutor den zwolf Pnnkten c der geschlossonen 
Fi^ nur dor cine dor Btolle o = ioo entspreckonde Punkt c fest bleibt. 
Da *S’ modulo 0 dio Periode 0 hat, so Iblgt sofort: Fie am S 0u cr- 
emcje/mle djdmJte Oc isl etna mtcr molf gloicUorechUgt&x Untergruppm 
der 

III dioHor aus 8 entspriugonden Gruppo 0 ^ biUlcn die drci Opo- 

*) Fttr (Ho iu dioBcm I’aragraiihcn znr Betrachtung goTcommeuon Stufon 
hmUit man oino Iloiho von ItoHOlvonton in Hrn. Giorntor’s’ Avboit: JCfoHg 'Sber 
ModuUrglmtJt.ungm ltd msammngmtslem Tramformatiorngrad, Math. Aunalon 
lid. 14 (1878). 

«*) par dio don Abaohluifa dos gogonwartigon Kapitola bildcnden Paragi-aphoa 
vorgloioho man di« Arboit doa Horanagobora! Die CongrueMgmppen sec/mter 
Htupe, Malh. Ann. Bd. 20 (IfiHO), aowio nainentlich dio dort boigogobono i’iguten- 
lafol. tJbrigena wutdo dio hier zut Daratellung kommondo Bohandlung dor 
aooliston Stufo orat neuordinga vom Hcrauagobor duroligofahrt. 
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III, 5. liber Modulfunctionen, die sich aus den 


rationen 1; 8\ 8^ eine cyclische bei der ausser dem Mittelpunkte 
der Fig. 84 noch die beiden weiteren Punkte c in sicb iibergelien, die 
sieb aus den sechs Ecken des Secbsecks zusammensetzen. Tndem also 

wie wir kurz sagen, urn drei unter den zwolf Punkten c drelit, 

wird Gq eine unter vier gleicliberechtigten Untergruppen der G ^2 
Ihnen entsprechend Jiaben wir vier gleichberechtigte Congruemgrnppen 
deren einselne demgemdss in einer relativ ausge^eiclmet isL Die einzelne 
dieser reduciert sicb aber, bezOglicb ihrer r., genominen^ auf cine 

endlicLe Gq, deren Typus wir sogleicb feststellen wollen. 

Zu solcbem Ende scbneiden wir uns aus Fig. 84 ein Polygon 
fiir unsere r 24 aus, indem wir vom Mittelpunkt der Figur nacb den 
beiden Ecken Cq und zwei geradlinig verlaufende Scbnitte fiihren. 
Der damit entspringende rautenformige Dreieckscomplex ist dann da- 


diircb zum Polygon auszugestaltcn, dass wir einersoits die beiden 
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eben entspringenden Sclinittrau- 
der, fiirs zweite abcr die beiden 
in Fig. 84 durcb 1. und 6 be- 
zeicbneten Seclisecksoiteu cin- 
ander zuordaon. Wir sebon ho- 
fort: isi vom Gcschlcc/Uo p 0 

und also G^^ entweda^^ cgcUsch odor 
diedrisch, Indem wir abor 
auf Grund der Kantenztiordnung 
zur vollstandig bedcokten Ebeiio 
ausoinander biegen , cntHpringt 
Fig. 101. Da liolbrt die in Fig. 84 
imser vom Mittelpunkt iiach 
durcbziobcnde Sy nnuotriolinie das 
mittlcre Stiick der Fig. 101 ver- 
tical teilonden Synnuckrielinio. 
Die Fortsetzungon dor l(3tzioren 
Linie nacb oben und unton wor- 
den alsdann durcb diejonigon 


beiden Paaro von Randcurven gobildet, die wir im Polygon soebou 


oinander zuordneten. Mit diesen Angaben wird es loicbl; goUngen, in 
die gegensoitigo Beziehung unsoror beiden Figuron klaron Einbliok zu 
gowinnen. Hior seben wir nun in Fig. 101 die vier Symmctrickroiso 


dor Diederteilung (Fig. 12, p. 70) direct vor Augen: J)k mr im 
ohigm 8inne gehorcndo Gq ist also eine Diedergruppe^ ein Unintand, den 
wir baldigst functionontheorotiscb zu vorwerton habon. 


Morken wir uns sogleicb nocb, dass wir als Roprllsontantensyatem 
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der zur gehorenden die viei" unter (1) gegebenen Operationen 
der ansehen konnen ’**’). Wenn wir also durcb fgd, 

unsere vier gleichberechtigten Untergruppen bezeichnen, entsjpringen 
sie alle mis der ersten xmter ihnen durcli die vier Operationen der ^ 4 . 

Indeni wir auf die anfanglicli aus S liergestellte zurtickgehen, 
verfolgen wir nun in ahnlicher Weise deren aus 1, bestebende 
Untergruppo G.^, Bei Ausiibung von bleiben aber ausser deni 
Mittelpunkte in Fig. 84 noch die weitereii drei Punkte c an Ort und 
Stelle^ welche aus den Mittelpnnkten der Secbseckseiten kervorgehen. 
ludem wir also insgesamt vier Fixpunkte baben, entspringen drei 
gleiolibereclhtigte G^ nnd demnacli elensoviele gleicliberecMigte Gongruem- 
gruppen fge. Die einzelne fge ist bei dieser Sacblage innerbalb einer 
fg ausgezeicbnet, welch’ letztere sich beztiglicb der auf eine endlicbe 
reduciert. Es liegt uns wieder die Aufgabe ob, die Striictur der- 
selben in Erfahrung zu bringen. 

Indem wir Fig. 84 liings der horizontal durcb ihre^ Mitte zieben- 
dcn Syuimetrielinie zerschneiden, kbnnen wir etwa aus der unteren 
llfllfte durcb geeignete Zusammenordnung der Randlinien ein Polygon 
fUr unsere berstellen. Wir miissen da^ wie man durcb leichte 
Betracbtung lindet, die recbto Ilillfte dos eben gefUhrten Sclmittes der 
linken zuordrieii; sodann bei den Secbseckseiten 1 und 6 jeweils gleich- 
falls die oino Halfto der einzelnen Soite der anderen; endlicb aber 
bloibou noclr die beiden vorticaleu nacb roclits und links unser Polygon 
begrenzenden Goraden einander zuzuordnen. Wir folgern vor alien 
Dingon wiedor: Unsere gehort mm Geschhehte p^O^ und also ist 
6^2 oine in d&r Theorie der reguldren Korper auftretende Gruppe, 

Die Zusammenlegung dos Polygons zur gesoblossenen Flacbo 
gostaltct sicb bier in besonders iibersichtlicUor Weise, Indem wir dxo- 
jenigon Punkto 0 dor Pig. 84, bei donen die Nummern 1 , 2 , 5, 6 
geschriobon siiid, kurz als Punkte 1, 2 , 5, C benennen, den Mittel- 
l)unkt dor Fig. 84 aber kurz als Punkt 0 bezoiclmen, fixiere man die 
I’tlnf goraden Vorbiiidungslinion der folgenden, jedosmal in oino Klammer 
nebon einander gestollton Punkte: ( 0 , 1 ), ( 0 , (5), (5, 0 ), (C, 1); (1, 2 ), 
LikigB dieser Linieu denko man das l*olygon I'gg cingeknickt, woboi 
os imn gelingt, obno woitere Pormandoruugen aus oiu gewbbn- 
lichos rogulilres Tetraedor horzustollen. Indem wir dasselbe aus seinem 
Mittolpunkt auf cine concentrisobe Kugeloberflacbe projicieren, diose 
dann aber steroographiseb in geeigneter Weiso auf eine Ebene bo- 

*) Man sfioigi ntoliob sofort, daas rjj 4 antor don Operationen dor nur 

dutch die ot$to in sich transformiort wird. 
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ziehen, entspringfc Pig. 102. In derselben sehen wir sofort die Sjm- 
metriekreise der Tetraederteilung yor Augen, und also ist unsere 
eine Tetraedergrujppe. 

Wir haben solcbergestalt zwei interessante Beispiele fiir unsere 
allgemeinen Erorterungen fiber relativ ausgezeichnete Untergruppen 



JPiff. 102. 


vom Gescblechte == 0 erlialten, die wir luai sogloick nouli fur die 
functionontheoretisdie Boliandlung der secksten Htufc Hpecilicit^rcui. 
Merken wir uns vorab nock, doss die mil r»« glcklibGi'cchtiykin Unhr- 
gmippen cm iJir durch Trans fortmlion vcrmwjo der unlcr (1) tjvgehcnm 
Operationen der ausgeeeiclmcien g^ enfspringm, 

§ 0. Die Cougrueuzmoduln seohster Stxife j/(g)) uud x{co), 

Dio Untorgnippen dos vorigen Paragraplioii waroji. voui (jlc- 
sclilochto Null; es goliQrt also zu dor oiazolneu unter ihiion, z. B. zu 
der soeboii bosondors botracliiofcou eiii Hauptuiodul, don wir 
wegen seiner durch Pig. 101 begrtindoton Vorwandfcscluifl: init dor 
Diedorirrationalitat X durch l(m) bezoichnen. Ptlr dio Pizierung von 
1(a)) halton wir an don Vorschrifton dor Fig. 12, p. 70 fost, woboi wir 
dann noeh zu bostimtnen haben, dnsH dor obore 'I’oil der vorticalon 
Byrnmetriolinio der Pig. 101 dio positive reolle i-Axe sein Holl. (Jehon 
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wir auf dieser Symmetrielinie ron oben nach unten^ so durchscbneidet 
sie die ubrigen Sjmmetriekreise der Fig. 101 der Eeihe nach in den 

Punkten Z = oo, 2, 1, y? ^7 — Indem wir diese Punkte riick- 

warts im Polygon verfolgen nnd von da ab in die o-Halbebene 

2 

zuruckverlegen;^ finden sich als zugehorige Werte von co bez. + y , 
+ 1, iooy Oy + “^5 i 4“' 

Unter den 24 mit Z gleichbereclitigten Moduln sind secbs lineare 
Punctionen von Z, deren Gestalt man auf p. 15 unten angegeben findet. 
Diese seeks Substitiitionen des Z bilden eine Diedergruppe O^y und es 
wird insbesondere den drei unter ( 1 ) p. 679 gegebenen Operationen 
der aiisgezeichneten die in dieser Diedergruppe enthaltene aus- 
gezeichnete entsprechen. Thatsachlich wird ja, wie man noch 
nachtraglich bestatigen wolle, unsere r,* durcli die Operationen der 
in sich transformiert, und wir finden leicht: 

/.N + Z((o) — 1 7/2«» + s\__ 1 

+ Z((o) ^ Hao + 5/ ~ 1 — Z(co)‘ 

Androrsoits haben wir fiir die Operation 8: 

(2) K» + J) - 

Pur einige nocli durchzufiihrende Rechnungen setzen wir jetzt an 
Stcllo von l(co>) zwockmlissig 

(3) 

alu Uauptmodul dor an. Aus den fflr I gemachten Angaben findet 
sicU daun fdr y(_a) ohne weitores die Werteverteilung: 

= 00 , y{0) =. ii, y(,4: y) = 0, 

(4) 

y(.±i)‘ 3, 2/(±|) = l, J/(±|) 1. 

Dio eocliH lineareu Substitutionen des y abor werden: 

y ' :h y> y' “ ± y' “ i ’ 

insbesondere baben wir den Formeln (1) nnd (2) entsprochend: 


'\8w4-10/ 


y(a>) — 8 

VT®) + 1 ’ 
y(® + 1) 


\3c® 5/ 

■ — yC®). 


p(eD) ~ i' ' 


Den Ilauptmodul der yorhin besonders betraohteten fja benenneu 
■wir ■wegen seiner Verwandtsobaffc zur TetraederirrationalitSt | duroh 
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x(co) und halten an der ublichen Werteverteilung fest, nacli welcher 
die vier Tetraederecken die Werte a;==oo^ 1, Qj bekommen. In- 
dem wir wieder die Sclinittpunkte der Syinmetriekreise von Fig. 102 
rtickwarts in die co-Halbebene verlegen, findet sicb als Werteverteilung 
fur x(g)) die folgende: 

x(ioo)^oo^ 

( 6 ) 

^.(i)=0, x(p)^ — 2, ^(-l)=-2p, ^(t) = -2p^ 

Die zwolf Substitutionen des x sind nacli p. 615 durcli: 


x' = Q^X, 


X 




£C — 


gegeben, imd es liefert uns insbesondere die in (1) p. 679 gosehriobenc 
die ausgczeichnete Vierergruppe innerbalb der Tetracdergruppo: 

■ / 0 ) + 2 \ _ 9 aijco) + \ = 

^ \5i!a) -|- 5/ £t’(o)) — Q ^ \.4 <t) 17/ *t’(cx>) — (i** ^ 

C^) ( 2(0 +_2\ «(«)) + a 

® \i(0 + 3/ “°a!H — i ’ 

■wiihrend wir auderersoits fiir 8 leicht berochnea: 


(8) «(c3 + 1) =“ 9* • ®(<») • 

Auf dor gescblossonen Fliicho J?’,a ist y oino dreiwortige, oe abor 
cine ssweiwertige Fuaction; beide Punctiouon zusaminengenommeu wor- 
den soaach geatigca, don eiuzelnen Punkt der Flaclio zu dolinioroa: 
Die heiden Moduln *(©) , yip') iilden ein CraloidecJics Byntom jur die 
Sauptcongntmsgrv^p sechsler Stufc r., 2 ' zwischea ihacii b<!- 

stehende Relation in Erfalirung zu bringca, beincrko man, (lass if 
und cc^ zwei auf dem Gesamtpolygoa socbswertige Functiouon shid, 
dio zufolgo (5) und (8) bci AusCibung der Substitirtion 8 unveriiadijrt 
bleiben. Sio sind deninacb ejMwortige Functionen aul doui Polygon T ja 
dor aus S ontspringendon <3\j dos Gosclilcchtos p ==» 0, und also wird 
z. B. oino linearo Function TCjn soin*). Hotzou wir sogleicli 
liinzu, dass diese linearo Function oino ganzo i’unctioa ist, da f und as® 
boi 0 = too zugloicb unondlicb wcrdon. Man soliroibo doinuacb vor- 
lliufig: 


und substituiero zur Bestimmung von a und h ftlr a in dioso (lloi- 


•) Dio WuMol T dor voa Hrn. Oiorotot 1, o. (Math. Aim. Dd. 14) p. C-ll 
untor No. 2 boroohnoton llosolvonto zwOlfton OraiUm ist: 
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cliung nach. einander die beiden Werte 0, Indem wir fiir x und y 

die beziiglichen unter (4) und (6) gegebenen Werte eintragen^ kommen 
zwei lineare Gleicbungen fur a und 6, aus denen wir a = — 1) = — 1 
berecbnen. Die ^wischen x und y hestehende Delation ist also: 

(9) x^ + f==l. 


Als mit y gleicbberecbtigte Moduln haben wir nach den Mit- 
teilungen des vorigen Paragrapben die folgenden: 


Vi (®) = y 



2/2 («) = 2 / . 2/3 (®) 



Dieselben werden im Modulsystem der x^y rationale Punctionen sein, 
und wir nebmen uns vor, die Gestalt dieser Fanctionen y^ = D, (Xj y) 
in Erfabrung zu bringen. Da unabbangig von co stets 2/^ = 1 — 
ist, so folgt aus Formel (7) fiir y^ zunachst 

d, 2 _ i _ ( 9^ + ^qY — — 

\ X - Q J ~ (a? — 


Hier muss es nun nioglicb sein, die recbte Seite mit Hiilfe von y 
dorart umzugestalton, dass das Quadrat einer rationalen Function von 
X und y dastoht. Thatsacblicb folgt durcb Erweiterung mit (x — (>) 
nacb elomcntaror Zwischenrecbnung: 




<) (1 — x^) 


( 3?/ 12 

1)^1 * 


Heim Auszieben der Quadratwurzel setzen wir bebufs Bestimmung des 
Vorzei chons etwa don Specialwert <u =« — 1 ein und finden: 

?A “ 

Indem wir aucb noch dio beiden andern Pormeln (7) verwerten, findet 
sich insgesamt fur die Moduln yi, y^f y^ die Darstellung: 


( 10 ) 


2A 


__7: ® 3 /... 
~ i'p ’ 


2/2 


Sj/ 


( 9 *— 1 )*' 

Wiedorum in vbllig analoger Weise erledigt sicb x. Da haben 
wir fiir die drei gleiohberocbtigten als Hauptmoduln neben x: 

doron Ausdrllcke in x,y wir von den Formeln (5) aus leicht berechnen. 
In der That ist z. B. 

‘ ^ V + i/ (3/+'i)* 

Hier folgt duroh Erweiterung mit (y + 1) • 


Sy 

- ly 
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3 _ 1) _ 

" ““ (y + ^r “ v + i/ ’ 

wo wir nuD beim Ausziehen der dritten Wurzel die Tortretende Eiii- 
heitswurzel durch den Specialwerfc o = — 4 bestimmen. Wir finden 
auf solche Weise fur die Moduln x^y die Darstellungen in x,y: 


(11) 


*1 


— 2a; 




2x 


2/+1’ -2- 2/~l 

Wir werden diese Formeln sogleicb zu einer weiteren Anwendung 
benutzen. 


§ 10. Die 72 Transformationen der CSj in sich. Geometrisehe Satze. 

Vermoge des Modulsystems 57,2/liaben wir im vorigen Paragraphcn 
das Polygon ■^72 eindeutig auf die durch 
(1) 2/^ = — a;® + 1 

dargestellte ebene Curre dritter Ordnung bezogen. Iiidom wir Glei- 
chung (1) mit der allgemeinen Gleichung (1) p. 539 vergleicben^ sclien 
wir, dass fiir iinser algobraisches Gebilde des Gescblechtos 1 die 
rationale Invariante verschwindet. Wir haben es also bier mit doiu 
agiiianliarmonischen Palle eines ellii)tischen Gcbildcs zu thun (cf. p. 1«3 
oben). Dor entsprcchend wird unsere (7,j cine (fruppe von 7U ciU’- 
deutigen Transformationen in sieh zulassen, als deren Erzeugcude wir 

w r- r' — 3 

bereclinen **'•). 

Hicr tritt nun die Frago ein, wie vielc untor diestui 72 Traimlbrma- 
tionen iu einfaclister Weise Oolliucationen sind, und wir teiloii in 
diesem Betraclit vorerst den Hatz mit, dass cine ellij)tlscbo (\ iin 
iiquianharmonisclicti l^alle insgesamt 54 Oollinoationon in sicli go- 
stattet Im allgemeinen Fallo haben wir deren freilieU nur 18; bier 
aber tritt zu der sogemoiuton als nouo Oollineation noch die 
Operation x' =» ^x der Poriode drei, woraus die G54 emtspringt. 

Bilden wir uns sogleicb , die transcendento Darstellung tliesor 
Collineationsgruppen vormogc des zu txnserem elliptiscben Gebilde go- 
Ixorenden Integrals erstor Gattung u, Sebon wiederholt bemerkten 
wir, dass dieses Integral nichts andores als die .v-Function ist, in 

*) Dio boidon let^itoroa Formoln stollfe man sofort (hir<Jb (Jembinatton von 

( S 2\ /2 S\ 

y nnd yy untor nnolihenger Anwoudung von/V**borj db Wirbnng lotzfcoror 
Substitiitionen abor auf x und y ist im vorigon Faragraphen a«geg(dKm, 
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deren Ebene Fig. 84, p. 365 wir unser Polygon einlagerten. Dieses 
Sechseck mussen wir sonacli dureh erlaubte Abanderung in das beziig- 
liclie Periodenparallelogramm umwandeln konnen, was man in der That 
aufs leichteste ausfuhren wird. Insbesondere kann man solches in der 
Weise thnn, dass den Erzeugenden S und T die Substitution en: 

(3) 8: u'^— Q^u, Ti u' « + 

von u entsprechen, unter Perioden unseres elliptischen Ge- 

bildes verstanden. Unter Gebrauch der damit in Vorbereitung ge- 
brachten Bezeichnungs weise stellt sich die im allgemeinen Palle fiir 
eine' ebene elliptische existierende Collineationsgruppe transcendent 
in der Form: 

(4) u = 4^ H g — ' 

dar, womit im aquianharmonischen Falle noch u' — Qti zu combi- 
nieren ist*). 

Indem wir zu unserer speciollen Cj und zu ihrer zuriickkehren, 
wird die letztore Gruppe mit der jetzt wiederholt genannten Collinea- 
tionsgruppo hochstens eine Untergruppe gemein haben. In 

dor That abor findot man der Oxjoration ^ der Periode drei ent- 

sprechend: 

(5) rr' : y' : 1 = — 2a? : (?/ — 3) : + 1) ^ 

woraus denn durch Oomhination mit der unter (2) fur 8 angegebenon 
CoUineation wirUich cine in der cnthaliene G^^ von OoUineationen 
der a, in sich onisprinfft Nebonlior ftlhren wir nocli an, dass diese 
koines wegs dio aucli iiu allgomoinen Falle filr eine existierende 
Collineationsgruppe ist, dass unsere vielmehr mit dieser letzt- 
geinointen (;lruppo nur cine diodrische Gg gemeinsam hat. 

Wir bringon liter ondlich noch eine interessante Anwendung dor- 
jonigen Sateo, wolcho diq Theorio der elliptischen Functionen fQr dio 
Jtotrachtung dor ebonen Ourvon dritter Ordnung goliofort hat; es han- 
dolt sich dabei in erstor Linie um Taugentenconstructionen an der 
ohne dass wir indosson bci der elemontaren Abloitung unserer 
mitsiutoilonden Satzo ausftthrlioh verweilen. Wir wollen die Lagerungs- 

•) Man vergL hior ilberall dio Abhandlung von Klein, tJ'ber die ettiptischm 
JfformedeuTven der OrdMtng w- *■ w., Abb. der Math.-phyB. OlaBse der Kgl. 
Sllohs. floseUeoh. der 'WiBsonsoliaften, lid. 18, inabosondero p. 867; wir kommen 
auf dioao Theorio splltor noch ssnrCiok. 

•*) Vergl. dio von Lindemann bearboiteten Vorlosnngea von Olebeoh fiber 
aoomotrio (Leipzig, 1876) p. COS u. f. 
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verhaltnisse derjenigen Punkte unserer Cq cliarakterisiereii; welche den 
Ecken a, b, c der Dreiecke des Polygons -F 72 entsprechen nnd stellen 
in diesem Betrackt vorab den Satz aiif, der nnmittelbar ans der Ge- 
stalt des Polygons folgt: J, als rationale Function auf der gedeutet, 
nimmt den einzelnen complexen Wert in 72, ini allgemeinen getrennt 
liegenden Punkten an; nur fur J = 1 fallen diese Fimhte m Faaren 
in die 36 Funkte a ^usammen, fur J = 0 m dreien in die 24, Funlde h, 
fur J =Qo m je seeks in die mblf Fimkte c. Um mit diesen letzteren 
zwolf Punkten c zu beginnen, so besitzen, wie man leicht findet, drei 

unter ibnen die Argumente w = 0, — - • Nacli be- 

kannten Satzen haben wir also in ihnen Wendej^mMc der C, (1), und 
zwar sind dies die drei reellen Wendepunkte derselben, fiir welcho 
die Wendetangenten durch die beiden Linien 2/ i ^ ~ ® 
endlich feme Gerade der geliefert werden. 

Von einem Wendepunkte aus kann man noeb drei von der 
Wendetangente verschiedene Tangenten an ‘die C 3 legen. Pttbren wir 
das von unseren drei reellen Wendepunkton aus, so entspringen noun 
fernere Punkte in den Beriibrangspunkten diesor Tangenten; e$ sind 
damit die neun nock fehlmiden Funkte c auf unserer Glj marhiert. 

Von jedem der eben gewonnenen noun Punkto lassen sicb vier 
Tangenten an die 0^ legen, die Tangonte in dem betreffendon Punkto 
selbst nicht initgezahlt. In den 30 ddbei entspringenden Feriihrungs- 
punkten besiUm wir die 36 Funkte a der Gj. 

Endlich besitzen wir in den seebs imaginaren Wendepunktcii 6 
unter don 24 Punkten b der G,. Fie Feruknmgspunhtc der H • 0 von 
ihnen aus nock moglichcn Tangenim lie fern den Jiesl dor Funkle K 

§ 11. Die Moduln jj/'A (Z — J), — 1. Dio ausgosaoiobnoto 

Der Vollstandigkeit balbor fOgen wir bier nocb oinigo ktirzo Knt- 
wicklungon an, wclcbo orstlich die Darstollung dor Moduln Hochstor 
stufo f/ArA-i), i/r '— 1 iin Tolloa Modulsystcm os, y besswookou, 
fiirs zweitc aber eine bislang nocli nicht explicito genanuto auHgozeioh- 
neto Oongruonzgrnppe vom Index C berlioksichtigon sollon. 

Wir kntipfen an den Umstand, dass die zum Modal *(«) ge- 
horendo tJntergruppo dor IlauptcoiigruonKgruppo r,s, drittor Btnfe 
ist, woraus wir umgekehrt ontnolimen, dass | eino Tationalo Function 
dritten Grades von x ist: Abor boi «»■»*. *cx) wordeu | 

und X in gleichem Grade unendlich, so dass offenbnr die im Kaiiler 
von li stohendo ganzo Function von x auf den dritten, die im Nonnor 
steheude aber bis auf den zwoiten Grad steigen wird. Bonaoh ist auch 
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noch ~ Yom dritten Grade in nnd da dieser Quotient sicli ^gegeu- 

liber der Substitution 8 inyariant verhalt, so muss er linear in sein. 
So haben wir den Ansatz 

j. asR^ + b 

^ ~ 


Hier tragen wir die Specialwerte co =* 0 ^ Y finden anf solche 

Weise zwei Gleicliungen fur a und 6 , die zur Bestimmung dieser 
Coefficienten ausreichen. Eine ganz ahnlicke Behandliing gestattet A, 
und wir finden solcherart fiir vt und 


-- 4 
3 


Von Her aus schliessen wir nun in folgender Weise weiter: Der 
Modnlf^A(A — 1 ) bleibt bei der zu x geborenden invariant^ — 1 
desgleiehen bei der zu y gehorenden ^24.* Indem wir also aus ( 1 ) deii 
rationalen Ausdruck fur — 1 ) berechnen und an Stelle von y den 
Modul X einfiihren, muss die dritte Potenz einer rationalen Function 
von X ’fentspringen. In gleicber Weise wird sich fiir — 1) das 
Quadrat einer rationalen Function von y zeigen. Die Rechnuug bc- 
stiitigt das wirklich, indem sie namlich auf die nachfolgendeu Dar- 
stellungen dor beiden in Rede stebonden Functionen fiilirt: 


( 2 ) 


23 (1 — a;“) 


- 1 


(y » - 9) y 
3^ (y*- 1) 


Die nocb zu besprecbendo F^ gewinncn wir sebr leicht von }/A 
aus. Wir salien scbon frdber, dass diese Modulform (—2)*°*^ Dimension 
zu einer ausgezeicbneten homogenen Dntergruppe sechster Stufo voiu 


Index 6 gebbrt. Aber"infolge der geradon Dimension von |/A in Wg 
wird in dieser Untergruppo sicber aucb die Operation entbalten 
sein, so dass ihr heim Fortgang m dm nichihhomogenm Snhstiiutionm 
erne ausgemiclmote nioht-Jiomogene F^, dor secfisten Stufe entspricht Dieses 
ist die GruppC; welcho wir bier noob erwabnen mussten. Auf Grund von 
(14) und (17) p. 627 warden ibre Substitutionen durcb die Oongruenzen 
cefi ^ y & 0 p (mod. 3), (mod. 2 ) cbaraktoii- 

siort soin, die sich tlbrigens mod. 6 gonommen in die eine zusammon- 
zieben lasson: 


(3) cefi + Q^y + ydrn-O, (mod. 6). 


Nebonher bemerken wir, dass sicb die Fg , modulo 6 genommon, auf cine 
ausgozeiclinota reduciert^ wolebe den in der Note p. 47G erwabnten 
Typus zoigt. Die zu Anfang in §' 8 , p. 679 aufgestollten ^4 und g^ 
sind (Jntergruppon der liier in Rode stehondou 

Kloin-T^rlolto, Modulfunotlouou, 44 
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III, 6. tJber Modnlfunctionen, die sich aus den 


Ein Galois^sches Modulsystem fQr unsere fg versehaffen wir uns 
aufs leicliteste. Mit}/A werden zur fg offenbar aucb die beiden Grossen: 

(4) 

gehoren, deren erste auf dem Polygon Fq der fg dreiwertig, dercn 
andere zweiwertig ist. Zmammmgmommen hilden sic also gerade das 
gesitchte Modulsystem und erscheinen an einander gehunden durch die lie- 
lation des Oesclilechtes p — 1: 

(5) 


Von bier aus gewinnen wir eine sehr elegante Darstellinig fiir das 
Integral erster Gattung seclister Stufe. Wir schreiben dasselbc untcr 
Aufnahmo eines numerischen Factors % im Anschluss an (5) : 


/ ' dVj' d dJ 

VT=-x—iJ jiyrz-} 


Ntin aber entspriugt dureli Ausziehen der G*”" Wurzol aus <lor driiitnn 
Relation (5) p. 118 nacli Icichtcr Umgostaltung: 

Va (ojtcZoa — ' jTyf Si' j ' 

Sotzon wir also % = — 3ri]/3, so gdangen wir im u mr DarMlung 


(C) 


= /’i/A ‘ OadcOsj), 


womit sich uingokebrt als oindeutige Mbdulforin soclislor Htul’o 
direct in dor Gestalt: 


( 7 ) 




du 


CD I d Ojj — m^d CD I 


darstellt. Auf Formol (6) worden wir noch golegontlich znrllckkoimnou 
miissen. 

Dass wir ttbrigons ftlr die ausgozeiclmcton Untergruppon 
als ziigebotigo Tntegralo erster Gattuug bis auf nuiuerisclus Fac- 
toren gerade wieder die in (6) gogobene Function u gowinnou (was 
wir schon gelegentlicb bemerktou), lanst sich nun hinterhor letch i. 
auch direct bestatigen. Erstlich niunlich komiut untcr (Jobraiudi der 
Formoln (5) p. 15 und (1) p. 104 verxuogo einor elementaren Zwinchen- 
rechmnig die Identitat: 


r<iY7r ^ — 2 fU 

J |/-/— I |/I08y 



WO wir nun rcchts thatBilcblicb die zur b«z< gfiliikeudt'u Into- 
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grale haben. Endlicb stellt man unter Gebranch der Formeln (1) 
und (2) von bier ans mubelos die Gleicbung her: 

wo nun recliter Hand wirklicb das zur Tys geborende Integral erster 
Gattung stebt. 

Zum Scliluss moge nocb bemerkt sein, dass die bier gegebene 
Bebandlung der Hauptcongruenzgruppe secbster Stufe anch fiir die 
iibrigen in der Modulgruppe entbaltenen ausgezeicbneten Untergruppen 
des Gescblechts ^ = 1 Anwendung gestatten. Inzwiscben wiirde ea 
zu weit fiibren, wenn wir auf dieselben bier nocb ausfuhrlich eingeben 
wollton^*). 


*) Man vergl. in diesem Bctracht die Arbeit des Hcrausgebers ! IJher 
die auBcjeseiclineten JTntcrgThLpjpen vom Gesclilechie == 1 , wclcJie in der Gruppe 
der lincaren oi’Suhsiitutionen enlJialten sind. Math. Ann. Bd. 30 (1887). 



Sechstes Kapitel. 

Die Modulsysteme und Ay der sielbenten Stufe***)* 

Um unseren p. 609 aufgestellten Plan dor Untersneliung vollig 
zu ersctopfen, bleibt uus jetzt nocli iibrig, die zur I-Ianptcongruenz- 
gruppe siebenter Stufe f^^jg gehorenden Modulfunctionen ausfulirlicli zu 
betrachten. Diese f^gg ist voni Gesclilecbte jp — 3, und zwar gebbrt 
sie, wie wir wissen, ziim allgemeinen (nicbt hyperelliptischen) Palle, 
so dass wir von drei linear-unabliangigen Punctionen tp aus cin zur 
^ic8 gehbrendes voiles Modulsystem gewiiinon. Wir werdcii dieso 
Functionen tp soglcich in zweckmassigcr Wciso zu drei Modulfonnen 
siebenter Stufe ausgestallcn und gewinucn in ihncn ein GrSssea- 
systom, dessen nabcre Untersuchung zu den intoressantesten Ent- 
wicklungen gebbrt, denen wir bier iiberbaux)t bcgognen. Von diosen 
Modulformen 0^ aus definioron wir alsdann cin nouos System von 
Moduln siebenter Stufe Ay, dessen ntlbore Befcracbtung das gogonwartig(^ 
Kapitel abscblieast, Wie sicb das Galois'scbc Problem 168*^'^ Grades 
auf Grund dieser verschiedeneu Modulformen darstellt, und wolcboGcHlalt 
die niederen Resol venten dieses Problems besitzen, wird (iegenstand 
der Untersucbung fiir das niichsto Kapitel sein. 

§ 1 . Einfubrung der Modulformon xind dor Curve 64* 

Sind ia, //i drei zur gehbrondo liucar-unabbringigcj Tnt(»grale 
erstor Gattung"*’*^), so wollen wir die Diilbrcntiale dorselbon diircb 
das gcgenUber alien hoinogonexi ModulHubstitutionon invuriuute Dillb- 
rontial (coidco^ — “ — (u/rfo dividieron, um unn auf diesem 

Wogo die drei Modulformen mbcnkr Stufe («- a-****^) Dmension: 

**’) Tnhaltlicb ist dieses und das folgonde Kjipitcl zntueiHt oine Iteproduciiou 
dor oft genannton AbbaMdlung von Klein: (Um' Tram formation mbenter (hHinurtg 
der cUiptiscJien T'uneliomn, Math. Ann. Bd. 14, (1B78), Dio (ibor die Curve Htichster 
Ordnung dor Ay gogebonon Kntwicklungon warden von Hn». Klein in der Arbeit 
,f(hcr Aufldmnfj gmmer Olcichuftgen vom 7*^’" und (irade% Math. Ann. B<1 1ft 
(1879) hiimigoffigt. Dio formentheoretiHche Durchbildurig ist (Iborall (n*«t voin 
licrausgebor gomacht worden. 

ist zvvcckmassig, als unteve Indices dor J die 8 qnadmiiHelum Rowte 
von 7 Ku gebrauchon. 
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0 ) 




CJ C3 ) = 

oa^dco^ — 


zu verscliaffen. Statt derselben bonnten wir natiirlicli auch jedes linear- 
unabhangige System dreier linearer homogener Verbindungen der 8^ 
zu Grunde legen, und es- wird bald unsere Aufgabe sein, aus der 
Gesamtbeit dieser Systeme ein besonderes auszuw'ahlen. 

Eine ganze Reihe von Satzen betreJBFs unserer Forinen (1) gelien 
aus den bezugliclien allgemeinen Erorterungen des dritten Kapitels 
(p. 604 u. £) oline weiteres bervor. Yor allem werden wir sagen: 
Der Quotient 

/ON + ^8^2 + <^4^4 


irgcnd mcier linearen Yerhindimgen unserer Moduln ist, zvofern er niclit 
iiherhaupt constant ist^ enttveder eine vierwertige Oder eine dr eiwertige Function 
aiif der Fldche letzteres in dem Falle, dass unter den vier be- 

weglicben Nullpunkten des Zalilers von (2) ein einzelner mit einena 
dor vier bewegliclien Nullpunkte des Nennors coincidicrt. Wir werden 
uns aber bier sogleich auf einon nocb allgemeineren Standpunkt stellen 
und nacli den Null- und Unstetigkeitspunkten der Formen Za im 
Polygon F^q^ fragcn^). Wir schreiben zu dem Ende Formel (1) in 
die Gestalt um 

^ 

(o^'^dco ^ 


woraus unter 
Darstollung: 

( 3 ) 


Bonutzung 


von (3) p. 118 fur unsere Formen i3a die 




dJ 


TtiA 


ontspringt. Nun wird auf der F^^qq in einem Punkte a dor erste Factor 
roebtor Hand einfacb uncndlich, aber in domselben Grade versebwindet 
dortnclbst g^ boi endlicbon und A (c£ p. 128); so dass selbs't 
ondlich blcibi In gloichor Weise zeigt sich; dass aucb in den Punkten h 
die Formen 0^ endlicb und von Null verschieden sind. In cinem 
d i 

l^unkto c ist im Grade 8 Null*^***), wiihrend auf der F^^^ gemessen 


***) Wir lialton kierbei, wie ilborbaapt stets beim Qobrauob dor Modulformcn, 
an dor Yorstollung dor als durobans stotigor, und also tiberall endUobor, 

niomala zugleicb versohwindeader Variabelon fost, doren tiuotient «» auf die Halb- 
obono bez* auf dae Polygon eingosebrankt ist; don Eeobnuugon des Textes 
liogon im dbrigen die allgemoinen BrOrtorungen p. 686 u. f. zu Orundo. 

Xlior ist in erster Annlilberung 0*— Y, woraus man die im Text 
gomaebto Angabo sofort bestatigt. 
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A im Grade siebeu verscliwindet nnd g^, endlicli blciben. Fassen 
wir also zusammen: Ausser den vier letecgliclimi Nullpunlteii cles 
dnselncn Su verschwindet dasselbe m jedem JPmlcte e .der einfach 

und ist ubrigens auf der Fi^g endlich nnd von Null verschicden*'). 

Bei der Ausubung homogener Modulsubstitutionen erfaliren uuscro 
Sa notwendig iusgesamt 168 verscbiedene temare Substituliouou : 

(4) = aai^i + 

je;/ = <^4.1^1 “F' ^'42^2 4“ 

welclxe eine uiit der nicht-homogenen holocdrisch isoniori)lio lenulro 
Gruppe ergeben. Hierbei zeigt sieb ein wichtiger Ujiterscliied zwischeu 
dem System ^ 2 ? ^4 Modulsystem fiinftor Slide 

es bildete nruxilich das letztere eine boitiogcne Oi^oj zur niclit- 

liomogenen Ikosaedergruppe nur erst hemiedrisch isomorph war. 

Nun sogleicb die fcrneren llcsultate: Die torndre lasst sich ans 
den beiden besonderen Operationen erzeugcxi, die den Modulaubstitu- 
tionon S nnd T entspreclien. Diese beiden ternliren Opcralionon uuissen 
ofFenbar die Perioden siebon boz. zwei habeax, und desbalb wcrdeai ilirc 
bezilglichon Substitutionsdeterminaiitoax | aa* | eine siebcnto rosp. zwcito 

Einlicitswurzel sein. Scion diese Einbeitswurzolu c und bo ist 

'7 

die Ueterniinanto dor ternaron Substitution ST offonbar c 
Aber ST ist von der Periodo drci und also die Ictzi.goschriobojio 
Einheitswurzel oino dritto. Dio beiden Zaliloix cc, ft gcixiigcn dciiinach 
der CoiJgrucnz 

(jcc + 21/? - 0, (mod. 14), 

woraus niaix olino wcitcres oc = 0, (mod. 7), ft ^0, (mod. 2) Hcbluissl. 
Dxilicr der Satz: Die JOd kmdrcn SuMitutionm (d) mul ausnahnmlos 
solchc von der Detcrminantc !• 

Dioso Angaben goltcn, stroTigo gononnuon, nitjlit von , Houdotn luir ornli 
von dor oindoutigen Function von co allcin. Man wolle 55. B. bemorlum, 

dasH man gemass tinsorcr Vorsebrift zum Punk to co ioo nur dadurcli golangoxi 
kann, dass man <»» zu Null wordon lassi Abor von diosem VorHchwindon doH cm, 
ist bci don Angaben dee Teacten niebt woitor Notiz gonommon, und zwar doslmlb, 
woil OB glcicbmassig file alio Modulformon dorsolbon DixnonBion in dor namUchen 
WoiBO ointritt. •— Noob direoter lasat sicb dor in Eedo Btobondo Finwurf durcb 
oino ontsprechend xnodilloierto Fostsetzung Obor dio Yertlndorliobkoit dor cot, ox, 
zur Krlodigung bringon. Halten wir namliob ixn Clbrigon an urmoren btiS 5 «gUob(*n 
oben goBohohonon Angaben foot, nur dmn (in Anlobtmng an p. 55 )^ dor funkt 
CO am too dadiircb orroiebt wird, dass wir in i log 17 SJ 8 /, w, abor xn Clbor- 
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Alle Modulfuuetionen siebenter Stufe sind bomogene rationale 
Functioncn null ter Dimension der drei Grossen 04 ^. Diese drei 

Grossen aber sind an einander gekniipft durcb eine homogene Hquadra- 
tische JRelationy die wir durcb 

(5) /’(«!, 0 ^) = 0 

gegeben denken. Es ist die wicbtigste Eigenscliaft dieser Relation, 
doBS Hire linhe Seite dmxli die 168 verschiedenen terndren Siibstitutionen (4) 
in sick transfomiiert loird, Indem wir die 0 a als komogene Coordinaten 
eiuer Ebeue deuten, stellt uns Gleicbung (5) eine Curve vierter Ordnung 
C 4 dar, welclie wecliselweise eindeutig auf das Fundamentalpolygon 
bezogen ist. JDiese ebene gestattet eine Qruppe von 168 Collineationen 
in sichy ivclche in (4) ihren Ausdruck fmden. Die damit gefundenc 
Tbatsacbe crblfnet uns die Moglichkeit, HUlfsmittel der teruaren 
luvariantentheorio auf unsere Gi in, Anwendung zu bringen, was 
uns alsbald zur Aufstellung der wicbtigsten Folgerungen Anlass 
bietet. Merken wir uns vorab noch, dass die Auswahl eines spe- 
ciollen ModuLsystoms 0 ^ jotzt auf die Fixierung eines besonderen 
Coordinatcndroiccks fur unsere hinauskommt; unter dicsem Gosichts- 
punkt warden wir ein System ^ 2 , 0 ^ 4 ^ denn aucli baldigst cinzu- 
lilhren baben. 


§ iJ. Goomotriecho Bedoutung der Punkte c auf der G^, 

Um eine ersto Anwendung invariantentliooretisclier tJberlegungeu 
auT unsoro Curve O 4 , durcbzuffihren, orinnern wir daran, dass J solbst 
auf der G^ oino KiB-wcrtige Function ist. Den Binzelwert niramt 
diosolbe in 168 im allgemeinen getrennt liegonden Punkton an; nur 
fnr f/anw 1 * fallen diese 168 Punkte zu je zweien an 84 Stellen zu- 
sannuen, welcbe wir nun auch auf der O 4 , als die 84 Punkte a bo- 
zoicliiion; weitor fallen fiir / «= 0 die zugelibrigen 168 Punkte dor 6 ^ 
zu je droion in die 5() l^unkte und endlicli coincidieren fur 00 
die 168 IHinkte zu jo sioben in^den 24 l^unkten c der G^. Da wolle man 
nun bomorkon, dass allgomoin 168 Punkte der 6 V mit gloicliem J 
sich bei den Collineationen dor G^ in sick als goschlossonos System 
pormutieren. Insbosondero abor folgern wir; Die 84 Dun/ctc a pcr^ 
nmtieren sich bei dm 168 ColUneaUonm nur unter einandery und ein 

fahrorx (was dann filr die rationalon reellen Punkto oo eine entsprochcndo Post- 
setssutig nacb sich ssiobt), so wcrden orsiehtlich die Angaben dcs Toxios olmo 
weiterou iiSusatss golioxu 
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Gleiclies gilt vom System der 5G FunMe &, sowie endlich atich von den 
2d Ptmicten c. 

Einer sogleicli durclizufuhrenden Anwendung lialber^ stellen wir 
iins auf Grand dieser Uberlegungen das allgemeinste Punktsystem der 
6/4 anf, das die Eigenschaft liat, sicb gegenilber den 168 Collinea- 
tionen geschlossen zu permutieren. Indem wir gar nicht ausschliessen, 
dass die Punkte dieses Systems in irgond welclien Mnltiplicitaten coin- 
cidieren, bemerke man liier iiur soviel, dass die Punldanmhl eincs der- 
artigcn Systems notwendig in der Gestalt 

( 1 ) 168^^ + 84)3 + 56y + 24d 

muss gescJirieben werden Jconneny tvoiei a, / 3 , y, d ganse, nicht negative 
Zahlcn sind. In der That muss sich ja oin System fragliclicr Art aus 
den vorliin besonders charakterisierten Systeinon zusainmcnsetzen, and 
da bemerkt man sofort, dass wir auf die Ajizahl ( 1 ) gofuhrt wcrdeii, 
wofern im einzelnen Punkte a je im einzelncn Punkte h jo y etc. 
Punkte des Systems vereint liegen. 

Nun ist es besonders interessant, dass man aus dor Theorie dor 
Curven auf einer ebenen C 4 verschiedene derartigo Punktsystemo be- 
reits kennt, welche sich ganz allgemeiu gegenilber Oolliiicalionou der 
C 4 in sich geschlossen permutieren mllssen. Man bemerke z. B., dass 
bei AusfUhrung linearer Transformation ein Wendepunkt einer 0^ aul‘ 
der transformierten Curve notwendig wioder ein Wendepunkt wird* 
Nun giebt es auf jeder Curve vierter Ordnung 24 WendepunktO; die 
entweder getrennt liegen, oder auch irgendwio toilweise coincidicnen 
mogen. Immer haben wir auf unscrer in deren Wondopunktoii ein 
System von 24 Punkten, wio wir solcho Systeme luitor (1) allgcmcin 
botrachteton. Indem wir aber die Anzahl ( 1 ) mit 2 *i idcntilicusron, 
folgt a:=®/3»*y = 0, womit denn sofort dor Satz bewioHcn 

ist: Die 2d Punhte c sind die WcndqnmMe nnserer (hirve <-h, dio d>m 
dicscrhalb auf der 64 durcligeJiends gotrennt Ikgen. 

Man kemit fernor in don BorttbruiigHpunkben ciuur Doppoltangonto 
der 64 ein Punktepaar, das bei linonrcr Transfonuution stets wiedesr 
in das Paar von Berillirungspuuktcu einer Doppoltaugonto dor trans- 
Ibriuicrton C 4 Ubergeht. Eiuo Curve vierfcor Ordnung abor bat Dopjiol- 
tangonton, und also besitzen wn- in dou bezilglichon 5(5 IJorllhruiigs- 
puukten ein zweites Punktsystem uuseror Art auf dor C\ der g„. 
Indem wir abor die Anzahl ( 1 ) mit 5(5 gleicbsetzen , ist die oinzigo 
Losung dor so entspringendon diopbantischen Oleichung in nicht noga- 
tiveu ganzon IZahlon a, (i, • • • durcb a ^ ^mm $ mmO ^ ymaX gegobon. 
Diimit babcu wir don Satz bewieson: JHe SO Jfunlcte b der (J^ sind die 
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Beruhnmgspimlite Hirer 28 JDo]p])eltangent&ii; diese Ijerulirungsj)unMe liegen 
also (als FunMe Jj) wiederum durchgdngig von einander getrennt 

Etwas weniger bekannt diirfte ein drittes System von Punkten 
unserer Art sein, die wir nach Cayley als die sextactischen Punkte 
der bezeichnen. Ibr Ckarakter ist der, dass in einem einzelnen 
solcben Punkte ein Kegelschnitt mit der sechs consecutive Scbnitt- 
punkte gemein haben kann, vromit von selbst gesagt ist, dass die 
sextactischen Punkte ihren Charakter gegeniiber linearer Transformation 
bewahren. Man kann zeigen, dass auf einer im ganzen 84 Punkte 
dieser Art existieren*), und die 84 Punkte miissen also auf unserer 
wieder ein System von Punkten darstellen, die sich bei den 
168 Collineationen unter sich permutieren. Setzen wir aber die 
Anzahl (1) mit 84 identisch, so ist die einzige Losung = 1 , 
ccc=sy = S=zOy und damit haben wir den Satz erhiirtet: Die 8d FunMe a 
unserer Gurve vierter Ordmmg sind die sextactischen FunMe derselhen; 
Ictzkre liegen also durchgdngig von einander, sotvie auch von den Wende* 
jOunMen und BeruhrungspunMen der Dojgjgeltangentm getrennt 

Nach diesen ersten Resultaten gehen wir auf die Structur der 
zuriick; wie sie oben p. 374 u. f. entwickelt wurde. Allen dort 
aufgestellten Gruppen worden wir jetzt die cntsprechenden Collineations- 
gruppen der in sich gegeniiber zu stellen haben unci gewinnen 
durch aasfuhrlicho Botrachtung dcrselben eine Ptlllc interessautor geo- 
luofcrischcr Sii/tzo fiber die C/jl- 

§ 3, Pio aoht Wendedreieoke und die acht Auswahl 

besonderer 

In dor Ctjlcjs wir seinerzeit acht gloichberechtigte doren 

eiuzelne auf der Plilche jeweils drei Punkte c zu Pixpunkten 
hatte. In diesem Sinno gohbrten zu der aus 8 entspringenden Orj 
(lie drei Fixpunkte, wolche bei der urspriinglichen Lage des Polygons 

.Fibs ill dor w-IIalbobouo die Spitzcij oj = too, abgaben(cf.Fig.88, 

p. 373). Dioso droi Fixpunkto wurden cyclisch pormutiort boi dcr- 
joiiigon Of,, die durch Wiodorholuiig dor fortan durch U zu hozoiohnou- 
deti Operaiiou 

(t) JTi-g;"), (moil) 

*) Mau vorgh botrofTti dor obigen Angaben Cayley, Philosophical Traws- 
actionft 155 (1854) p. 545, Dio Anzahl der Boxtaotisohon Punkte auf dor alh 
gomoinon Curve Ordnung iat n(15Sn — 27). 
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eutspringt. Als Gauzes betraclitet, wird demgemass das fragliclie 
Tripel 'voii Piiiikten c darch. diejeuige lialbinetacyclische in sich 
iibergefiilirt, welclie aus S und JJ zu erzeugen ist uud also die Opo- 
rationen 

o'hhi— ( mod. 7) 

uiufassfc. Die aolit Tripel der Puiikte c auf onlspreclieu solclior- 
gestalt den aobt halbmetaeycliscben G 31 , die wir in der Gms vorfaudun. 

Indeui wir nuu diese Verbaltnisse ' in geometrisehem Gowando 
als Siitze ilber unsere Gt vcrfolgen wollen, kniipfcn wir an don CJni- 
siand, dass jede Wendotangente die G., noch in einem weitercn Punklo 
schneidet. So gewinneu wir in diesen weitoren Punktcu von deii 
Wendetangenten aus insgesamt wieder ein System von 24 Piudttou 
auf der G^, und man bemerkt okne weitercs, dass auch dieses System 
die im vorigen Paragraplien oft gonannte Eigenscliaft liat, sick gegcm- 
ilber der gesclilossen zu pcrmutiereu. Inzwischen sahen wir seliou 
vorbin, dass es nur ein System zu 24 Punkton dioser Art giebfi, 
namlicli das System der Punkte c, d. h. die 24 Wcndopunkto solbst. 
Wir folgern also aus dieser Uberlegung den Satz: Jede der iiJ Wende- 
to/ngGnten schneidet unscfe in einan wcitefen IVcndepunMo, 

Auf Grnnd dieser Vorhiiltnisse lasson sicli die ■ Wondctangoiiteii 
in eigentUmlicher Weiao zu geselilossoncn Aettou auordncn. Mag man 
namlicb von einem einzolnen Wendepunkto aus die zugehiJrige Wondc- 
tangente zieben; sie scbneidot einen weiteren Wondepunkt aut dor 
aus, und wir zieben nun sogloicb die zu diesoin Punkte geb'orejulo 
Wendetangente, Da findeii wir als weitercn Sclinittpunkt dor letzloron 
mit dor GVoinon nouon Wondepunkt, dcsscn Tangoutc wir nuu gloicli falls 
den vorliergebendon boiden anbUiigen. Da allc Punkte c, d. b, alio 
Wendepunkto, gleiobberochtigt sind, werdon wir auf diesom Wogti naoli 
oilier endlicben Zabl von Schnittou zum orston Wendepunkto zurilok- 
golangon, woboi wir daiin oino ganzo gcsclilossono .Ketto von Wondo- 
tangonten gozogon babon. Wio gross wird vor alien Dingon die Au- 
zabl der Tangeuton seiii, welobo dioso Ketto zusaiinnonsoIzonV JJoiiiorko 
man, um biorllbcr zu ontselioidou, dass os in dor siobou Oolli- 
neationou giobt, wolebo die Gt dorart in sicli ilborfCihrou, dass dor 
zum Ausgangspunkte uusoror Ketto gowilhlto Wondepunkt daboi or* 
balten bloibt. Damii wird auch die botrelfondo Wendetungento boi 
den fraglichon Oollineationon orbalton bloibon, und os rallsson also, 
wio man sofort Uborbliokt, auch alio (ibrigon uusere Kotto zusammon* 
setzenden Tangontou resp. Wendepunkto durch dio fraglieho Gy in 
sicli ttbergebon. Nun ubor bat oino G^ droi b’ixpunkto 0 , und also 
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bestelit die iu Rede steliende Kette von Wendetangenten (da sie 
nnmbglich nur eine oder zwei Wendetangenten entlialteu kann) gerade 
aiis drei solchen. Wir werden sagen, dass diese Tangenten ein Wcnde- 
dreieck bilden, und baben nun der Anordnung der 24 Punkte c in die 
acht Tripel entsprechend folgenden wicbtigen Satz iiber unsere 
aufzustellcn: Die 2d Wendetangenten ordnen sicli in der gckenmeiclmeten 
Weise in acht WendedreiecJce an, deren eimelnes, als Games betracJitety 
lei den GoUineationen einer Icstimmtm unter den acht gleichlerechtigten 
erhalten lleibt. 

Wir bringen jetzt dadureli ein neues Element in die Entwickliing 
liineiii, dass wir eines unter dieseu acbt Wendedreiecken zum Coordi- 
iiatcndreieck dn der Ebene der zu Grunde legen. Mogeii wir etwa 
yAivordcrst in demjenigen Piinkte c, welclier der Stelle 0=^00 ont- 
spriclit, die Wendetangente an die legen und selbige als Seite 
0 ^ s=! 0 des Coordinatendreiecks ansetzen. Dio beiden anderen Punkte 
dos ZLi CO = ioo geborenden Tripels sind diejenigen, welcbe den Spitzen 
03 =: und CO == -IJ entsprechen, und es handelt sicb bier uin Ent- 
scbcidung dor Prage, welcber von diescn beiden Punkten von = 0 
auf der 0^^ ausgeschnitten wird. Wir sagon, dass es der der Spitzc 
CO = cntsprecbeudo iat, und worden im folgenden Paragraplien die 
RicJxtigkeit dioser Behaux^tung erkonncn. Ziolion wir nun in dcm so 
crrcicbieu Punkte die Tangento^ die wir = 0 nennen, itnd vorvoll- 
sirindigeii ondlicb das Ooordinatendroieck diirch die dritto Tangonte 
0 . 

Durcli dioso Bestiniinungon sind die Modulformen als soldie 
erst bis auf numorische Pactopn bostimiut; docb wollon wir bier 
gleicb solcho Verabredungon troffen, dass auch diese lotzteren als ond- 
giiltig Imcrt anzusehon sind. Bomorkon wir zu diosom Endo, dass 
die ^bewoglicbou'^ Nullpunkte unserer Moduln sSa in den vier Schnitt- 
punktou dor Qoraden und dor O 4 unmittolbar vor Augen liegen. 

Ko sclieji wir donn, dass von don vier „beweglichon^^ Nullpunkton 
von jsTj, droi boi co — ioo im Polygon voroiut liogeU; und da ohnodios 
oin einfaclier „festcr^' Nullpunkt filr an der betrachtoten Stelle ge- 
logon ist^ so wird, wio man sofort tlberblickt, bei m =» ioo m 

erstor Annillicrung luit x)roportional soin. Wir fixieren jeM unscre 
Modul/brm dadurch endgUUig, dass wir fllr sie an der lotraehtetm Stelle 
die Anndhcnmg vorsotmilmt 

4 



Etwas auders vorfalircu wir boi und ^ 4 . Hior gebc man davon 
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aus, dass bei Anwendung der tinter (1) gegebeneii Substitution U 
die Seiteu unseres Ooordinateudreiecks in leicht ersicbtlicher Polge 
cycliscb permutiert werden. Fur unsere Modulformen liaben wir dem- 
entsprecbend bei Ausiibung von U die Substitution: 

wobei die c drei der Bedingung = 1 geniigende Zahlen sind 

(cf. p. 694), im iibrigen aber davon abhlingen, wie wir die noch aiis- 
stehenden numeriscben Factoren fiir 0 ,^ fixieren. LetBterem Umstandc 
mfolge iverden endgiiUig dadurch hestimmen lassen, dass 'wir 

C 2 — 1 sctmij worauf wir als Definition der Modulformm 0 ^ 
diese habeni 


“ 2 ) = %(2c»i + 7(»a, 7coi + 25(0^), 

®2) = + 7®3j 7<Oi -f 25cja). 

Die driite Constante ist damit von selbst glcicli 1 , mid wir liubcui 
also der Operation U entspreebend die Substitution: 

(3) = 

Die niimliche Uberleguiig, die ims soeben zu Formol (2) fUlirte, 
ergiebt obno Miibe allgemein: 




O’ 


/2w\‘^ 7 ^ 


als Nalierungswerte bei co == ioo, Welcbo Worto indesseu die liior 
aufgenommonen numeriscben Factoren ^ besitzen, kBnnen wir an gt^geii- 
wartiger Stelle nocb niebt entsebeiden. 

Die Operation 8 transformioi't jede imseror droi Wondetungonten 
=5= 0 einzeln in sicb; bei Ausiibung von 8 wird sicb also bis auf 
oinen numeriscben Factor roproducieren. Wie diosor lotztero bcisst, 

a/zr 

ist aus den Formeln (4) obno weiteres evident. Indom wir fur o ^ 
abkurzond s sebreiben, baben wir ollcnbar zusammcuraHs<uid: 

+ (Oa; 

Durcb Combination diesor Formol niit (il) linden wir nidbelos die 
Gestalt dorjonigen tornaren wolcho dor iui Anfang dm ]*ara- 
grapben besondors nambaft gemaebton balbmetacycliHchen (f.^i ent- 
spriebt. In der That ist die Operation 8^*- als tornaro Substitution 
gegebon durcb: 

(6) 8^^U'': e:, — , ft — 0, J , • • 7 , 

^ ^ ' w — 0, 1, 2. 

Hiermit babon wir dauti zugloiob alio Subatitutionon dor CZmH 
goscliriobun, wolcho daw Ooortliuateudroicsck in Hich transformioron. 
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§ 4. Aufstellung der Gleichimg der C 4 . Der reelle Curvenzxig* 

Ohne sogleich die geometrische Bedeutung aucli der ubrigen Colli- 
neationen der zu verfolgen^ wollen wir vorab die Ergebnisse des 
vorigen Paragrapben zur weiteren Verwendung bringen. Es gelingt 
vermoge derselben zunacbst ausserordentlieli einfacb, die Gleichung 
= 0 der C!^ explicite aufzustellen. Von den Scbnittpunkten 
der mit = 0 lagen drei auf % = 0 , einer auf 0^ = 0^ und also 
wird f(0^, 0 ^, 0 ^ fur ^2 = 0 in a 0 ^ 0 ^ iibergeben, unter a eine nicbt 
verscbwindende Oonstante verstanden. In entsprecbender Weise wird 
fur 0 die ganze bomogene Function vierten Grades f in 1)0^0^ 

sowie endlicb fiir 0^ = 0 in 00 ^ 0 ^ iibergeben. Wir diirfen also fur 
f die Gestalt ansetzen: 

f = a0^^0^ + 1)0^0^ + C0^^0^ + {d0:^ + 60^ + 

Aber / — 0 soli durcb Z7; d. b. bei cyclisclier Permutation dor 0a^ 
in sicb xibergehen, und also ist des genaueren 

f — 0 ^ 04 ^ + + ^2 + ^4 .) } 

wobei wir den sicber von Nxill verscbiedenen Coefficienten a sogloicb 
mit dor Einheit idontisch sotzten. Jetzt iibe man 8 aus, woboi f bis 
auf cinon Factor in sicb (ibergobon muss. Aber dieser Factor ist 
ciufacb glcicb 1 , da die drei orsten Glieder von f bei Anwendung 
von 8 durcbaus unverandert bloiben. Somit ist 

/*= 

und wir erblicken obne weiteres, dass d gleicb Null sein muss. Die 
(Heicimng unset er Curve vierter Ordnung mit 168 Gollincationen in sick 
ist hiernachj auf ein Wmdedrciech 'be0ogcn, vermoge der Verdbredui%gen (3) 
iks vorigen Daragraphcn expUcite dxvtch 

( 1 ) /■(«, , Si , s^ — + s^^Si, =■ 0 

gegchen. 

Die HO gowonneno Formol (1) wollon wir jotzt zunacbst benutzoa, 
um die unter (4) dos vorigen Paragrapben gomacbton Angabon um 
oinon weitoron Bchritt zu vorvollstandigen. Man berccbwet aus den 
obon gemointen FormelU; dass f( 0 x^ 0 ^, 0 ^ bei m « ioo naherungs* 
weise durcb 

f{Si, Sa, «*) — — «ii®) (!;)’'»■ 

jfogebon ini Nun soil f «■ 0 identisoh d. h. unnbhangig von m bestohoii, 
uiui das ist, da soin muss, nur miiglicli, falls «/ — >£g* «■ 0 
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ist. Indem wir forfcan kurz yt statt schreiben, ersetzen wir also 
die Fornieln (4) des vorigen Paragraphen durch die anderen: 


d 12 2 



Die linke Seite der Gleicbung (1) ist eine biquadratische terniire 
Form der welche, wie wir sclion sagten, bei Ausiibung der Ope- 
ration S absolnt unverandert bleibt. Gegenliber der Operation T 
bleibt sie entweder auch unverandert, oder sie erleidet einen Zeichen- 
wecbsel. Aber man bedenke doch, dass im letzteren Falle aucb bei 
STy mitbin aucb bei {STY Zeicben wecbsel von f eintritt, wabroiul 
dock {STf == 1 ist. Somit wird auch T die Form f direct in sicb 
transformieren, und wir folgern den spaterliin zur Verwendung kommen- 
den Satz: Die l)igiiadratische terndre Form f wird durch alle dOH ternaren 
0a'‘Suh$tituUonen unverandert in sich iransformiert 

Die waiter in diesem Paragrapben angohangte Bcsprcclmng bat 
wosentlicb den Zweck, an unsore allgcmeinen Erortcrungen fiber Syiu- 
nietrio der Flachen Anschluss zu bekommen, sowic aucb oim^ 

gelegentlicb im vorigen i^ara- 
graphen aufgestellto Bohauptung 
zu boweisen. Die durcli 

dargestellte obene Curve viorlcr 
Ordnung besitzt einen reellon 
Curvenzug; lur wclcbou cine 
olomentare Untorsucliung im 
wesentlichen die liiornebcn iu 
Fig. 103 angedcutoto Gcstalfc 
giebt***^). Man bemerkt, dass 
dicser reello Zug bei cyoliHchor 
Permutation dor 0^^ iu sich Uber- 
gefUhrt wird. Abor durcli die 
entsprccbende Operation (J wurdo 
diejenige Symmetrielinie dor Fliicbo in sich fiborgcnihrt, die in 
Fig. 86, p. 370 vertical durch die Mitte der Figur zog, und die wir 

Yorgl. den zweitcn Abschnitt in dor boreita p. S74 gcnannten, kdrzlioh 
(Juli 1800) erBcbioncnon Dissertation von Ilrn. Haskell, in welchei* die zur des 
Toxtofl „im projeciivon Sinno gobOrendo** mebrfaobe Ohordookung dor Kbeno untor- 
sucbt wird, (Kh liaudolt sich daboi um dio „nouo Art von Uiomamfsclum t’lllohen‘‘, 
wolclio Hr. Klein in Bd, 7 der Math, Ann. (tH74) omgofnhrt hat, Betmchtungen, 
dio wir loidor im Text nioht woiter vorfolgon kOnnon.) 




703 


III, 6. Die Modulsysteme und der siebenten Stufe. 

dann in Fig. 89, p. 377 noch. gesondert darstellten. So haben wir in 
Ubereinstimmnng mit den allgemeinen Erorterungen (p. 598) den be- 
merkenswerten Satz gewonnen, doss die in Bede stehmde Symmetrielinie 
sick in der JEb&ne der 0cc c(,uf den in Fig. 103 dbgebildeten Curvenmg 
ilhertrdgt Wir verfolgen dies nun nocb weiter ins einzelne. 

Auf der fraglichen Symmetrielinie sind insgesamt je seeks Punkte 
a, h, c gelegen, die wir in Pig. 89 durch Nummern untersebieden 
haben. Wir folgern: Unsere Q hesiM an sextactischen Fimlctenj Be- 
rllhrungspunkten von Doppeltangenten^ endlich WendepunJden jedesmal 
seeks reelle^ die auf dem in Fig. 103 dargestellten Zuge geJegen sind, 
Thatsaclilich sehen wir diese dreimal seeks Punkte in Pig. 103 direct 
vor Augen und haben sie dortselbst in derselben Weise wie in Pig. 89 
bezeichnet. Ausser dem Coordinatendreieek, von dem wir ausgingon, 
besitzt die sonacb nock ein zweites reelles Wendedreieck, das in 
Pig. 103 punktiert angedeutet ist. Vor allem aber ubersehen wir jetzt 
den Beweis des Satzes, dass die Wendetangente % — 0 denjenigen 
Weiidepunkt auf der ausschneidet, welcher der Spitze co = ? zu- 
gcordnet ist. Thatsacklich ist ja nur unter dieser Annakme die Ab- 
folge der Punkte a, 1), c auf dem reellen Zug der 0^ die namliche, 
wie auf der Symmetrielinie in Pig. 89, p, 377*). 

§ 5. AufsteUung der 168 ternaren Substitutionen. Zusatzlicho 

Bemerkungon. 

Es ist nun auch cin Lcicktes alle 168 ternaren Substitutionen der 
explicitc aufzustollou, nackdem wir die 0a oinmal endgdltig fixiert 
kaben, so wie boreits die Gestalt der Oporationon S und U als j^a-Sub- 
stitutionen kennen lernten. Alles wird kier darauf ankommen, die 
tornare Substitution Ti 

< ■== + hH, 

al •= + C2«'a + 

in Krfahrung y-u bringou, die tlbrigons, wio wir uns durcli Wesson 
Anbliok dor Fig. 103 tiborzeugou, noun durcligohends von Null vor- 
Hcbiodono Cuofficienteu besitzt. Es sind drei Sebritto, dio nns zur 
explioiton Konntnis der Substitutionscoeffleienten in (1) ftlhron. 

Erstliob. beweisen wir durcli einfacbe Eeebnung die Xlicbtigkeit 

*) Wir machon nook besonders daranf aufmorksam, dass dio AufsteUung dor 
Qleiokung dor O4 unabkHngig ist von der Annakme, dass dio Wendotangonto 

0 55ur Spitzo fvlkrt (so dass also in dor Seklusswoiso des Textos 

nioht efcwa oin ZIrkel vorliogt). 
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der Congruenz UT= TU^, (mod. 7). Indem wir aber nacli einander 
die Wirkung der beiden Operationen TIT und TU^ auf die Za austiben, 
erhalten wir die beiden folgenden ternaren Substitutioneu; die wir kurz 
durcb das Schema ihrer Coefficienten angeben: 

^2? ^2\ 

a^y a^y <^4 1, j ^4? \ I * 

^1? ^27 ^4/ \^4? ^2/ 

Da haben wir nun, weil wir dock mit einer und derselbcn Substitu- 
tion zu tbun haben, die Coefficienten des ersten Schemas einzeln mit 
den entsprechenden des zweiten identisch zu setzen. Hierdurch drllcken 
sich ohne weiteres sechs unserer Coefficienten in den drei tlbrigon aus, 
womit denn fiir T die bereits mehr specificierte Gestalt gcwonncn ist: 

(2) I V “ “h ^^4; 

= cZi + + 1)^^. 

Fiirs zweite benutzen wir den Umstand, dass sowohl TS, wio 
auch die Periode drei besitzt, und beweisen vorab noch auf 

vollig elementarem Wege, dass fCir eine ternare Substitution dor Pcriodo 
drei die Summe der Uiagonalgliedor mit Null hlentisch ist. ludeiu 
wir also die Substitution (2) einmal mit Sy sodaun mit coni- 
binieren, entspringen ffir die Mittelglieder a, c, h die beiden lineartui 
Oleichungen: 

£^a + «<? + = 0 , 

«=> 0 . 

Wir linden daraus fQr a, <? imd & die Worto: 

(3) = Z; (a ““ , c = 7iJ — s'’) , /c (f , 

wobei wir unter /c eino noch nicht nahor bokanuto endliche und voji 
Null verschiodene Zahl vorstehon. 

Dor dritto Schritt gilt ondlich dor Bostimmung von /c, Zu doiu 
Zweeko verwerten wir don Umstand, dass T die Pcriodo zwei bositzi 
Die Substitution (2) muss also mit ihror Inversen idctitisch soin, und 
wir haben domentsprcchend z. B. die Gleichung a he - ^ aK Sclzcu 
wir hier die Werte (3) ein, so kommfc unter Benutzung vou 

(4) « + 4“ mm iYl 

nach kurzer Zwischonrcclmung h «« . Die fertige (JesMt der ter- 

narm SubsHkiUon T ist somch gegchm duroh: 



705 


HI, 6. Die Modulsysteme und Aj, der siebenten Stufe. 

I — «■ Vi 5/ = (s — a^) + (e^ — s^.g^ + (e® — e^) g^ , 

(5) T: I — i)/? V = + («^ — «'')% + (« — 

I — i")/? «/ = (a^ — a=; 4- (fi _ s») 4- (e-t — ^s) 

drei Formeln^ die wir aucli in die eine ziisammenfassen konnen: 

(6) - . /7 • 

^=1,2,4 

Jetzt ist es ein Leiclites, durch Combination von (6) mit (6) p. 700 
die gesamten 168 ternaren Substitutionen in iibersiclitliclier Form bin- 
zuschreiben. Wir finden: 


(7) 


S^TB" U'’, — 

fis=il, 2,4 


Wir benutzen diese Gelegonbeit, um bier nocb ein paar zuslitz* 
liche Bemerkungen anzusehliessen. Erstlicb sobreiben wir 


sowio allgomein: 


CO 

Vu = — • - 


u/^dco 

dJ 


} 


y 


d:i 

dJ’ 


untor j ein boliobiges Integral erster Gattung der verstauden. 
int alsdaTin 

(«) '!/ = fil J/l + 4- 


Es 


mit von co nnabbllngigcii CoeHicienton c, -Die reproducieren sicb 
bei Anwondung irgond einor Modulsubstitution linear mit der Doter- 
minanto 1, und ein Gloiohes gilt, wio man sofort bemerkt, von den 

drei Moduln , sowie auoh von a. s. w., welcbe Systems in der 

That die niliuliclie Substitution erfahren, wio die selbst. Jetzt bilde 
man aus (8) durcb Differentiation die vier Gleicbungen: 


dUj 

Ir 


^dr 


4.. 


4- 


d^ih 

dr 


far 2, tH, xnul oliminiere aus denselben die drei Grbssen 

df ^'4 * entsi)ringendo viergliedrige Doterminaute ordne man 

nach ffndefc dabei solcho Ooefficienten; die zufolge 

ibrer Determinanteuform leioht orsichtlich gegenUbor alien Modulsub- 
stitutionen invariant Bind. Da sicb aber diese Coeffioienten aus algo- 
braisoben Functionen von Jy namlicb den Ableitungen der aufbauon, 
so werden sio selbst rational in J sein, und also genUyen die y dmr 

K I «) l u - r ir l c k 0 y Modul {Utiotloiiott. 45 
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homogenen linear en Differentialgleichmg driUer Ordnung init rationalen 
Coefficienten: 

+ J!.OT + S.(J) g + Ji. W 9 - 0 . 

Diese Differentialgleicliung ist von Halplien*^) und [Hurwitz*^®^) 
betrachtet worden, auf deren bez^gliehe Abhandlungen wir demnacli 
behufs ausfuhrlicherer Entwicklung verweisen* Mag es geniigeii; wenn 
wir die explicite Gestalt der fraglichen Gleichung bier noch obne Be- 
weis mitteilen; sie ist gegeben durcb***®*®®**): 

(9) + 

Die Normalintegrale erster Gattung der JP^cs sind von Hur witz und 
Poincare t) betreffs ihrer Periodeneigenschaften untersucht wordon. 
'Wir wollen aucb in diesem Betracbt das Hauptresultat feurz historiscb. 
mitteilen, weil es nicht ohne Interosse ist, benutzen dassolbo jodoch 
weiterhin in keiner Weise. Als Periodeuscliema (cf. p. 530) fUr dio 
betreifenden Normalintegrale findot sich bei gocignotor Zerscbneidnng 
der zugehbrigen Riemann’sclien Placbe: 

1, 0, 0, r, r- 1, — t I 

0, 1, 0, r-1, -V, tr 

0, 0, 1, •— r, r, tr — 11, 

Darin liegt, wie man sieht, der interossanto Sate; dass jcdos diosor 
drei Normalintegrale^ ftir siclx genommou; oin elliptisclies ist* Doiin 
seine samtlicben Perioden seteen sich aus nur zwei Grbsson ganzzahlig 
zusammen. 

§ 6. Die in der C?jlc 8 ©nthaltonen Oollineationon der Perioden 

drei und »wei-. 

Da wir nunmelir (iber ausreichende analytiBolio llUlfsmittel vor- 
fdgfen, nehmen wir die geomokischea tJborlegungon dor §§ ii and 5J 
wieder auf and wonden uns zunachst zur ausfdhrlichon Hesprechung 
der cycliscben und innerHalb der 

*) SuT unc 6giuaHm diff^renUcXk du crdrc, ^Tatli. Ann* (1884). 

*•) liber eim besondere homogene linear e JDiffcrenHatgleichung , Math. Ann. 
Bd. U (tS8d). 

H nr wit 55, 1. c. p. lao Formol (8). 

f) Hurwitss, 1. c. p. 188, i^eincard in der p# 68S auttfahrUoh genannUn 
Abbandiang. 
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Bei Gelegenheit der Betraclitung der 28 Symmetrielinien auf der 
Mache JP^gg (p. 377 u. f.) fanden wir in der 28 gleiclibereclitigte 
cjclisclie TJntergruppen ffg, welche den Symmetrielinien wechselweise 
eindeutig zugeordnet sind. Bei Ausiibung der ‘einzelnen G^ erscbien 
die zugehorige Symmetrielinie, gesondert betrachtet, in sicb verscboben, 
was wir nocb besonders durch Fig. 89, p. 877 veransebaulichten. Zu- 
dem hatte die einzelne Gq zwei Fixpunkte h auf der F^qq, und in diesem 
Sinne gehorten z. B. die beiden in Fig. 86, p. 370 mit und be- 
zeicbneten Punkte zu der aus U zu erzeugenden G^, welcbe ihrerseits 
derjenigen Symmetrielinie zugeordnet war, di6 vertical dureh die Mitte 
der eben genannten Figur hindurcbzog. 

Nun aber bemerke man auf der anderen Seite, dass eine Collinea* 
tion der in sich, bei der ein Beriibrungspunkt h einer Doppeltangente 
in sicb iibergebt, notwendig diese Doppeltangente selbst in sicb iiber- 
fiibrt. Daher der Satz: Die 28 Doppeltangenten umerer sind den 
28 (?3 in dem Sinne eindeutig zugeordnet, dass die einzelne Doppeltangente 
durch die CoUineationen der zugehorigen G^ in sich ubergefuhrt wird, 
Ordnen wir aber eine Gerade collinear sicb selbst zu, so giebt es 
woblbekannter Weise stets* zwei sicb selbst entsprecbende Punkte auf 
der Geraden. Auf den Doppeltangenten Uefern dann ojfenhar die so ent- 
springenden 2 • 28 sich selbst entsprechenden DunMe die 66 Funlcte h 
dor G 4 ,. 

Indom aber durcli diese Betracbtung znglcicb eine eindeutige Zu- 
ordnung zwiscben den 28 Symmetrielinien der und den 28 Doppel- 
tangenten der begriindet ist, wollen wir bier insbesondere diejenige 
Doppeltangente samt ihren Berbhrungspunkten ausrechnen, die der zu 
U gehorenden Symmetrielinie und also dem in § 4 gefundcnen reellen 
Ourvenzugo dor (Fig. 103, p. 702) entspricbt. Die beiden frag- 
licbcn Punkte h mtissen sicb unter den Fixpunkten der durcb Za = ^ 4 .a 
dargestelltcn Collineation finden. Setzen wir aber diese Za den Z(» pro- 
portional , so findon sicb als solche Fixpunkte ausser dem nicbt auf der 
64. gologenen Punkte z^i Zj^^ \ il i I nocb die beiden: 

(1) : ^4. «=* 1 : 

welcbe Punkte vermbge der besonderen von uns in Fig. 103 festge* 
baltenen Maassverb&ltnisse keine anderen sind, als die zu unserem Ob- 
ordinatensystem gehUrenden beiden imagindren Kreispunhte auf der un- 
endlich femm Geraden* Diese letzteren Punkte liegen denn aucb that- 
sacbliob auf der O4, wie man sofort bestEtigt, und liefern m der 
mmdlich femen Geraden de$ Coordinatensystems 

(2) + % + ^4 e»a 0 

(at$ ihrer VcrbmdmgsUnie) die gmwhte zu XT geMrende Doppdtangente^ 
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Von hierans ist es nun ein Leichtes, die Ooordinaten der iibrigen 
Punbte h, sowie die Gleichungen der iibrigen Doppeltangenten her- 
zustellen. Wir haben zu dem Bnde offenbar auf die Coordinaten (1) 
bez. auf die Gleichung (2) geeignete unter den Substitutionen (7) p. 705 
auszuGben. Insbesondere stellen wir zum Zwecke spaterer Yerwendung 
die Gleicbungen fdr die drei in Pig. (103) p. 702 sichtbaren Doppel- 
tangenten auf und finden als solche: 

(3) 01 (e“ — £-“)" + («"" -- 0 ’ 

wo a nacb einander die Werte 1, 2, 4 annehmen soli. Wollen w^ 
alsdann noch auf die vier Gleicbungen (2) und (3) naoh einander dio 
sieben Operationen S'^ anwenden, so baben wir allc 28 Doppeltangenten 
gewonnen. — 

Wir gehen weiter zur Besprecliung der 21 gleicbberechtigten 
die wir p. 381 in der G^as vorfanden, iind deren einzelne jodosmal vior 
Punkte a zu Fixpunkten bosass, Yorab baben wir ganz allgonaein die 
Eigenart ternarer Collineationen der Periodo zwei festzustollon, zu 
welcbem Ende wir dio nacbfolgendo Detraebtung anstollen. 

Yon einer Collineation, die jedo Gcrade dor Ebone sicb selbst 
zuordnet, erkennt man obno weitores, dass sio aucb jodon Pnnkt dor Ebono 
in sicb aberfiibrt; eino sedebo muss also die identisebo Golliuoation 
sein. Ist uns also irgend eino Collinoation V der Poriodo zwoi vor- 
gelegt, so wird es stets moglicb sein, zwoi Gorado as^—O, 5a=() 
derart ausdndig zu macben, dass sio durob V in die niobt init ibnoii 
zusammenfallenden Geraden cC “= 0 und l>j == 0 iiborgtiben, und dass 
ilbcrbaupt von den vior so lixierton Goradon koine zwoi ilbor einander 
fallen. Da nun V dio Poriodo zwei bositzt, so wordon urngokobrt boi 
AusUbung von V die Goradon «;= 0 und I', = 0 wiedoruin in 0 
und (!»e = 0 iiborgoben, und wir ontnobtnen daraus das Hosultat, dass 
der Sebnittpunkt von «, >»= 0 und sowie aucb dorjenigo von 

0 und Si « 0 durcb V in sicb selbst ilborgoht. 

Auf diese Vorbiiltnisso griiudon wir nun cine none Goordinaton- 
bestimmung in dor zu Grundo liegondeu Ebono. Dio VorbindungHlinie 
der boiden soobon filr V gewonnonon Pixpunkto sei 0, wiibrond 
a, ssa 0 und 6* ■*“ 0 bez. dio Bciton »=i 0 und as,, 0 dos nouou Go- 
ordinatendroiocks lieforn mSgon. Dio OoUinoation V dttrfou wir dann 
unter Aufnabme oines ProportionaUtStsfactors 6 in dor Gestalt ansotzen: 

, Of*/ ■» ««! 4- 

und wollon nun dor Pordoruug Ausdruck gebon, dass dio so aufge- 
sobriobeuo Collinoation dio I’eriode zwoi besitzi Eino loiobUt liocbnnng 
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ergiebt^ dass dies nur fiir & = — 1 der Fall ist, womit sich Y in 

der Gestalt darstellt: 

(4) = ax^ + , <? %' = cx^ + ^3 • 

Jetzt sclireiben wir unter erneuter Anderung des Coordinaten- 
systems : 

yt=^t7 2(2 = a«i + SiBg, f/3= ca;i4- 2*3 

und transformieren damit die Formeln (4) in 

(5) eyi = — j/i, <?2/2 = i/2 , ^J/s = y& • 

Auf Grund dieses Resultats ist V eine solche Collineation; die man 
als eine Perspcctivitcit*') zu bezeichnen pflegt. Festbleibende Elemente 
von V siud einerseits alle Punkte der Geraden 2 /i = 0 , der „Axe der 
Perspoctivitiit", ilbordies aber nocb der ausserhalb der Axe gelegene 
Punkt 2/2=0, 2/8 = 0, das „Centruni der Perspectivitiit". Alle iibrigcn 
Punkte permutieren sicb 'zu Paaren^ und zwar so, dass die Verbindungs- 
linie jo zwoier durcli V eiuander zugeordneter Punkte durct das Centrum 
y^ -= y/j, = 0 gebt. Ist biermit der allgemeine Cbarakter der Perspecti- 
vitiiten gekexmzoiobnet, so kommt fiir unsere besondere Operation V auf 
Grund von (5) nocb die si)ecielle Eigonaobaft binzu, dass je zwei ein- 
aiidor zugeordnoto Punkte durcb den Scbnittpunkt ibi’er Verbindungs- 
liiiie niit der Axe einerseits und durcb das. Centrum der Perspectivitiit 
audrorscits von einandor harmonisob gctronnt sind. In diesom Siune 
benonnon wir V als barmoniscbe Perspectivitat und haben als Resultat 
unserer nun boendeten Zwiscbenbetracbtuug den Satz: Jede Collmeation 
der T&riode swei ist dne JiarmomscJte Ferspectivitat. 

Dieser Satz klart uns zugleicli im wesentlicbcn tlbor did nun zu be- 
tracbtonde geomotriscbo Bedeutung der 21 gleicbbereobtigten G 2 auf, 
•wolcbo wir p. 8H1 in der fandon. Wir babon in dieser Hinsicbt 
oftbnbar den Satz: J)m Gg emtsprechmd geht mscre durch 21 harmonische 
Ferspeciivit&tcn m sich Uicr. I3oi einer Perspectivitat der 64 in sicb 
bloiben notwondig die vior Schnittpunkte der beziiglicben Axe mit 
der Oi an ihror Stollo. Also woiter das Resultat: Die 84 sextadischen 
IHmJelo der 64 w<^dm von 21 geraden JMien,, ndmUch von dm m dm 
in Ilode stehmdm Fer^eoUvitatm gcMrmdm Asem amgeschmttm. Da 
aber die oinzelne Gj nut vier Fixpunkte auf der Flache Fiog hatto, 
so werdm die 21 FerspecUvMtscmtren setiber nioM mf der Curve vierter 
Ordmng gelegm sein. 

*) Vergl z. B. (Jlcbsob-Lindemann, VorJeemgen Uber Geometrie (Leipzig, 
1870) p. 260, 
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Hiermit ist die geometrisclie Bedexitung der in der enthaltenen 
Oollineationsgruppen und G 2 vollstandig aufgewiesen*®*). 

§ 7, Die in der (x^gg enthaltenen CoUineationsgrTipperL G^, G^^ tind 6 ^ 24 . 

In besonders beziehungsreieber Weise gestalten sicb die geo- 
metriscben Eesultate • des vorigen Paragrapben aus, wenn wir nun 
aucb noeb die 28 Diedergruppen Gq (cf. p. 377)^ sowie die 2 • 7 Vierer- 
gruppen G^^ und Oktaedergruppen 6^24 (cf. p. 382) in .die Betraclitung 
hineinzieben. 

Die einzelne der 28 gleicbberecbtigten G^;^ erwies sicb friiher mit 
drei versebiedenen Operationen der Periode zwei vertauscbbar; was 
sicb uns geometriscb so darstellte, dass die beiden Fixpunkte der 
durch die fraglicben drei Operationen unter oinander vcrtauscbt 
warden^**). Wir werden jetzt folgern: Die einzelne Doppcltangente wird 
durcb drei unter den 21 Perspectiritaten in sicb transforraiert, wobei 
dann die beiden Beriibrmigspunkte derselben pennutiert werden. iii* 
liegen sonach auf der eimelp^en Doppcltangente siots drei FerspectivUats- 
centren, und es wird dicse Tangente insgesamt gorade durch die OoUinea- 
tionen einer in der mthalienm T/g in sich ubcrgefuhrt, in (Jboreiu- 
stimmung mit den Verbaltnissen, die wir frtther ftlr die der Doppel- 
tangente zugewiesene Symipetrielimo fanden. 

Die einzelne beteiligto sich abor immer an vier verschiedonon 
unter den in Rede stebenden 28 gleicbberecbtigten Diedergruppou (}^x• 
Durcb die einzelne barmonischo Perspectivitiit werden also immer zu- 
gleich vier Doppeltangonten dor C 4 in sich tlbergeffilirt, so (lass wir 
jotzt umgekehrt don Saiz aaszuRproclien babon: Durch das einmlne der 
J2l Ferspcclivitdtsce^itren laufm insgesamt je vier Doppeltangenten hindurdh. 

Wollon wir beispiolsweise auf der zu U gelmrondon durch ( 2 ) p* 707 
gegebonon Doppcltangente die drei Porspeotivitatscentren bereehnen, 
die alsdann den Oollineationen 27/, angehoren werden, so 

bemorko man, dass dieselben offonbar durcb die droi imtor (3) p* 708 
gegebenen reollon Uoppoltangonten ausgosebnitton werden. Durcb Auf- 
losung der beiden Gleicbungon: 


***) In aueg'iobigor Woiae werden Ubrigene analytiech die i)oppelfcaugcuten, 
Potspectivitatsaxon etc. von Ilrn. Hankell in der p, 70Si gottamiton Abhandlung 
wnteraucht. 

Man vurgl die goomofcriscben Krdrtorungen p. H76, 
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finden wir demnach. sofort als Coordinaten der fragliclien drei Centren: 

g^:0^:g^ = (a“ — a*“ — s-*“ + «““) 

^ ^ : (£2^ — -j- s—^^) : 

wobei a nach einander die drei Zahlwerte 1, 2, 4 annehnien soil. 
Umgekebrt werden durcb das unter (2) gescbriebene Perspectiyitats- 
centrum ausser den beiden Doppeltangenten (1) nocb zwei weitere 
hindurcbgeben. Wir finden, dass dieselben conjagiert imaginar aus- 
fallen; denn eine elementare Recbnung ergiebt als ibre Gleicbungen: 

Wir fanden oben (p. 378) ftir die einzelne Gq ein System yon 
vier Symmetrielinien, die sicb gegeniiber den Operationen der Gq ge- 
rade so yerbalten, wie die yier Symmetriekreise der Diederteilung 
n = Z bei den beziiglicben Verscbiebungen’ der Kugel in sicb. Geben 
wir yon den Symmetrielinien der ibrfen zugeordneten 

Doppeltangenten der fiber, so werden sicb dort entsprecbende Ver- 
haltnisse ffir die Collineationen der Gq zeigen. Pfir dieselbe baben wir 
erstlicb eine ausgezeichneto Doppeltangente, diejenige, welcbe wir 
scbon bisber der in der Gq entbaltenen Gq zugeordnet fanden, sodann 
aber drei gleichberechtigte Doppeltangenten, deren sechs Berfibrungs- 
punkte diejenigcn Punkte & sind, welcbe, auf der •^168 betrachtet, auf 
der ziir eben genannton ausgezcicbneten Doppeltangente geborenden 
Symmotriolinio golegen sind. Wir baben alsdann den Satz: Bei dm 
Collineationen der in liede stehendm Gq geM die ausgegeichnete Dopjoel- 
iangentc durchweg in sich selbst uber, wahrend sich die drei glsichierechr 
ligten Doppeltangenten auf'alU sechs Arten permtitieren. 

Um aucb bier ein Beispiel anzuffihren, so gebort zu der aus T 
und U entspringenden Gq als ausgezeicbnete Doppeltangente im Palle 
unserer Pigur die unendlich feme Gerade (2) p. 307, wabrend die drei 
reellon Doppeltangenten (3) p, 708 die drei gleicbbereobtigten sind. 
Man siebt in dor That in Pig. 103 p. 702 direct, wie sicb dieselben 
boi den seobs reellon Oollinoationen der unter einander permutieren. 
Multiplicioron wir die linken Seiten der dret Gleicbungen (3) p. 708 
mit einander, so kommt unter Portbebung des Factors — 7 : 

(4) «[«.*) -J- 5 “f- 6 1S0X0Q0^ = 0 

Diese Olmhmg wwd offenlar bei den OoUmeaUonen der Gq in sichUber- 

**•) Durcb die Punkte soil angedeutet werden, daas in der einzelnen Klammer 
neben jodes tbatsElcbllch aufgofUbrto OHed noob die beiden anderon zu eetzen sind, 
die au» ihm durob die Operationen tT und U'* entspringon* 
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gehen, imd es ivird ein Gleiclies aucli noch von der Gleiclmng gdten, die 
aus (4) dtirch Multiplication mil (2) p. 707 enispringt: 

(5) («/ + • •) + 6 + ■ •) + 1 1 V + ■ •) + 24^, (^1 4- . .) = 0. — 

An Vierergruppen gab es innerbalb der Crigs zwei Systome vou 
je sieben solchen unci es beteiligte sicbi die einzclue slots an 
einer einzelneu G,^ jedes Systems. Insgesamt ist also Fg mit weitcren 
Yier Operationeii cler Periode zwei vertauschbarj and das lieisst uuii 
offenbar geometrisch: Auf der cinselnen der ,21 l^erspectivitdtsa'xen liegen 
jedesmal vier JBerspecUvitdtsc&ntmf so dass unigelcelirt durch jedes Conirtmi 
vier solchc Axen gohen mussen, Greifen wir oine 9inzcluo Vierorgruppe 
auf, so werdon sicli die drei zugcborigen Axeii oifeubar zii eincm 
Droieck ziisammenlegen, iii deni jede Ecko das zur gegenuberliegondou 
Seite gelrorende Cenirum ist. Das Verlialten der Beiten dieses Droiecks 
gegeniiber den Operationen der wei’clen wir dem Verlialten der drei 
Symmetriekrcise der Viororteilmig (b7g, 22, p. 80) an die Beite zu 
stellen haben, Ohrigens werdcn sich die Axen imf Sivei Weism m 
jo sieben solchen Dreieclccn msammenorduen lasson, Dioso 2 • 7 Droieckc^ 
sind dann ibrerseits den 2*7 Okiaedergruppbu 0.^1, wclclio sick iuncr- 
halb der linden, in dem Sinno oindeutig zugeordnct, dass das 
eiuzelno Dreiock, als gauzes botracklot, boi den CollhLoatiouen seiner 

in sick libergelit; die Beiten des Drciecdcs werden sick daboi auf 
alio seeks mbglicken Weisen permutieron. 

Vor alloru aber ist es wichtig, betreIVs dor zwei Bystemti voii 
sieben Oktaedei'gruppcn nock die Iblgctide Ikstracktung <lurcfizu* 
ftiliren: Innerluilb dor einzcluen <"7^4 gbuclibereckiigie f/., 

enfcluilten, wclelio sick kei Transformation durck die Opt^raticmen der 
Wjj,, auf nllo 2d VV’(}iHou ponnuticron. (Bio ontHproclicn ja deii vier 
Wurleldiagonulen in der Oktaederconliguratioiu niul diene werden that- 
stichHck durck die Oktaedordrekungon auf alio Woison ponnutk^rtO 
Den 0.^ aber sind die Doppeltangonten der (t^ zngo()r(l^(^t; also der Baiz: 
Jeder OMaedergnippe 0.^^^ inncrhalb dor ist cm Qtmdrupol von 
Doppcltanyenlm migcordnel^ die sich boi don (Jollincationm der auf 
(Me M Weisen pmmticren. J)ic Dop^peUdngenkn (xbor lasson sich 
auf mei 'versohiedme Artm m je sieben Quadrupdln dieser Art anordnm, 
so dass die dnmolnc l)opf)dtangmtc jedesmal an eincm Qucxdrnpel dor einmt 
und an eincm Quadrwpel der andern Art teilnimniL 

C^bor die gogensoitigen Lagonmgflverkaitnisso dor Doppoltangenten 
einos oinzolnen sokkon Qimdrupels gowinnen wir nun kickt in folgender 
Woiso Aufsckluss: Wir greifen oino oinzolne Doppoltangento t auf, 
wolche im Sinno unsores sooben orhaltonon ResultatoB ssur gckoren. 
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Die zu t gehorende wird sich dann in der G^^ finden; entspringe 
diese G^ etwa aus F 3 . Auf t liegen insgesamt drei Perspectivitats- 
centra, und man beinerkt sofort^ dass die drei zugehorigen in G^^ 
enib alien sind''*‘). Die einzelne ist aber infolge der Structur der 
Oktaedergruppe nocL. mit einer zweiten G^ innerlialb der G^^ vertausch- 
bar, so dass durch das fragliche Centrum von Fg noch eine zweite 
Tangente des Quadrupels bindurcbzieM. Jetzt erinnern wir uns, dass 
durch dieses Centrum ausser t insgesamt noch drei Tangenten 
hindurclizielien, welcK^ letztere durch Ausiibung von und in 
tif bez. tip tip t'z ubergehen mogen. Dnser Quadrupel ist dann 

offenbar eines von den dreien: 

(6) {bj tip tip ti^p i= 1, 2^ 3. 

Aber eines von diesen Quadrupeln wird mit dem unter (5) gegebenen 
gleichbereclitigt sein und gebort wie jenes einem System von 28 gleich- 
bereclitigten Quadrupeln an. Die heiden dann noch lleilenden Quadrupel 
(0) sind mm olfenhar gcrade diejenigen leiden gesuchtenp an denen sich i 
belciligL 

Sollcn wir auch bier cin Beispiel durchreebnen, so wahlen wir 
otwa wieder fur t die unondlicb feme Doppeltangente unserer. Pigur 
und baben dersoibcn dann ersicbtlicb die boiden unter (3) p. 711 ge- 
gobonou Tripol zuznfiigen. Sind diese boiden Quadrupel etwa durch 
und dargostcllt, so finden wir nacb kurzer Ilecbnung 

filr Qt und Q't die ausfilbrliclion Gostalten: 

• Q, ^ ^ - (1 - -i i/7) + • ■) + + • •) 

(7) . ‘ — (£>! + ■ •), 

^ W 4- • 0 - (1 + 7) + . •) + H- • •) 

— A■!3^0^g^ 4 ) . 

IJiormit fhidot die geometrisohe Interpretation der Untergruppon 
der die sich also duroli blosse Benutzung der Doppeltangenten 

und Perspectivitatsaxon formulieron lilsst, ihron Abschluss. 

§ 8 . Dio drei Arten tou Kegelsolinittea dtixob. acb.t Funkte b. 

Dio llosultato unserer bisborigen TJntersuohungen tlber die Curve 
viertor Ordnung dor benutzejn wir jetzt zu einer Beihe femerer 
EntwioHmigen, welche uns spUtorhin namentlich ftlr die Betraebtung 
dor Itesolventeii des Galois'scbon Problems 168*“ Grades ntltzliob sein 
worden. 

•) Oa die Oktaedergruppe Uaterirtuppen onthait. 
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Wir greifen irgend vier Doppeltangenten unserer auf, multi- 
plicieren die linken Seiten Hirer Gleichungen mit einander and finden 
so das fragliche Quadrupel durcli eine Gleichung Tierten Grades dar- 
gestellt, die wir abkOrzend durch ^ = 0 bezeichnen. Dem Viereck 
g = 0 ist alsdann unsere Curve vierter Ordnung = 0 in dem 
Sinue eingesckrieben, dass die G4 jede Seite des Vierecks in zwei Punkten 
J berahrt. Aber man bemerke, dass in demselben Sinne ilberhaupt 
jede C4 des ganzen BGscbels 

( 1 ) Q + »«/■= 0 

dem fraglicbon Viereck eingeschrieben ist, indem sie gleichzeitig das 
Viereck. Q = 0 wieder in- den namlicben acht Punkten h bcrUbrt. 
Die Frage, die wir bier aufwerfen wollen, ist nun die, ob sicli vielkicbt 
im Bttscbel der Curven vierter Ordnung (1) doppclt zablende Kogel- 
scbnitte finden. Binfacb gezablt wfirde ein solcbcr Kegelsobnitt auf 
dem Viereck ^ = 0 die acbt in Rede stebendcn PuiJcto 1 aussohneiden*). 

Nun lemten wir im vorigen Paragraphen drei bosondero Systoiuo 
von Quadrupeln ^ kennen, doren erstes 28 gleicbborochtigto, doren 
letzte je sieben gleicbberecbtigte Quadrupel mnfasste. ALs Bcispicl 
ftir das erste System baben wir fOr Q === 0 die untor (5) p. 712 cx- 
plicite gegebene Gleicbung einzusetzen. Dieses spociellc Quadrupel 
bestobt aus den drei in Fig. 103 p. 702 sichtbaron reellen Doppoltan- 
genten im Verein mit dor unondliob fornen Ooradon dor Ebeno und 
ist der Gg der reellen Collineationen dor C4, in sich zugoorduet. Da 
baben wir nun in der Figur direct vor Augeu, dass im zugeliorigon 
Biischel der ein doppelt zahlondor Kegelsobnitt outbalton ist. In 
der That liegon ja die sccbs reellen Punkto 1, wio in dor Figur augo- 
deutet, auf einom Kroiso; dioser gebt danu von solbst durch die beidun 
in Betracbt kommonden imaginareu Punkle 6, welobo ja durch die 
beiden imaginareu Kreispunkto gobildet -worden. Die Ltecbnung bo- 
stStigt dieses Rosultat sofort. Die Gleicbung des Kegolschnitls werdon 
wir in der Gestalt: 

(2) -f- -f- c.!* -j- « r* -1- 4“ ^*1 ^a) ““ 0 

anzusetzon baben. Waiter tragon wir in (1) fttr Q und f ihro Auh- 
drttcke (5) p. 712 und (1) p. 70'l ein und baben dann k in solohor 
Weiso zu bestimmen, dass das Quadrat der liukon Seito 

*) Dio allgemoinore Thoorio dor Curven 4*** Ordntmg bolobrt nns, <1a«« die 

Frage des Teztes in dor That fdr Sid dor aus don Doppeltangonten nutotellon- 
den Quadrupel au bojahcn istj vorgl. a. IJ. Olebsoh-Lindemann, 

Uber Geomttrit, p. 8685 wir vorfolgen dies indes Im Texte nioht waiter. 
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von (2) wird. Das ist, wie man leicht ausrechnet, nur in einer Weise 
moglich, namlich fiir z = 6, a = 3 : 

§ -f- 6/*= + ^ 2 ^ + 0 ^^ + 3^1 ^2 ”1" 

Wir erhalten also in 

(3) 0^^ + 4. ^,^2 4. 3 (g^ ^g^g^^ g^g^ = 0 

einen Kegelschnitt durch die fraglich&n acht JPunJcte und dieser Kegel- 
sclinitt gehort naturlich seTbst wieder einem System von 28 be^Uglich der 
®i68 gl^'icliberecMigten KegelsckniUen an, 

NocIl selir viel folgenreiclier wird es^ wenn wir jetzt die beiden 
Systeme von je sieben Quadrupeln heranzieben, von denen die in (7) 
p. 713 gegebenen Qt und Qt Beispiele sind. Auch bier findet sicb im 
einzelnen Biiscbel der jedesmal ein doppelt zablender Kegelschnitt, 
indem wir z. B. 

Q,-(i _ iy7)f + 

sofort bestatigen. Die sieben gleicbberechtigten Kegelscbnitte geben 
aber axis einem unter ibnen durcb wiederbolte Anwendung der Opera- 
tion S bervor***). Also baben wir das nacbfolgende wichtige Eesultat 
zix formulieren: Die SO FunJcte der lassen $ich auf 0 toei verschiedene 
Arten 0 u je acht durch sieben gleichbercchligte Kegelschnitle ausschneiden, 
Dio KegelschniUo der einen Art sind gcgeben durch: 

(4) ^ "a* “ = 0, 

dirycnUjm dor cmderm Art durch,-. 

(5) s'‘0x + e*’'jS5,“ + ^ + d^''0^0^ ■=» 0 . 

Wio dio zulotet botraohteten Doppoltangentonquadrupel, so sind die 
2 • 7 fCegelschnitte (4) und (5) den 2 • 7 Oktaedergruppen eindeutig 
zugoordnet, und zwar so, daas der em 0 elne KegelschniU durch die M ColU- 
mationm seiner in sich dbergefiiShrt wird. Wir stellen uns aber Ijier 
sogleicb auf don nocli allgemeineren Standpunkt, dass wir die linken 
Soiten der Gleiobungen (4) und (6) als Modmlformen siebenter Stufe 
( — Dimension auffassen. Merken wir uns sogleioh fttr die spStere 

Anwendung, dass die einzolne dieser Forman im Polygon erstlich 
an bestimmten aoht mit <»■><■(> Squiyalenten Stellen je einfach, ausser- 
dom aber in alien Spitzen je aweifacb verschwindet**), sonst indessen 

•) Man bemerke, etwa, dass die Operationen 1, fif, £f*, S® ein Reprasen- 
tantensyetom fdr dio eugehOcige abgeben. 

**) Infolge der bessttgUoben Kigensobaft der 
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allenthalben endlicli und von Null verscliieden ist. Die einzelne 
unserer 2 • 7 Modulformen wird sich gegentiber den Operationen Hirer 
G21 je bis auf einen Factor reproducieren. Da indesseii die 
einer T4 und einer Fg zu erzeugen ist, welche in F4F2 eine Operation 
F3 liefern, so sielit man leicht, dass sich die fragliclie Form 'bei den 
24 Operationen his atif das Yormclien reprodnciert Wir werden spater 
leicht erkennen, dass sie iiberliaupt unverandert bleibt. 

§ 9. Die Beruhrungscurven dritter Ordming der Ausgezeiehnetes 

System derselben. 

Ein besonders iuteressanter Teil der Tlieoric der Curven viertor 
Ordnung handelt von den JSeruhmngscurvm dritter Ordmmg derselben**'). 
In der Absicbt, einzelne derselben fur unsere besondere 0,^ dor 
naber zu betracliten, brxngen wir vorab folgendo allgomcino Siitze in 
Erinnerung. 

Wird eine durch f —0 dargostellte 0^ von der dureli g = 0 go- 
gebenen Gq in seeks Punkten einfacli bertllirt, so neuiien \vir die (l^ 
eine Beriihrungseurvo der Fiir cine niclit zerfalloude koiinon 
wir stets Bertihrungseurven OJ) angeben; jedes boliobig aufgogrillVuie 
Tripel von Doppeltangonten bildot oino solcho. Abor os golingt loichii, 
von der einzelnen durch ^ — 0 dargostellton Bertlhrungs-C^ aus oin 
ganzes System von dorartigen Curven fttr die aulzustclloxu 
Es gehen namlich durch die sechs BerUhrungspunkte von g ^ i) ins- 
gesamt noch 00® Curven dritter Ordnung der Ebeno, da die oirjztdnc 
C3 erst durch neun ihrer Punkto bcsiinmit ist. l)iesc‘,s Systoni von 
00-* Curven dritter Ordnung sclmeidct ausscr don hocIih BorilhrungH- 
punkten von g — 0 die O4 noch in oo*^ fenieren Purikisoxlupeln, nnd 
jedes solcJic Hext'npal liefer ty wio wir b(diaupton, das By stem d<r Jiomlir 
rmgspmhlc filr eine gmmsse IkmihrungS’-O.^ dvr (Jnrvc wrier Ordmmg. 

Sei numlicli h 0 eino boliobigo upter den cx)'* Curven dritter 
Ordnung durch die sechs Borilhrungspunkte von g^^Oy so geht die 
durch 0 dargestollto durch die Hiimtlicbou zwblf Schnittpunktej 
Yon jT sa. 0 und ^ 0. Diosorhalb lasst sich verm’dgo cinor bokunnton 

Schlussweiso dor Qoometrio die liuko Soito der Qloichung A** »;.•«() in 
der Gestalt darsfcollen: 

(i) •/:+ B(«) 

wobei A und B ganzo homogene Functionon zwoiten boz. dritton CJradfia 

*) Man vergl, betroffs dewolben otwa OlobHoh-Jnndoaiatin, Vorl. fiber 
(Jeomtrie p. 8&B, Howio dio Kntwickhmgoa ttbe* WnMttlfMnctiouon dritter Ordnung in 
Wobor, TiKOfieder Md'sdtm FmalioMen em Gmehleehte 3 (HorUn, 187(1) p. 119. 
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der drei homogenen Goordinaten sind. Hier erblickt man nun aufs 
leichteste in B = 0 diejenige Beriilir-ungs-Cs; welclie im Sinue tinserer 
Behauptung zur Curve h = 0 gehort. 

Nebenlier bemerfcen wir^ dass es fiir eine insgesamt 64 ver- 
schiedene Systeme von je oo^ derartigen Beriilirungscurven giebt, 
36 von gerader, 28 von ungerader Charakteristik, wie man im An- 
schluss an die Theorie der zugehorigen ^-Functionen sagt*). Die 
28 Systeme der letzteren Art stehen zu den 28 Doppeltangenten der 
Cj^ in einer charakteristiscben Beziebung^ woruber man die angegebenen 
Litteraturnacliweise vergleicbeii wolle. Vor allem aber merken wir 
uns nocli den Satz: Zwei durch B = 0 und ^ = 0 dargestellte JBeriilh 
rungs geJiorm stets imd nur dann demseTben Systeme an^ wenn B 
und g einer Oleichung 
(2) Bg = h^—Af 

genilgen Mnncn odcr, was auf dasselbe hinausicommt, wenn die mblf He- 
riihrungspunhte von B = 0 und ^.=*0 auf einer Gurve drifter Ordnmtg 
}i = 0 liegen. 

Indein wir jotzt zu unserer speciellen 6 ^ der zurtLckkehren; 
bomerken wir, dass olfenbar aucb deren aclit Wendedreiccke als Be- 
ruhrungscurvon 63 aufgefasst worden k5nnen, vrobei dann die seeks 
lJor(ibrungsi)unkto jodor cinzolnen dieser Ourvon noch zu Paaren an 
drei Stollen c coincidioren* Diosen* besonderen Beriilirungscurven soil 
nun unsero lernoro Betrachtung gelten, lind wir versehen uns dem- 
nacli vor alien Diiigeu luit don Glcichungon dersolben. Als erstes 
Woiulodroieck nohmen wir etwa unser Coordinatendreieck der wel- 
ckos also durch 0 dargestellt ist. Ein zweites entspringt aus 

ilmx durcli die Operation aus dem so gewonnenen die iibrigen 
socks durch AusUbung dor Oporationen 8^ 8^. Um die ent- 

stohendon Fonuelu in bequemer Gestalt zu haben, echreiben wir 

A «. 7 

woboi dor Factor A linker Hand spiiterkin mit der Discriminante 
dor Modulfunotionen identisch gesotzt warden soil und zur Verein- 
faolumg woitorkin auftretendor Formeln aufgenommon wurdo. Wir 
sohroibon alsdann woitor Svipi) “T *^00 ( — wobei v 
die Zahlen 0, 1, . . (J durclilaufon soil. Bino kurze liechnung ergiebt: 

4 

Dioso Bystome dud zuorst von Hosee untorsacM worden; eieke deesen 
Abkandluttg: ihreAmmdung in d&r Mbmond&te 

mf Ourvm vkrter Ordnmg^ CrelloV.Tourn. lid. 4,9 (1855). Wogen der Bedebung 
ssu don Thotafunctionen vorgk CJebsoh; tJ'ber 4^ Amomdmg der AheVsohen 
in dmr ihom^rief Or. Jouru. Bd. CS (1804), sowie OlebBok-Xande-- 
mann und Wobor I 0 . 
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A 5'qq = “f” 7 ^2 ^4. ? 

(3) I A % jSi + £°’' («2® — 4 - £“’'(«/ — 

[ — 2 ; 
durch Nullsetzen dieser aeht Ausdriicke sind dann unsere acht Wende- 
dreiecke dargestellt. 

Fiigen wir gleicla nock an, dass diese acht Dreiecke ohne weiteres 
den acht gleickberechtigten halbmetacyclischen zugeordnet sind, 
wie wir denn schon wiederholt saken, dass , als Modnlform 

7*®’^ Stufe gedeutet, bei alien Operationen 

(^od.7) 

unverandert bleibt. Bei den 168 Collineationen der bilden die in 
Rede stehenden 8 Dreiecke eine Permutationsgruppe als deren 

Erzeugende wir nns merken: 

^«s (— <»2, ®i) = <»2),* 'iV(— Oa, (Oi) = <y_* (oj, Oa), 

wobei in den beiden reckis stehenden Gleichuugen die Indices mod. 7 
zu nekmen sind. 

Es drangt sick nunmekr die Frage auf, zu wieviel verscliiodoneu 
unter den 64 Systemen von Borlihrungs-Os die acht Wondodreiocko 
gehoren. jSie sind, bcMuptm mr, alle in dcm ndmliohen Hystemc onihalten. 
Wir zeigen dies okne weiteres, indem wir bemorkon, dass uiisere d die 
folgende Identitat befriedigen: 

(5) —Ia^oo •^^ 1 ’ = W(««)~ + 

h dabei abkiirzend in der Bedeutung gebraucki: 

(6) “f" “4" Hh • 

Es giebt also fiir unsere bosondero der is„ oin ausgezoicknctea 
System von Berakrungscurvon drittor Orduung**'), daHjenige, welches 
unsere acht Wendedreiocke in sick enthalt. Mn Hystem von Curvon 
drittor Ordnmg h^Q, das in seinmt haweglicMn OlchnUtjtmnkkn mit 
der C\ die JBeriihmngsjpmJctsciolupel fiir umer in itede skJiandes System 
von Beruhrmgs-G^ amschneidet, warden wir im AmahlmH an (5) eter- 
stellm durch: 

(7) h(ea) ■" V + • 

la der That bomerkt man sofoxt durch dirocto Xlechnuag, dass jedo 

und zwar von gorador Charaktoriitik, weil son«b ome der 28 Doppeltan- 
gonlen vor dea awderen auBgozoiobnet «oia milssto, waw, wio wit bol 

unserer Curve nioht der Pall Set. 
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der durcli (7) gegebenen cx>^ Curven dritter Ordnung mit unserer 
in den Eeken des Coordinatendreiecks der 0a^ wie es sein muss, je 
zwei Scbnittpunkte gemein hat. Die mr eimelnen Curve = 0 ger 

Jhorende Derukrungscurve dritter Ordnung ist dann durch 

(8) + • •) — + - 0 

— [(23^0^1 — + . .] = 0 

gegeheny wobei wir die fiir die linke Seite dieser Gleichung eingefuhrte 
Abkiirzung Ag in tJbereinstimmung mit Formel (5) wahlten. Wirk- 
lich zeigt man ja sofort durch directe Rechnung das identische Be- 
stehen der Gleichung: 

(9) — y Ad^ • Ag = — (k^^0^0^ + • f- 

Wie sich hier die Gleichungen (3) nnd (5) unter (7) nnd (8) sub- 
sumioren, wird man sofort iiberblicken. — Fiir Gleichung (7) machen 
wir ondlich noch die zusatzliche Bemerkung, dass wir natiirlich an 
Stelle von — 0 jedes der sieben anderen Wendedreiecke gerade 
so gut zum Ausgangspunkte fiir die Construction eines Netzes von Gj 
hatten machen konnen, das dieselben Punktsextupel auf der 0^ aus- 
schueidet wie (7). 

§ 10. Elinfiihrung des Hodulsystems der Ay. 

Dio Entwicklungen des voraufgehenden Paragraphen werden be- 
sonders folgenreich, falls wir die 0ct nun wieder als Moduln der 
siebonton Stufo ansohen pollen. Dieser Annahme gemass werden wir 
taa 0 zu sotzen haben, und damit entnehmen wir aus den Glei- 
chungon (5) und (9) des vorigen Paragraphen durch Wurzelziehung: 

(1) , VK-yK-iyi "^: ysz-vi-iVT-l- 

Bs aeigt sich soiiach, dass die Producte Ydx, -l/Sv, sowie ganz all- 
gemoin Ydeo 'Vff Moduln der siebenten Stufe sind. Da kafipfen wir 
nun unsoro woitoro Entwicklung an die Frage, ob vielleicht dasselbe 
von den Factoren Vd'oo , YK etc. einzeln gilt. Thatsachlich werden 
wir dieso Frage im bejahonden Sinne zu beantworten haben: Jf)ie frag- 
lichm Faotorm sind, auch eimeln genonmm, eindeuMge Modulformen, 
md mo/r aoldhe der 7*“ Stufe, welches letztere wir ttbrigens erst durch 
Aufnahmo des BestandteUs A in die Formeln des vorigen Paragraphen 
bowirkt haben. 

Die gesehehone Behauptung brauohen wir ersichtlich nur fiir eine 
einzelno unter den GrSsson YO) heweisen; damit 
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gilt sie dann zugleieL. fur alle. Wir gehen zu dem Ende auf die 
erste Formel (3) p. 718 zurttck und interpretieren im Anschluss an 
dieselbe als Modulform siebenter Stufe sechster Dimension, 

um insbesondere die Null- und Unstetigkeitspunkte derselben auf dem 
Polygon aufzuzahlen. Aber es ist erstlich jedes 8a im einzolnen 
Punkte c einfach Null, wahrend A dortselbst je siebenfach verschwindet. 
tiberdies kommen noch diejenigen zwolf Nullpunkte hinzu, "welche v.on 
den Schnittpunkten der mit herriihren. Bei der be- 

kannten Lage der letzfceren ziehen wir sogloich zusammenfassend den 
Schluss: wird in den 24 Puncten c je vierfach unendlich, aus- 

genommen die drei Eckpunkte des Wendedreiecks Ados =0, in wclchen 
letzteren die in Rede stehendc Grosso endlich und nicht-vorschwindend 
bleibt; das letztere gilt dann Ton zugloich in alien ubrigcn 

Punkten des Polygons F^ga- 

Wenn wir nun im Anschluss an dioso ’Dberlogung von 

durch Wurzelziehung zu 

( 2 ) 

fibergehen (welche Bezeiohnung wir an Stclle von l/do, eiufiihrmi), 
so haben wir damit nach bokannton Satzcn dne eindcuUge MoMform 
dritter dimension dcfmiort*), welche sich hoi Operationcn der lliiui)t- 
congruenzgruppo siebenter’ Stufe, vielloicht vom Zeichen abgosohen, 
reproduciert. Inzwisohen werdeu wir sp'iitor noch sohon, dass di<5 
Modulform Aq gegenttber don genannten Oporatiouon direct unvoriindort 
bleibt, und wir boneunen sic in dicsoni SiiuKs schou J(dzt als okmi 
Modxd der sidbrnteti iSlufe. Unter Vorbohalt <lioBos loi.zterou Nachw(UHes 
hat sich sonach unsero obige Hohaujitung betreffs dor Yff boatatigt, 
Etlr die niichstcn Entwicklungeu ist cs abrigena lunroichond, in 
und damit in den Yff tiborhaupt (oindoutige)Mod<dfornu!norkanntzu haben. 

Die Modulform A,,, mit dor wir uns jotzt woitor boKchilftigon, ist, 
wie aus der bishorigeu tJborlogung ohno woiteros horvorgoiit, in dan 
31 von dm Fchpmkten des Coordinaiendreiecks der vmrhiedmim 
Fmhten c je meif'aoh unendlicfi, in alien ■Ubrigm JMn/den der die 
drei riickstandigm IhmJcte c eint/cseJilossen, erwcM shh A„ mdlk-h und 
nidd-verschwindend. Foss Ag einer von adit tjldehbercehliykni Moduln 
ist, welcJie den acht Wmdedrcicckon und damit den aohl cMdmUg 
sugeordnet sind, wird man sogleicli ttborblickon. 

■») Man bomerlco is. B., dass nine Modiilfanction 7*^* Htnfo ist, weloho 
nur in den apitzon doa PolygonB 0 odor oo wird} dotngemRss l»t bokamitHoh 
(of. p. 0B9) j/AA,* Modulfanotion und also A„ Modulforin, 
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Weiter wird man es baldigst als fundamental anerkennen, wenn 
wir unter alien ferneren Moduln Yg gewisse drei naher in Betrackt 
ziehen, die wir etwa durcli Riickgang auf (8) p. 719 einfiihren. Indem 
wir = 1 , = 0 setzen , gewinnen wir in Yg - wiederum 

den Modul Aq. Nehmen wir jetzt ein zweites Mai = 1^ sodann — 
endlieh und jeweils die drei anderen Grossen versckwindend, 

so reihen sich dementsprechend dem Aq die drei weiteren Moduln an: 

(3) A. A._yS3^. 

Was zunachst die gruppentheoretiscke Stellung dieser Moduln angekt, 
so siekt man, dass sie sieli von einer Einlieitswurzel abgesehen gegen- 
iiber der Operation 8 reproducieren, durch U aber permutiert werden. 
Wir scliliessen sofort: Unsere Grossen gehoren einem System von 24: 
gleichherechtigten Moduln an, die sich in acM, den G^i zugeordnete Trijpel 
zerlegen. So gehoren die drei Moduln (3) mit Ay zur niimlichen G 21 . 

Die vier Grossen Ay sind bisher nur erst bis aufs Vorzeichen be- 
stimmt, und um in diesem Betracht eine besondere Auswalil zu treffen, 
werden wir vorab fiir A^ im Anschluss an (2) p. 702 die bci co = ioo 
gilltige Annaherung festsetzcn: 



wo oc die schon in den eben citierten Pormeln (2) p, 702 enthaltone 
nunierischo Constante ist. Eine analoge Fesisetzung fiir die drei 
anderen Ay abor mbge man aus den F^ormeln; 

^ ^ Ao ^4’ K ^1' Ao 

entnohmen. Diesolben entspringen aus (2) und (3) unfcer Rtlcksicht 
auf «*) ** 0 sehr leicht bis auf die Vorzeichen. Indem wir aber 
die letzteren wio in Formel (6) wahlcn, sind die Ay nun in der That 
ondgllltig bestimmt. 

Ihrorseits bojiutzon wir jetzt die l^ormeln (6) weiter, um bei dem 
bokannton Verhalton von A^^ und die Null- und Unstetigkoitspunkte 
der drei anderen Ay auf dem Polygon in Erfahrung zu bringen. Wir 
findon nach kurzer Betrachtung: In den l^mhien c wird Ay je doppelt 
unendlich, ausgmommm allcin die drei liJclcjpunkie de$ Coordinates^ 
dreieclcs^); Ay wird ndmlich im Pmhte Cy einfach 00, im FtmMe 
zweifaoh 00, wdhrend es im 'Pmlde c^y im Grade drei versohwindet 
In alien tlbrigon Punkten des Polygons ist aber Ay endlich und von 
Null versohicden. 

*) 0^ soil der Bertlhrimgspunkt der Tangonte 0 dor »ein, 

Modttlfunt^tiouon, 40 
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Eine nocli gleiehmassigere Auffassimg dieser Verbal tnisse bilden 
wir uns dadurch, dass wir die vier Moduln Ay in alien 24 Puntten c 
je mit einem zweifachen Unstetigkeitspunkte beliaftet denken. Man 
bemerkt sofort, dass bei dieser Auffassung jedes Ay insgesamt seeks 
Nullpunkte auf dem Polygon besitzt: und mvar liegen dieselim fur Aq 
0 u Taaren in den drei Funlcten Cyy wdlirend fur Ay {niit y — \ y 2, 4) 
ein NuUpimlct hei Cy, die uhrigen funf bei c^y verelnt liegen. Abgesehen 
yon den damit gekennzeiclmeten Null- und Unstetigkeitspunkten giebt 
es aber auf dem Polygon keine weiteren fiir unsere Modulformen Ay. 

Nunmelir biide man sicb mit beliobigen Oonstanten % den Ausdruck 

(6) + 5^2 A 2 + ^^A^ 

und dividiere selbigen durch. A^. Der Quotient wird cine algobraiscbe 
Function der darstellen, und zwar eine sololie mit soclis Unstetig- 
keitspunkten, sofern von Null verscliiedcn sind. Zugloicb 

bemerkt man, dass die fragliche Function nur dann mit eincr Con- 
stanten (namlicb 0 ) iclentisch sein kann, wenn alle vier % — () sind; 
die vier Ay sind also, wie wir sagen werden, linear-unabliangig. Jn (G) 
kaben wir demgemdss ein System vm 00 ** Moduln siehmter Stufe mil 
seeks beweglicken NullpmMen gewonnm^ \md let 0 tere J^unldsexiupel bilden 
(um die Bezeiclmungsweise von p. 5G2 u. f. zu brauclioii) eine oo^^-faehe 
YoUsekaar. Diese Schaar ist uns iiuaserst bekannt; indem wir nilmlicb 
auf Grund von ( 6 ) in dom mit Null identiscb gesetzten Ausdruck ((i) 
die A durch die 0oi ersetzen, gelangen wir zu dor unter (7) p. 718 go- 
gebenen Gleichung 7t(^a) «=» 0 zurtlck. Bei der Bedcutung dieser letztoron 
Gleichung folgt ohne weitercs: J)cw System der NuUpunhk von ((>) 
erscheint, auf der 64 beirachloly dircci mit den JJmihrmgspmMse^^^^ 
unseres ansgc 0 Gichnekn Systems d(r lkriihrungs-€,j^ idcntiscL Man wird 
os also als Zweek dor Einftlhrung des Modulsystenus dor bozeiebueu 
dilrfon, dass wir vormogo diosor Grossen die oft gonannto 
Schaar von BorUhrungHpunktsoxtupeln in der einracliston VVoisc, ullm- 
lich durch Nullsctzen des linoaron Ausdrucks ((>) zuv Darstolhmg bringen 
kBnnen. 

Von den mannigfachon, hierau knttpfendon Folgerungon bohaudeln 
wir zuvbrderst diejenigen, welcho uns zu don Formeln des vorigen 
Paragraphen zuriickftihren. 

§11. Bozlehungen aiwisohen yS und Ay. Dm Subatitutionfliayetom 

dor Ay. 

Naohtlom sioh soobon far die Durstdlung der oo^^-facdioii VolLscbaar 
der oft genannten Punktsoxtupol beroits die vier Qrtisien Ay als bin-* 



Ill, 6. Die Modulsysteme und der siebenten Stufe. 723 

reichend erwiesen haberi; zieKen wir eine beliebige nnter den Modul- 
formen heran. Die sechs Bertihrungspunkte der durch g — 0 ge- 
gebenen Berfihrungs-Gj (cf. Formal (1) p. 719) liefern die Nullpunkte 
der Form und letztere bilden also eines der Punktsysteme der 
gemeinten Scbaar. Hieraus entnimmt man miihelos, dass sich Yg 
in der Form (6) darstellen lassen muss, und in der That ziebt man aus 
den Formeln des vorletzten Paragraph en nach kurzer Rechnung: 

Vff = “1" 

Darin sind die speciellen Formeln enthalten 

(1) (y^=-'^y7Ao, 

l]/^= Ao + £-”A, + 6-*” A^, 


die ubrigens direct aus (5) p. 718 hervorgehen. Ihnen mfolge stellen 
sich die acht Grossen Yd in den mer Ay vermoge eines Jacobi' schen 
Schemas dar (cf. p. 645). Wie hbrigens beim tTbergange von d zu 
YS die Vorzeichen dieser Moduln siebenter Stufe gewahlt sind, geht 
aus den rechten Seiten der Gleiehungen (1) hervor. 

Durch zweckmassige Combination der Formeln (1) gelingt es, 
umgekohrt die Ay durch die Wurmln "j/d darmstellm, und zwar in der 
Iblgenden Weise: 

7 A, = 

'7A,- 

7A,=. 


wobei die Summenzeichen sich auf v beziehen und liber die Werte 
0, 1 , 2, • • •, G auszudehnen sind, Andrerseits kommen die folgenden 
filr die l/d bestehonden Identitiiten: 

(s) ^r^yjy^o. 

Gegenaber den liomogenen Modulsubstitutionen bilden die "j/d 
oino Permutationsgruppe, boi der jedooh auch Zeicbemprechsel der ein- 
aelnen Grbssen eintreten werden. Die Ordaung der so eutspringenden 
Qruppe wird Ubrigens aicbt 168, soudem 2 • 168 sein. In der That 
habon wir ja nun mit Modulformen img&rad&r Dimension zu than, die 
also bei Austlbung der homogenen Operation 27* einen Zeichenwechsel 
erfahren. Hiermit erhalten wir auf Grand der Formeln (2) und (1) 

4 , 6 * 
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zugleich iilber das Verhalten der Ay bei bomogenen Modulsubstitutiouen 
Aufsciluss. Ein transformiertes Ay drtteken wir bnear durob die per- 
matierten i. e. durcb die urspriiHglicbeu YS aus; letztere aber 

ersetzen wir nacb (1) durcb lineare Combinationen der ursprUng- 
licbeii Ay. Also der Satz: Die vier Modidn Ay r^roducieren sich gegm- 
iiber homogenen Modulsulstitutimen linear*). Bald warden sie aber im 
Gegensatg m dm Ha als Modulformen ‘mgerader Dimension cine guatemdre 
Substifutionsgrujc^ der Ordnung 2 • 168 bilden, die niit der homogenen 
Gi-us ?uiloedriseh isomorph ist**). 

Um das Substitutionssysfcem der Ay zu berecbnen, mbssen wir 
etwa die Wirbung der beiden in (1) und (2) p. 57 fixierten bomogenen 
Substitutionen S und T aaf die Ay bestimmen. Hier bietct zuuacbst S 
nicbt die geringste Scbwierigkeit. Da gegeniiber S inrariant ist, 
so bann. Aq bSobstens nocb einen Zeicbenwechsel erfahroii; indesseii 
wird, wie man nnter Gebrauob der ITiiberungsformel (4) p. 721 loicbt 
siebt, aueb Ag direct unTerilndert bleibcn. Nun cntspriugt welter das 
Verbalten von A^, A^, \ aus (5) p. 721 unter Beuutzung des ont- 
spreebenden Verbaltens der Sai wir finden zusainiuenlassoud: 

(4) St A; = A„, A,' = «-‘At, A.; = i-»Aa, A/ A^. 
Umgekebrt folgt bieraus untor Gebraueb von (1) filr die Y d : 

(5) S: l/d^ -= YK, t ■ 

Etwas nmstslndlicber ist dio Bestimmung dor quatorniiron Sub- 
stitution T. Wir sebreiben nns zuvorderst filr dio Wirbung von .7' 
auf aus (4) p. 718 die nacbfolgondon AnsEtzo ab; 

Yd'i <=« f'l y <)',J , (/ d/ e^Y ; Y ‘V ‘ Y d|, , 

woboi dio dio liedcutung von -f- 1 odor — I haboiK 3Iior inti, wio 
wir ssuwuchst boliauptoji^ Oj kw caw < 3 . Zum Bowoiho oaitiolimon 
wir aus (1) p. 725J und (5) p. 721: 



Dio Jinoato Eeprocluotiou dor Ay aich aucli aus unnorori bozfiglichou 
allgemeinon KrSrtorungon p, 564 u. t folgorn, Man bomorko, dio oo^^ftwsho 
Sobaar dor Nnllpunktsyatome von (6) p. 732, ala ausgos&oicknot, hid cloti 16B Coni'* 
neationon dor O 4 in oich ilborgoUt, 

•’**) Man boaobto bier allenibalbon dio Analogio den* gogonwHrUgon Kniwiok- 
lungon %XL donen Olbor dio fdnfto Biufo (p. 046 ti. f»). Wir wertUm auf dlnso Co- 
eiohtspunkt© am Sobksao dm folgentUm Kapltak im 55ommmo*ihang eingebon. 



Ill, 6. Die Modulsysteme nnd der siebenten Stnfe. 


725 


1 +6^+8- 


1 + & + J + J 

3^ -^2 

walirend wir auf der anderen Seite identiscla 

(8) ■ 

liaben. Jetzt setze man in der letzten Gleiclmng cj — ioOj wobei von 
den drei in (7) enthaltenen ^^^-Quotienten der zweite, in der 

bochsten Ordnung oo wird, so dass der Wert des Ansdrucks (7) ein- 
fach wird. Andrerseits gewinnt man aus (5) p. 705 fiir die in (6) 
enthaltenen die Proportion: 

_ s^): ^ B^) : {s — 

woraiis sich sofort berechnet: 

^ = + < = £ + 66, <=£<t + 6». 


S + S\ 


Also lauiot (8) I'iir co « ioo oxplicite 

1 + 6-1(6 + 6“) -H + fi*) + + 6*^) = - 7 • 


wo nun weiter (lurch Ausreolinung der liuken Seite (J^ = e entspringt. 
In gcuau analogcr Woiso lindet man e^==e und 6^ = 6. Den Wert 
von e al)cr hestimmt man auf Orund eiuer schon ofter durchge- 
ftthrten tbterlcgung durch die Fordcrung, dass 'ST erst sechsmal 
wiedorholt die Identitiit giebt. Es findot sich so (! = + I und damit 
als Permutation T der l/d in fertiger Form: 

fOl {VK'-^Vd'o, V^' 

^ 1 i/dv == , v^' = > y ^^' = A • 

Nun vorfahronwir nacb der obon angegebenen Vorsohrift. WirdrUoken 
A/ vermoge (2) und (0) in den ursprOnglichon Y'S aus und sodann 
dieso in don Ay. Nach fcurzer Rechnung finden wir fftr T: 

— »|/Ta„' ®=> Ao + Ai -f- Ajj + A4, 

> . r. — iyTK “• ^A(, 4- («® + e*'’)Ai + (s + e")Aii,4-(6*4- «“)A4; 
^ ^ * /7As' — 2Au + (e + «®)Ai + (f* + + fi®)Ai, 

i |/7A*' — 2A<, 4- (fi* 4- s®)Ai 4- (fi® + 4- C« +• e‘’)A4. 

In (4j und (10) zusammon haben wir jetzt die Jfh’fietiffmden der <jua- 
temUren SubsUMionsgrUjppe der Modidformen Ay. Es wttrde 
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keinerlei Scliwierigkeit haben, von bieraus die gesamte quaternare 
Gruppe in tibersicbtlicher Form berzustelleii. 

Hier besitzen wir mm alle Mittel, um in den Ay thatsachlich 
Moduln der siebenten Stufe zii erkennen. Wir werden die Erzeiigenden 
der homogenen Hauptcongruenzgruppe siebenter Stufe aus 8 und T 
aufbauen und vermbge (4) und (10) die Wirkung derselben auf die 
Ay berechnen. Die Ay erweisen sick direct als unvea*andert, wie man 
bei zweckmassigen Verfabren obne viel Recbnung sielit. Immerbin 
wollen wir dock bemerken^ dass uns spaterkin andere Mittel zur Ver- 
fugimg steben, in den Ay anf ganz directexn Wege Modulformen der 
siebenten Stufe zu erkennen. 

§ 12. Die Raumcxirve seobster Ordnung der Ay. 

tJnsere Untersuchungon iiber das Modulsystem der Ay orscheinen 
in einer besonders tibersichtlichen Gestalt, wcnn wir anf die Sckluss- 
satze des vorletzten Paragrapken die allgememon Erih'ternngen fiber 
Normalcurven p. 565 u. f. in Anweudung bringcm. Ini Sinne dicser 
Erbrternngen bilden die SyKstemo der Nullpunkte der Moduln ((*>) 
p. 722; wie wir sckon betontcn, einc oo’^-faclie Vollsckaar von Piuikt- 
sextupeln, und zwar sind die seeks Punkto diesor Bystomc obwo 
Ausnalime boweglich. Setzen wir also die Ay als komogono Ooordi- 
naten des Raiimes cracheint die JiiomanWactie Fldchc auf 

cine eigmtlich in diesem limme gclegmie Curve sechster Ordnung cindmUg 
lc0ogen, die wir hinfort ah die Oq der Ay hc 0 eichncn. 

Dber diose Curve ziekeu wir aus den voraufgelioudou Entwiok- 
limgen ohno weiteres die nacbfolgendon Biitze: Dio der Ay ist 
durck Vermittiung der^lticmann'sckon Macko eincleulig auC die 

64 dor 0a bezogcu; ibre rationale Darstollung erfiihrt d[i(^so Uoziehung 
durck die schon unter (5) p. 721 aufgestollton Formoln: 

' Ay 04 ^ ^ Ay 01 ^ Ay 0 ^ 

Eino dirocte Darstellung dor CJ, zu Uofern 'bohttlton wir hub fHr doii 
nachstea Paragrapliou vox. Die Og dor Aj, gclit durcU 1<)8 vorHchiodeno 
OollincationoD dos llauniOB Jig iu sicli tlbor. Diu Erzougendon dioBor 
Oollinoationsgruppe sind ia den Formoln (4) und (10) dos vorigon Pa- 
ragraphen gogobon. Auf die Zahl von KiH Oollineationou kommeu wir 
bier tlbrigons dosbalb zurQck, woil geometrisebo Bedeutung bei unserom 
Ansatze ja imr deit Quotienton dor Ay zukommt, und also oin gloich* 
zoitiger Zoiclienwoobsol dor Ay jeden Punkt des Jtg an seiner Stolle 
lasst. Dass endlioU die Punktsextupol, in welcben dio C 4 der von 
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den Beriihrungs-C^ des ausgezeiclineten Systems beruhrt wird, auf 
der Gq diejenigen Punktsysteme werden^ welcke durck die Ebenen 
des iJg der ky ,aiisgeselinitten werden, ist bei der Art, wie wir die 
Gq eingefdlirt baben, von vornkerein selbstverstandlick. 

Vor alien Dingen aber gestatten jetzt unsere Satze liber das Ver- 
sckwinden der Pormen Ay eine elegante Deutung. Die durck Aq = 0 
dargestellte Ebene wollen wir eine JECauptebme im Raume Bq der Ay 
nennen. Gegeniiber den 168 Collineationen giebt es dann insgesamt 
acht gleichberechtigte Hauptebenen, als deren Gleickungen wir ans 
den Pormeln (10) und (4) des vorigen Paragrapken 
(2) Ao = 0 , Ao + a-^'A, + a-^^A^ + ==: 0 

entnekmen. Die seeks Nullpunkte von Aq lagen zu Paaren vereint an 
den drei Stellen also der Satz: Jede der JSauptebenen be- 

rUhrt die Gq in drei getrennt liegenden PunMen^ tind die Gesamtheit der 
so e7zfs2)ringenden 3 • 8 JBeruhrungspunJete liefert uns direct das System 
der 24 Punhte c auf der Oq. 

Die durck Aji^ = 0 , A^ = 0 ^ A^^ = 0 dargestellten Ebenen des JBg 
sollen Nehencha^en genannt werden. Bei den 168 Collineationen ge- 
winnon wir dann insgesamt 24 Nebenebenen, die mit einander gleich- 
berochtigt sind, und deren Gleickungen wir miihelos aus (10) p. 725 
absekreiben konnten. Bei der Lage der Nullpunkte der einzelnen 
.Form Ay entspringt das Resuliat: Die eimelne Nebenebene hat an einer 
bestimmten Sidle c filnf consecutive Schnittpunktc mit der Gq gemein^ be- 
rUhrt letdere dasclbst also vicrfach, und schieidat alsdann noch einen 
wcitcrcn PunJet c auf der Gq aus. 

Im. Vorfolg dieses Satzes konamen wir fiir die 24 Nebenebenen 
zu oiner ganz analogen Anordnung, wie wir sie ftir die 24 Wende- 
tangenten der G^ der kennen lernten. Es zeigt sick, dass dem 
einzolnon von einer Hauptebene ausgoseknitteuen Tripel von Punkten c 
der Gq je ein Tripel von Nebenebenen zugeordnet ist. Selbiges bildet 
mit der bezliglichon Hauptebene oin Tdraeder^ umd dera/rtiger Tetraeder 
hdhen wir offmbar acht gleichberechtigte^ die den acht Ivalbmetacyclischcn 

in wohlbekanntcr Weise mgeordnet sind. Einos untor diesen Te- 
traedorn ist unser Ooordinatentotraoder der Ay, und letzteres wird in 
sick tlbergeftlhrt durck die der Operationen 

(.*}) (mod. 7). 

Einer im folgenden Paragraphen durehziiftlhrenden Anweadung 
wogcu Lduouuon •wir diejenigen Eokpuukte der in Rede stokonden 
Tetraeder, die deu Hanptekonen gogenttber liegen, als die acht Haupt- 
pmlte, walirond demgegenttber die 24 anderen Eckpunkte als die 
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24 NebenpmJite zu bezeichnen. sein wiirden. Die Coordinaten des dem 
Tetraeder der Ay angehorendea Hauptpunktes sind 

(4) Ao:Ai:Aa:A,i=l:0:0:0, 

die Coordinaten der sieben iibrigen Hauptpunkte berecbuen sicli von 
bier aus darcb zweckmassigen Gebrauch von (4) und (10) § 11 zu: 

(5) Ao : A, : A, : A, = 1 : 2a-^ : 2a-^- : 2a-<i- . 

Man bemerkt scbliesslicb obne weiteres, dass die 24 Nebenpunkte die 
Punkte 0 der Curve seehster Ordnuug sind, wilbrend die acbt Haupt- 
punkte iiberhaupt nicbt auf der Cg gelegen sind. 

g 13. Directe Darstellung der 0^■ der Ay. Die 6g als Kegelspitzenoiirve 
eines Biindels von Fiacben zwelter Ordnung. 

Wir baben bislang die 6^. der Ay nocb nicbt direct algebraiscb 
dargostellt und wollon jetzt zuni Schluss die Ableistung dicser Aufgabo 
im Zusammenbang mit ciuer sebr interessanton geoiuetriscbon Knt- 
wicklung bringen, wolcb’ letztere uns die eindeutige Boziebung der C,, 
der Ay auf die 0^ der «,« iu ganz neuem Liebto crscbeiiuiu 
Vorab entwickeln wir uns aus (1) p. 72() im Verein luit 
die folgondcn vier zwiseben den Modull'ormcn Ay idontiscb l;c'Hlelioudeii 
Rolatiouen: 

A,/ == A,AaA.i, 

AoA/ + A,A.i“ + A,A„“ « 0, 

AoA/ + AA^* + AA,^- f*, 

AgA,'^ + A.Aa'* + AAo' - 0. 

Dio orsto untor ilmoti ontspriugt aus (1) p. 72() direct,; ziir Abloitung 
der andorii drei llohitionen dividiore man f'ijs,,) “*= 0 dor Itoiho tia<-b 
dureb die drei Clieder von f und ersoizo die ^f|,-tiuoticuten aul' Cruiid 
von (1) p. 720 dureb die Ay. Dio Cloicbungen (I) werdoji wir als 
FlMim driller Ordmmg im llaumo dor Ay interpret, ieren uiid be- 
niorken, da$s die C',.. Ay auf jeder einssnlnm nnliir diemi Flaclu^i 
vollstimdig gekgm isi. Aber os outsi>ringt bier die Frage, ob die ({ 
dureb di'eso vier Flaohon rein ausgeschnitton wird oder nicbt. Dime 
bierflber auf diroctom Wege zu entseboidon, bringen wir bier viel- 
inohr die iu Aussiebt gonommone goomotrischo JfClutwickluiig, welcbo 
uns alsdann die Bntseboidung ttbor die aufgoworfene Frago an die 
Hand giobt*). 

•) Dio allgemoino Tboorio, auf wcloho wir bier Beaug nebmen, rflhrt von 
Houho her, der eio in don boidon Abhantllungon! Ohw Determ(*tmtm mti iAfe 
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Wir haben am Scblusse des Yorigen Paragraphen die Coordinaten 
der acht Hauptpunkte im Raume der Ay angegeben (Pormel (4) und 
(5) § 12) und stellen jetzt die Behauptung auf, doss diese acht Punhte 
die GnmdpitnJde eines JBilndels von Flcichen 0 weiter Ordnung sind- Ohne 
in diesem Betraclit allgemeine Satze als bekannt vorauszusetzen, geben 
wir vielmebr direct in: 

(2) 2AoA, -- ki = 0, 2AoA, - A/ = 0, 2AoA, - A,^ =0 

drei offenbar nicht demselben Biiscbel angeboren.de Flacben zweiter 
Ordnung, deren jede zufolge leicbter Recbnung durcb die samtlichen 
acbt Hauptpunkte hindurcbgeht. Indem wir also in den 0 ^ : 0 ^ : 0 ^ 
zunaclist nichts weiter als beliebig variabele Parameter sehen, haben 
wir in 

(3) ^i(2AoA, - A,0 + ^.(2 AoA, - A/) + - A,“) = 0 

direct das PUlchenbiindel bingeschrieben, dessen Existenz wir be- 
haupteten. 

Was die Gestalt der drei Placben (2) anlangt, so erkennt man 
in ihnon leicht Kegel 2*®“ Grades, welche bez. die drei unter den 
Ecken des Ooordinatentetraeders befindlicben Nebenpunkte zu Spitzen 
liabon, wahrcud sic im iibrigen jeweils die Haiiptebene A<j = 0 und 
oiuo der Ncbenebenen Ay «= 0 in charakteristisclier Weise beriibren. 
Im AtiscHuss hieran wollon wir jetzt ganz allgemein die unter den 
Hachon des Biindels (;i) befindliclion Kegel verfolgen. Damit wer- 
den wir, wie man gleich sehon wird, fiir 0 ^ : 0 ^ : 0 ^ cine Bedingung 
erbalten, so dass es ixn Bllndel (3) im ganzen 00 ^ Kegel giebt 
Was aber das Wichtigste ist, die Spitzen dieser Kegel werden im 
Raumo der Ay eine oinfacb unondliclio Mannigfaltigkeit d. i. eine Curve 
bilden. Wir bezoiclmon dieselbo als die 0 um liundel (3) gehorende 
Kegehj}U0mcwirvo. 

XJm die Gleicbungen der so gemeinten Curve 0 zu gewinnen, 
erinnorn wir daran, dass, falls F{hy) «« 0 einen Kegel darstellt, ftir 

'f) jli't 

dessen Spitze die vier Abloitungen C) zu gleiober Zeit ver- 

schwinden* Indem wir dioso vier Ableitungen ftir (3) bilden und mit 
Null identiseb setzen, entspringt das System der vier G’leiebungen: 

Amoendung in der Geometrie, thher DoppoXtmgentm der elemn Curve viericr Ord- 
mng, Or. Journal Bd. 49, 1866 entwiokelt hai Wir kleiden tlbrigens die Hosse'sobo 
Theoiie sogleiob in die Bezeiohnungsweison und yoraussetaungen ein, wie sie 
im Texte vorliegen. 
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(4) . 


“t" ^ 2^1 “f" ^ 4.^2 ^5 

— As + i®4 Ao = 0 } 


^lAo — ^2^4. = ^* 

TTier erhalten wir nun duroli Elimination der A die Discriminante 
von (3) in der Gestalt: 


(5) 


0 , 01, 02, 0i 

~^2> 0, 0 

^ 2 } ^ > ^4 > ^ 

^4, 0; 


= 0 . 


Wenn wir aber jetzt die 0a als homogene Coordinaten eiiier Ebene 
deuten, so stellt (5) eine Curve vierter Ordnung in diescr Ebene 
dar, und wir haben ohne weiteres den Satz: Jcde/>yi JPunJete difiner C^ 
mtspridit eindeutig ein JCegel (3) und damit ein JhwJit dor KcgeliipU0&nr 
ewrve 0 und umgelcehrt. Die Oleichnngen dicser letztei'cn Curve C abor 
entspringen einfach duroh Elimination der 0a aus (4) in Gestalt dor 
mit Null identisch gesetzten Matrix: 


( 6 ) 


A 4 , Ai , As 

> \) Ai 

As , 0 , Aj) 

As, -A 4 , 0 


0 , 


die wir also, ausfUhrlich geschriebon, in die vier Gloicliungen zu spalton 
haben: 


(7) 


0, 

Ao, ■ 

A| 


A/j 9 

Ao 

As 

— Ag j 

0, 

Ao 

-=0, 

0 , 

Afl, 

A. 

A(); 

A4, 

0 


Ao, 

A4 , 

0 

A4; 

Ai, 

Aa 


A4, 

Ao 

A2 

0, 

Ao, ■■ 

“A, 

-.0, 

-As, 

0, 

Ao 

Aij, 

0, 

Ao 


Ao, 

< 

1 

0 


Um jetzt zum Schluss zu kommon, reehnon wir uns die Dotormi* 
nanten (5) bez. (7) explioito aus. An Stolle von (5) erhalten wir: 

( 8 ) 0x^04, ■+• 04 0t + **" 0 . 

Also das liosultat; Die auf die Kegdsjritee/ncwve wcoftscltoeise eindeutig 
le 0 ogeM ebene C\ ist msere mlMsmnle O 4 der ««. Uoroehnen wir 
andrereeits die vior Gleichungon (7), wolohe die Kogelspitzencurve rein 
darstollon, ausfUhrlich, so kommeii wir gerade auf die vior Relationoa (i) 
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zuriick. Also das fernere Eesultat: Die Cq der Ay ist entweder ein 
Destandteil der Kegelsj^itzenmrve oder mit der letzteren geradezu identisch, 
je nachdem die vier Gleichungen (1) zur Darstellung der Gq nock nickt 
hinreicliefiid sind oder diese Curve rein darsfellen. Von diesen beiden 
Fallen ist jedoch nur der letztere moglicb, denn die Kegelspitzencurve 
ist ja durch Vermittlung der C4 der Za auf die Cq der Ay wechselweise 
eindeutig bezogen*). Somit ist unsere Curve sechster Ordnung der Ay 
die Kegelsjgitzencu,rve des Bimdels (3) von Fldcken zweiter Ordnung, und 
als solche wird sie durcJi die jRelationen (1) rein dargestellL 

Die gegenseitige Beziebung der beiderlei Curven auf einander 
kann man jetzt leicht durch Auflosung der Gleichungen (4) darstellen, 
Wir konnen offenbar die Ay auf vier verschiedene Arten mit ganzen 
rational en Punctionen dritten Grades der Za proportional setzen, wie 
wir umgekehrt die Za auf sechsfache Weise mit ganzen rationalen 
Punctionen zweiten Grades der Ay proportional finden. Aber alle diese 
Proportionen lasseu sich vermoge (1) und (7) aus (1) p. 726 herleiten, 
briugen uns also nichts Neues. 


Die Theorie der Modulsysteme Zu und Ay der siebenten Stufe 
scliliessen wir hiermit ab; sie wird sich in der vorgelegten Form als 
vblllg ausroichend ftir die Behandlung des bezuglichen Galois'schen 
Problems crweisen. 

*) Man kann tibrigona den nllmlichen Schlnss auoh dadurch ziehen, dass 
man durch zwockmilBsige Untersuohnng der Gleichungen (C) in der Kegelspitzen- 
cnrvo eino llaumourve sechater Ordnung erkennt. 



Siebentes Kapitel. 

Das Galois’sche ProMein 168^“ Grades mid seine Resolveiiteii 
gton 7 te» (}i*a4es. — Sclilussbemerkuii^eii. 

Die ausfiilarliche Begriindung der zur Stufe q — 1 gehorcndon 
Modulsysteme und Ay, die wir im vorigcn Kapitel gaben, gestattefc 
uns jetzt, verbaltnismassig mulielos das Galois^scho Problera 108*'*^“ 
Grades anzusetzen, welcbes zur Hauptcongruenzgruppe gobbrfc. 
Sofern wir nur auf die Primzahlstufen soben, ist dieses Problem das 
uaebste iu dor Reibe der Problcme, die sicb an das Ikosacdorproblem 
(g ss 6) anreihen, Wie iibrigens dort zur expliciton Keiintnisnabmo 
der Ikosaedergleichung eino lleihe imarumtentheorelischer Scblilsso 
diente („Ikos/^ p. 5G), so werdon wir auf ganz analogom Wege aucb 
bier bei dor Glcicbung Grades verfabron. Dio Zorlegung (bir 

ondlicben Om? wir sio frtibor koimen lernten, giebt uns alsdunu 
weiter den (yberblick Ubor die liesolvcntmt dos in Rode stcdionden (bi- 
lois’scben Problems. Von dieson ltesolv,onteu werdeu wir zur oxplicitini 
Untersuebung iiattlrlicb nur die niedorsteu horanzieben. Eh ihI dan 
erstens eino solcho vom Grade aebt, diojenigo nlimliob, woIcIkj den 
aebt gleichborecbtigion lialbmetaoycliHcbon Gjji ontHpricdi L Sodann 
haben wir don zwei Hystemon von je smbon gleicbb(U’ocbligien 
ontspreebend zwei .RcHolvonfceu siobcuten (hiides, uiul die Exinleuz 
dieser Resolvontou giebt dem Galois'scben Satzo (p. 490) zuiblgo der 
Stufe ^ 7 das besoudero luteresHO, wclcbes diesclbo vor der allge- 

meinen Primzablstufe (j> II vorausbai 

§ 1. Die droi Covarianton dor tomllron biquadratiscben Form /'(^«). 

tJnsero biquadratisobo tornare Eorm 

(1) /■(««) — 

geht^, wi<) wir obon (p. 702) fatiden, boi AuHlibung dor 108 lornareii 
jJo'Substitutionon (7) j>. 705, welcho dio Dotonuiiianlo Eins hattori, 
unyeriindert in Midi selbst flber; dabei donktm wir fortan, wio gloidi 
Itetont scin mag, dio drei »ls unabhiingig vorSndorlicho (jlrOHnou 
uud werdon diosolben ornt wiodor in § 2, indoni wir /"mO st^tsson, mit 
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unseren Moduln dftr Stufe identificieren. Nacli den Elementen der 
Invariantentheorie wird notwendig jede mit f{pc) covariante Form gleieb- 
falls bei den 168 Substitutionen der 8a nnverandert erhalten bleiben. 
Indem wir also die beziiglicben Hiilfsmittel der Invariantentheorie zur 
Yerwendung bringen, werden wir von ans neue Pormen kennen 

lernen, welche die in Rede stehende Eigenschaft mit f{8o) teilen. 

Eine Covariante von f(8o^ ist aber erstlich die Hesse^sche Deter- 
minante der Form fiir welche wir die Bezeichnung einfithren wollen- 

d'^f SV 

dy ^ 

^y. ^ 

Der Factor 54 ist linker Hand aufgenommen, damit X(^a) in ansge- 
rechneter Form moglichst einfach ausfallt. Man findet namlich nach 
kurzer Zwischenrechnung: 

(3) X(4!i , V’ — • 

Um sogleieh von dor goometrisolien Bedeutung der durch X(£a)==0 
dargostellton Cg zu handeln, insoweit wir dieselbe nStig haben, so 
wolle man zunacbst durck eine leickte liechnung zeigen, dass diese 
jedonfalls die der nickt als eineu Beatandteil entkalt. Demgemass 
wird die Oq auf der eiu System von 24 Panktcn aussckneiden, und 
dieses Punktsystem muss ersicktlich durch alio 168 Collineationen in sick 
ttbergefiilirt worden. Es giobt aber auf unsorer C^ nach der p. 696 durch- 
gofiihrton "Oberlegung nur ein einziges dorartiges Punktsystem, nam- 
lioh das der Punkto a. Also kaben wir den Satz: Die durch NuUsetem 


(2) 64X(Zi, Zj, 5i)== 


der Form (3) gegdfme cbme Curve sechstor Ordnung schneidet auf der 
0^ der ga die M FunJdc e (ms (was ttbrigons auf cincn wohlbekanntea 
Satz auH dor analytisckon Ooometrie zurttckkommt). 

Des forneren bilden wir uns etwa die Covariante: 



aV 

&v„. 


dx 


Vs,*’ 

ds, Vst ’ 


SZi 


. 'tf 

8V 

dy_ 

ax 

9<l)(<i„ gt, «*)« 

ds]t‘ds,’ 




'f.L. 

d*f 

dx 


de^Vst ’ 

ds'ids,,’ 


'dZi 


0X 



0 


W,’ 




doren ausgerocknote Gestalt*) die nachfolgende ist: 


*) Die auegereohneto Form der Covariante d>, eowie des soglaich anzogaben- 
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(5) +3750^0,W(KW+--) + + 126 • •) . 


Hier sieht maa wieder direct, dass < 1 > jedenfalls nicht die Form f(sct) 
als Factor entlialt, und dass demgemass die durch O =« 0 dargestellte 
Curve vierzehnter Ordnung die der 0qi nicht als Bestandteil enthiilt. 
Die 0^4^ wird also die in einem gegenUber der invarianten 
System von 56 Punkten scbneiden, unci dass dieses nur aus den Punkten 
I der (7^ bestehen kann, ist von p. 690 her bekannt. Also der Satz: 
Die durch 0 = 0 dargestellte schneidet auf der ( 7 ^ die 60 PunJcte 6 , 
d, L die Beruhnmgspmhte der 28 Doppeltangenten aus. 

Urn in ahnlicher Weise endlich auch noch die 84 sextactischen 
Punkte der O 4 zu erledigen, werden wir nach einer Oovariante 
Grades in den 0a suchen. In der That findet sick eine solcho in der 
Pauctionaldeterminante von /, X, 0: 


( 6 ) 




d± 

S<P 

dx 

dSi ’ 

d'el’ 


»/• 

t)<P 

dX 

hs,’ 

ilz,’ 

dCs 

df 

f)<t> 

px 

dsl> 

r«? 



welche in ausgerechneter Form so lautet: 

— 308 •■)-- 57 280(«i‘^ v+ ”) 

+40J . .) + G370,%WW+ • ■) 

+ 7007V^'/;?/’(V«,+ -0 — 10010VVV(ifi“«/ + ■•) ' 


-f- 0 -^ 0 ^ 04 ^ , 


Da auch Y offenbar nicht den I'^actor f(0a) cntlmlt, ho HchliesHon wir 
in tlblichor Woise: Die durch *»» 0 dargcMUe chme 6 ^^ (die tlbrigenn 
nichts anderes als das Aggrogat der 2 1 Porspectiviillisaxen darHielli) 
schneidet mf d^r O 4 der 0 ^ die 84 saetaoUschm Pmhk a am^). 


den M' ist von Hrn. G or dan vereifontlicht wordon; man Hche desficm Arbtntj ffher 
die typiacihe Daratellmg der iermlren hiquadraiuchen Fom Math. Amu Ikl. 17 
p. (1880). In don Pormoln (5) u. h. w. dcs Toxtos bnngtm wir ClbrigouH eine 
schon von p. 7X1 gewohnte Abktoung in Anwendung* 

*) liJs vordiont bonaorkt zn wordon, dass f, d), Y, X das zur Form /'gehdrendo 
„volle Formonsystem** bilden, soforn wir uns nur anf Punktcoordlnaten be- 
Bobrtlnkenj vergl. tlberall dio grundlogendo Arbeit von Klein (Math. Ann. B<L14, 
bier Hpooiell p. 448). Fdhrt man auoh hinionooordinaten Ua ein, so wJloh«t der 
Kreifl dor Formen nioht unbotrUohtlioh, <£ Gordan; Cber dm tfoUe Fcrmemyatm 
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§ 2. Die <t>, M^, X als Modulfornien. erster Stufe. rormulieriing des 
Gralois’sehen ProTblems 168®^®“ Gtrades. 

Nunmelir legen wir den Za wieder ihre Bedeutung als Modul- 
formen der siebenten Siufe bei. Alsdann wird mit Null identisek 
sein, wahrend X(^«), Modulformen der J)imm^sionen { — 12)^ 

( — 28) und ( — 42) werden^ die gegenuber alien homogenen Modulsubsti- 
tutionen unverdndert bleihen und demgemdss der ersten Stufe angehoren, 
Es gelingt nun sofort, iiber das Verschwiuden und Unendlicbwerden 
dieser Moduln erster Stufe auf Grund der beziiglicben Satze iiber die 
eine Reihe von Angaben zu niachen. Wir gelangen so insbesondere 
zur Kenntnis der Beziehuiigen, durch welche die X an die Modub 

formen ^ 3 , A gekettet sind. , 

Um mit X zu beginnen, so baben wir da erstlicb diejenigen Null- 
punk te nambaft zu maohen, welche wir in den Schnittpunkten der 
Curve X «= 0 mit der der Ha vor Augen haben. Es sind das 24 
einfaohe Nullpunkte von X, die sich auf die 24 Punkte c der Plache 
verteilen. Dariiber hinaus aber miissen wir beachten, dass die 
iibereinstimmend in den Punkten c der je einfach Null sind 
(cf. p. 094), und dass X in den z homogen in 6*®^ Dimension ist. Wir 
bcinerken, dass hiernach in jedem Punkte c fiir X noch je seeks einfaohe 
Nullpunkte hinzukommen, und linden ‘so den Satz: Die Modulforxa erster 
Stufe X wird im einzelnen Punkte c des Polygons je siebenfach 
zu Null und ist sonst allenthalben endlich und von Null verschieden. 
Auf dem Polygon erster Stufe d. i. im Ausgangsdreieck betrachtet 
wird also X in der Ecke <D«=»ioo einfach Null und ist sonst endlich 
und von Null verschieden. Genau dasselbe haben wir seiner Zeit von 
A konnon gelornt (p. 128 u. f.) und finden jetzt (da beide Grossen von 
der gloichon Dimension in den ojj^, co^ sind) in X : A eine Modul- 
fmcHon erster Stufe, die im Ausgangsdreieck allenthalben endlich und 
von Null verschieden ist. Nach bekannten Satzen ist eine derartige 
Punction mit einer Oonstanten identisch, womit wir den Ansatz ge- 
wonnon haben: X — Cj^A. 

Eine vOllig analoge tfberlegung erweist sich auf <l> und V an- 

der iernikm higucLdratiecbm Form Math. Ann- Bd. 17 p. 217 (1880). Als 

ein wichtigee Eosultab letzterer Abhandluog erwahnen wir noob, dass es Hrn. Gordan 
gelungen ist, den besonderen Charakter der biciuadratisohen Form fQsa) vor der 
allgomoinou biqaadratischen tendHren Form auf rein invariantentheoretischom 

Wego «u iixieren, Ist tp mm so ist SO die not- 

wondigo und hinreiohondo Bedingung (cf. Hath. Ann. Bd. 17, p. 227). 
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•wendbar. Indem wir dieselbe nicht nocli besonders durcbfuhren, 
scbreiben wir sogleicb zusammenfassend den Ansatz auf: 

(1) X = qA , <t> = , v = 63^8 A» . 


Um bier die Factoren c zu bestimnien, berecbnen wir zuvorderst 
die Annalierungen der letzten Formeln bei co = i 00 ^ indem wir nns 
zu dem Bnde fiir die von (2) p. 702 die Naherungswerte 



beranbolen. Unter dieser Voraussetzung bestimmt man Iciclit aus 
den Formeln des vorigen Paragrapben einige Anfangsglieder der 
Reibenentwicldungen fur cb, V, X: 


( 3 ) 


0 = ici* 4 - 234x'» + 

" Vj/ n= y# — 5] B JC » + 


Indem wir stots nur die crwten Glieder bonutzen und tlbrigons far 
Qqj a die Formeln (3) p. 613 vorwerton, orhiilt man eofort: 

4 

37 

q=s=a Cjj Cg *** * 

Da ist nun nocb % selbst zu bostimmen, zu wxdclicin Bade man die 
Relation mit Udlfe dor soebon gowonncvuea Worto 

von Cij in 

(4) 

umrccbnon wolle, AIh JNiilunniugvSwort der liiiken Hoitc liadet nicli 

Us) 

vermoge (3) eogleicli — wilbroad die recbte Beito von (4) 

m 7 

— 12‘*«** ergiobt. Man siobt, dann 1 seiri uiuhh, imd folgort 

daraus sc 1 , da man in dor That aun Biltzon den vorigen Ktipitolw 

loicht ontnimmt; dass die Factoren sc, sc“ in (2) notwondig recll niml 
So Iiabm wir an S telle von (2) mdgiUtig: 



unil gewinnen damit mgldch ah IHatUmm mhcfien 0, X 
md g^^ A andrmdts: 
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(6) 0=12^,A^ ¥=216psA^ X= — A, 

wdhrend wir endlich dls eine mvisclien den cl>^ und X besteliende Bela- 
tion aus (4) die naclifolgende entnehmen^): 

(7) ct>3 — ^2 ^ 1728 X^= 0 . 

Im Anschluss an die Gleicliungen (6) kann man jetzt das Galois- 
scke Problem 168®^®*^ Grades in formentheoretiselier Gestalt wie folgt de- 
finieren: E$ sind g^^ A ihrer Belation gemdss numet'isch gegeben; 
man verlangt aus den Gleicliungen (6), denen wir auch nock die Gleiclnmg 
kinmmfugen lidbeny die 0 ugelmrigmi Losmigssysteme 0 ^^ 02 ? 

0U berecknen, Wir konneu diese Aufgabe kurz als das Formenproblem 
der 0ct bezeichnen. Um aber unser Problem in fimctionentkeoretiscker 
Gestalt auszusprecben, setzen wir etwa — ^4.= !, wobei 

die Pormeln (6) und fi^o^ — 0 die folgenden Gleicliungen liefern: 

(8J = y, 1); - 1728 y, 1), 

(9) x^ + xy^ + y = 0. 

Unser GhickungsproUem 168®*®*^ Grades ist nuu; bei gegebenem J aus diesen 
Gicickungen die 0 ugekdrigen Lbsungssysteme x, y m hereclinen. 

Im Gegensatz zu den bei ^ = 5, 4 u. s. w. eintretenden Problemon 
gehbrt das Formenproblem der 0oc. keineswegs dem doppelten^ sondem 
vielmelir demselben Grade an, wie das Gleichungwsproblem (der librigens 
leiclit aucb durcli directo Botraclitung der soebon angegebenen Formeln 
zu 1()8 bowtimmt wircl). Es ist dieser Umstand naturlicb in der geradmi 
Dimension der Moduln begrtindet, oder auch darin, dass die Zabl 
der homogenen Substitutionen der 0a ebenso gross (=168) ist, wie 
die Zalxl der nicht-homogenen. 

§ 3, Das Problem der Ay ErwUhnung dor erweitorten trobleme* 

llosultato, wio wir sio in den beiden voraufgohenden Paragrapben 
ftir die 0 ^ gewonnen haben, lassen sick bis zu einem gewisson Grade 
aucb beiui Modulsystem der Ay aufstellen. Es tritt da yororst die Frage 
ein, ob sieh ahnlich wie in der Ebene der 0a bei der O4 yielleicbt im 

*) Dieser Formol onieprlobt cine Idontitiit zwiscben doe droi Fomen /, d), ¥, X 
der unabMngigen Yanabelen 0 ^, 0 ^, wolche von Gotdanim 17* Bande der 
Math, Ann* p. $71 erplioite berechnet wurde und so lautet: 

0)8+ 1728X^-- 88iy*X4>*+ 16 * 68*7X^0+17 • 266**r0 

128 ® 460*^V9X»+ 48 * 612*Y®X« — 2048*Y‘^X ; 

hier ist * die ih 788 (Anm.) deflwSorte Invariante. 

Kldizi-^rlolfiOy ModulTuncUouon* 47 
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Raume der Ay Flaclien angeben lassen, welcbe auf der der Ay die 
besonderen Systeme der Punkte a, h, c rein ausscbneiden. Da ist 
denn sogleicb zu sehen: Filr die 56 Punkte 5 ist dies sicber urnnog- 
lich, aus dem einfacben Grunde, weil 56 nicbt durcb 6 teilbar ist. 
Dagegen werden wir versucben wollen, die 24 Punkte e durcb eine 
Placbe vierter Ordnung X'(Ay) = 0, sowie die 84 Punkte a durcb eine 
Placbe vimeJmter Ordnung 'K'(Ay) = 0 rein auszuscbneiden, und es 
wird uns das in der That obne Miihe gelingen. 

Wofem diese Pliicben wirklicb existieren sollten, knflpfen wir an 
ibre Gleicbungen vorab die folgende Entwicklung. Indem wir den Ay 
ibre Bedeutung als Moduln siebenter Stufe dritter Dimension wieder- 
geben, erhmnen wir (gerade wie Torbiu in 4>(^fo) etc.) nun in X'(Ay) 
wnd H''(Ay) Modulformen erster Simfe und 12*'" hee. 42*“ Dimension. 
Dabei konnen wir wieder die Null- und Unstetigkeitspunkte dioser 
Moduln obne weiteres angeben, wie wir etwa far X'(Ay) explioito durcb- 
fabren. Zunaebat baben wir von den Sebnittpunkten der mit dor 
Placbe X' => 0 ber 24 einfacbe Nullpunkte, die sicb auf die 24 Punkte o 
des Polygons verteilen. tjberdiea abet werden alio Ay in don Punkton c 
jeweils doppelt unendlicb (of. p. 722); und wir zieben daraua zusauuuen- 
fassend dio Folgerung, dass X'(Ay) in den Punkten c jeweils siobonfacb 
unendlicb wird, wabrend dieso QrSsso sonst im allontbalbim eudlicb 
und nicbt- versebwindend ist. Gonau dasselbo gilt von A"*, weim wir 
diesen Modul auf der Flacbo betruebton. Da zudem X^ • A von 
nullter Dimension ist, so erkennt man in diosom Producto obne weiteres 
eine Constante. Eine ahnlicbo Schlussfolgerung wird man loicht Jilr 
Y' durcbfttbron imd gewinnt damit die Ansutzo: 

(1) X'(Ay) = |, Y'(Ar)-^^- 

Dio fraglioben Fliicbon vierter und vierzebnter Ordnung werden 
wir nun tbatsiicblicb obne MUlie durcb llUckgang auf dio Modulfortn A,, 
gowinnen konnen. Wir bosaason in — eine unter acM gleicb- 
beroebtigten Modulfonnen, dio insgesaint gegobon waron durcb: 

(2) —7 A,,*, (A„4-£-*'A, + r-*>’A*-ffi“‘-A)*, v-»0,l,2, 0. 

Qegenabor den 2 ■ 168 quatorniiren Ay-Subslitutionen werden sicb diese 
acht GrJlssen unter einandor pcrniutieron, und os uiush domnoch jode 
symmotrisobe Function dor leizteren bei den fraglioben Substitutionen 
unverandert bloiben. Man bilde in diesem Sinuo die beidon nadi- 
folgenden symmotrisebon Verbindungen von (2), dio wir sogloiob mit 
dor obon bereits oingofabrton lienennung X', Y' bolegon: 
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( 28 X' (A,) =49 Ao* (A, + a—A, + + a-^^'A^)*, oder 

(3) \ V 

I X'(Aj,) = 2Ao^ + 6A,AiA,A^ + A,»A^ + A/A^ + A,*A„ ' 
und andrerseits: 

(4) 7 Y'(Ay) 7^A„>‘i (A, + a— A, + a-^-A^ + a-*”A,)«, 

V 

wobei wir die ausgerechnete Gestalt von H'' bier nieht angeben, da 
dieselbe etwas umfanglich ausfallt*^). Diese aus den Modniformen 
siebenter Stufe zusammengesetzten Ausdriicke ‘X' nnd konnen nun 
jedenfalls nicht mit Null identisch sein. Indem wir namlieh fiir die 
Ay bei CO == ioo naclitraglicb. die Nakerungsformeln verificieren: 


1 



findcn wir nach leickter Zwisohenreclinuug als Anfangsglieder der bei 
m — ioo giiltigen Reihenentwicklungen von X' und Y': 



Auf Grand diesor Cberlegung besitzen wir in X' und Y" in der That 
zwei nicht-vorscliwindendc Modulformen der ersten Stufe, 

Nun wollo man andrerseits wieder den Itaum 11^ der Ay horaii- 
ziehen und in diesem die Gloiclmngen X'(Ay) = 0; Y'(Ay) = 0 als 
Flaclic vierter bez. vierzehnter Ordnung deuten. Die der Ay kann 
nicht vollstandig auf diesen Fliichen gelegen sein (weil sonst X', Y', 
als Modulformen gedeutet, identisch vorschwinden miisstea)^ vielmehr 
wird sie von ersterer Flilche in 24, von letzterer in 84 Punkten ge- 
schnitten, und dass diese Punktsysteme unsere wohlbekannten Punkte 
c und a sind, folgorn wir duroh eine oft vollzogene Schlussweise. Die 
am Anfang dos Paragraphon gesuchten Pltlohen werdon also thatsach- 
Ueh durch Nullsetzen der Ausdrtlcke (3) und (4) geliefert. 

Betraohten wir jetzt wieder oig als unabhangige Variabele, 
so benutze man zur expliciten Berechnung der Pormein (1) die An- 
ntiherungon (d) bei m — ioo- Vnter EUcJcsicht mf (3) p. 613 flndet 
$ich ah DarMlung vm Y und X in md A: 


Man vergl. jedoch das Ka^here tlber. die ausfdbrliohe Gestalt von (i) in 
der hiov in Betracht kommendon Abhandlnng Brioschi^s: tl7>6r die JacoMsche 
M<HhdargMdimg vom adhkn Grade, Math, Ann. Bd, 15 (1879). 


47>f» 
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(7) X'(A,) = -i, = 

damii ist J als 168-werUge Function auf der Cq dargestellt durclii 

(8) e7“ — 1 = 1728X^ 

und wird also durch ein Fldchenbiischel 28®*°* Ordnung rein mm Aus- 
sclmitt gehracht 

Die Grossen Ay auch ferner noch als Modulformen siebenter 
Stufe gedacht, knupfen wir jetzt an (8) den Ausspruch des Grleiclmngs- 
problems der Ay: Fs ist uns J seinem Zahkoerte nach gegebcn, wir ver- 
langen unter BeruclcsicMigung der JRelationen (1) p. 728 aus (8) die Vcr- 
hdUnisse der Ay m bestimmen. Dieses Problem 168*°*^ Grades komint 
geometrisch darauf hinaus^ bei gegebenem J die zugelibrigon Punkte 
anf der Cq der Ay zu bestimmcn. Bcim Formenproblem der Ay habon 
wir an die Pormeln (7) anzukniipfen. Die rechten Seiton dersolbcn 
sind uns beliebig numerisch gegeben: wir verlangen aus diesen beidm 
Gleichmigen im Verdn mit den misch&n den Ay bestehmden Jdmtitdten 
diese Grossen selbst 0 u berechnen, Im GegensaU mm Formenproblem 
der 0a ist dasjenige der Ay vom Grade 2 • 168. 

Es ist bier endlich der Ort, ciner nahelicgonden Erweitorung 
unserer Problems zu godenkon. Sobald es sich darum liaiidolto, das 
einzelne unter diesen Problem en zu fornmlioron, baben wir binlang die 
Grossen 0a bez. Ay als Modulu der siebenton Stufe, niclit abor als 
beliebig veranderliche Grossen betrachtot. Mit and(^rou Worton: wir 
baben vorausgosctzt, dass os sich urn Punkte 0 unserer Curve viorter 
Ordnung odor A unserer Curve socbsfcer Ordmmg haudeln hoUo. Nuu 
aber konnon wir, urn vorerst alloiii von den 0a m bandeln, folgendo 
Erweitorung dos Standpunkts ointretcu lasscn: Wir scdicn die 0a tils 
boliebigo voriinderlicbo Grossen an, stollen ibre 16H tornaron Substitu- 
tionon auf und bildon uns die vior gf^gonUber diesen Hubstiititionen 
absolut invarianton Formen f\ <i>, Y, X, wobei sich bbrigeuB 
als ganzo Function der droi anderen Formen darstcllt (cf. 737, Note). 
Jet 0 t geb&n wir die Zahlwcrte von <f>, Y, X dmar JUdathn gmiass 
und ubrigens beliebig und verlangen nun, die mig(Mrigm Wcrtsystmie d<r 
0a 0 U bereeJmen. Indem wir nur auf die VerbilltuisHc^ der 0 a sebon, 
kommt dies darauf hinaus, zugoborigo Punkte in dor Ebene dor 0a m 
bestimmcn, die abor jetzt nur dann auf der 6^ gelegen Bind, 

falls wir /*««() nohinen, was ja nicht ansgesclUossen, abor docb ein 
ganz speciellor Fall ist. Die biormit ausgosproebene Aufgabo wollen 
wir das crwdterte Froblem d&r 0 ^ nonnon und kommon auf dasselbo 
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bei Gelegenbeit zuriick. Einstweilen verweisen wir auf bezugliche 
Entwicklungen von Klein iin 15^®“ Annalenbande*^) und bemerken zu- 
gleicb nocb, dass den p. 734 genannten Arbeiten von Gordan durcb- 
weg die biermit bezeicbnete Auffassungsweise der Sa zu Grunde liegt. — 
Dass wir in entsprecbender Weise aucb ein erweitertes Problem der ky 
aufstellen kormten, ist ohne weiteres ersicbtlich. Inzwisehen miissten 
wir, um dasselbe explicite zu formulieren, neben den Pormen X', 
die wir oben aufstellten, nocb eine ganze Eeibe invarianter Formen 
bilden (die alle selbstverstandlich fiir Pankte unserer Curve secbster 
Ordnung verscbwinden); wir geben daber bier auf die Einzelbeiten 
nicbt ein**). 

§ 4. Punctionentbeoretisclie Anfstellung der Besolvente acbten 

Grades***). 

Es soil jetzt die Besprecbung der fiir die siebente Stufe auf- 
gestellten Galois'scben Probleme dadurcb ausgestaltet werden, dass 
wir deren niederste Resolventen aufstellen und untersucben. Wir be- 
ginnen bier mit dem Gleiobungsproblem 168*®^ Grades und verfolgen 
diejenige Resolvents achten Grades desselben, welcbe den acbt balb- 
metacycliscben Untergruppen der zugeordnet ist. Enter den 
bezQglicben Oongruenzgruppen zieben wir zum speciellen Gebrauch 
diojonige beran, welcbe die Operationen: 

(l) t;(w) ^ (mod. 7) 

entbillt, um solcborweise spater den bequemston Anschluss an die 
Entwicklungen des vorigen Kapitels zu besitzen. 

Um zuvorderst oin Eundamentalpolygon fur die gewablte in 
dor co-Halbebene abzugrenzen, bemerken wir^ dass unter den acbt 
Modulsubstitutionen 1, T, T8j T 8^^ keine zwei beziiglicb 

der pQ rolativ iiquivalent sind, wie man durcb Recbnung bestatigt. 
Diese aclit Operationen werden also ein Reprasentantensystem ftlr 
die bilden, und die ihnon entspreebenden Doppeldreiecke werden 

*) In dor Arbeit; thcr Aufl()mng gewisscr Ot&iclimgen vom siebenten md 
acMcn Grade (1B70). 

**) Vergl die bereite auf p. 789 genannte Arbeit von Briosobij die samt- 
lioben von^Briosobi beroobnoton Ooeffioienton der allgemeinen Jaoobrecben Gleicbung 
ttobton Gradoa sind Formen dor im Teact gesuobton Art. — tJbrigens ist das ont- 
sproobond bei 6 ointretendo erweiterto Problem der in „tkos.“ Kap. II, 4 
aasfnbrliob bobandelt; alle wesontboben Gesiebtspunkte der dortigen Bntwicklung 
Wtlrden auob bier bei 7 in Kraft bleibon. 

Yorgb Matb. Ann. Bd. 14, p. ISO, 87, 141 -‘ US. 
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ein bezugliclies Fundamentalpolygon aufbauen. Zwecks besserer 
t?bersicb.t wollen wir indessen die drei Doppeldreiecke TS^ 

durch die ihnen relativ aquivalenfcen ersetzen. 

Die acbt Doppeldreiecke ordnen sicb alsdann gegen die imaginare 
ca-Axe symmetrisch an, nnd in der That wird ja das Polygon be- 
ziiglich der imaginaren Axe mit sicli selbst symmetrisch eein mttssen, 
da fg mit der Spiegelung A vertauschbar ist. 

Um jetzt den gewonnenen Dreieckscomplex zum Polygon aus- 
zugestalten, haben wir die Kandcurven desselbon auf die in Fig. 104 
angezeigte Art einander zuzuordncn. Dass abor diese Zuorclnung die 

richtige ist, bowexscti wir zu- 
nllchst durch Iblgende rein geo- 
metrischc t}b0rlogungon auf 
Grund des Vorzweigiingssatzes. 
Jedenfalls werdou die beiden 
von cu 0 ausstrahlondou llaud- 
CLirveu einander ziizawcisen 
sein, da auf der geHchlosBonon 
Fn der von herrlilirendo 

Punkt c von nicht luehr uIk 
14 Eloiuentardroieckeii xuu- 
lagert sein kann, Ein zwoiter 
Punkt c der gCHchloasoneu 
wird von 0 ^ioo herrUhroa, 
nnd dic^scr kann daiui iiur nocli 
von zwei Ehnuentardrtu^ickon 
umgobon Hoiu. Deinzulblgo 
werdon die boidon nacli rechts 
xind links unscuron DroitndcH- 
coiuplex abgronzenden Goradon einander zuzuwoiscn sein. 

Betraoliten wir fernor die Pnnkto h dor gesclilossenon F^^ odor 
auch gleich die Stello J" «« 0 dor lliomann’schen Flficliie Von 

don acht Blattern werden dort jedenfalls zwoi isoUort verlaufint (zn- 
folgo des Verzweigungssatzes), und dioso mtlsson you hoIcUou nut 
(u uquivaloxiten Eckeu in der Fig. 104 liorrUliron, die boi dor 
Symmetrie der ganzen Figur selbst bezttglioli dor imaginilrmi a)- Axe 
symmetrisch gelegon sind; sohon wir uus also daraufhin die Kck- 
punkto dos Polygons Pig. 104 an* Jedenfalls kSiinen die boidon frag- 
liclion Punkte nicht der mit ce »» p aquivalente Ihmkt von T8^ und 
dor symmetrischo soin. In diesem Palle mttsston wir nJimlioh die 
oifene Kante des schraffiorten Droiecks T8^ mit derjenigen des freion 



Wk. 101. 
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Dreiecks T8 zusammenordnen; das aber widerstreitet der bereits er- 
kannten Zusammenordnung der beiden geraden Grenzen unseres Polygons. 
Wie man sieht, bleibt nichts ubrig, als dass die beiden Ecken der 
CO = Q aquivalente Punkt von TS% sowie der mit o) = — aqui- 
valente Punkt von sind. Die Zuordnung der Randcurven ist 

demnacb so zu vollenden, wie es in Fig. 104 durch die Pfeile und 
angedeutet ist. 

Um jetzt hinterher eine arithmetische Bestatigung dieses Eesultates 
zu geben, bereclinen wir uns explicite die vier erzeugenden Substitu- 



tionon wolcho die der Fig. 104 zufolge besitzt. Um 

otwa uiit zu bcgitmen^ so erblickt man in diejenige Operation, 
welcho das Doppeldreiock in TS^^T transformiort. Wir baben 

also ohue woiteros die Identitat v^T8-^ ^ und damit 

fa aimlicbor Woise zeigt sieh ttborhaupt; 

Auefahrlich bereelinet flndet siob: 
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; 


Substitutioneii; die in der That ohne Ausnahme die Coiigruenz (1) be- 
friedigen. 

Als wichtigstes Eesultat der bisherigen Entwicklung entspringt 
die Thatsaclie, dass die aclit gleicliberecMigten fg dem GesclilecMe p — 0 
angelidren. In der That legt sich das Polygon Fq zu der in Fig, 105 
gegebenen einfacli bedeckten Ebene Fq zusammen, deren Einteilung in 
2 * 8 abwechselnd schraffierte und freie Bereiche in wohlbekannter 
Weise axis den Dreiecken der Fig. 104 entspringt. Als Verzweigung 
der achtblattrigen Itiemann’schen Flache lesen wir aus Fig. 105 
ohne weiteres ab: JUei J=0 verlaufen mei Flatter isoliert, die anderen 
sechs kdngm m jc dreien in Bwei Ver^weigungspunMen misammen; hei 
J 1 liangen die acht Flatter m je mcien in vier Vermeigtmgspanktm 
msammen; lei J => oo verlmft ein Flatt isoliert, die anderen sielen sind 
mit einander in einem Vermeigungsp^mkte cyelisch verlnnden. 

Dieses Resultat versicht mis mit alien Mitteln^ die zu deji fg ge- 
horonde Itosolvento 


c/: J - t : 1 = c1>(t) : ¥(r) : X(r) 

durch cine kurzo llechnung endgtlltig auziigebcu*^); wir worden sotbrt 
sagen; ct>(T') besteht aus einem eirizelnen quadratischen Factor uud 
dor dritten Potenz eines zwciien quadratisclien Factors u, h. w. Dabei 
wollen wir don llauptmodul v durch die Bodingungen 
(2)rf T('ioo) ss=s 0^ ^ 

bis auf cinen Factor bcKtinuaen imd fixieren dieseu letztereu dadurch, 
dass wir den Aiusaiz axilschroibiin: 


J:J- 1 : .1 + at + 

Man wolle niinilicli benicrkcm, dass das driit(^ (iUcmI im orstem Factor 
von sichor vou .'Null vorschieden ist^^ da u «=» 0 uicht Wurzel von 
cl:»(7;) 0 soin darl*. Indtnu wir abor das Iragliche (Died mit 40 ideutisch 

sotzen, ist, wie man leicht benn^rkt; dor in dio Definition yon t noch 
aufzunohmonde nmnerischo Factor bis aul* das Vorzoichen lost Ix*.- 
stimmt; ttbor das lotztore word<ui wir Hogloicli entschoidon. Dass wir 
(Ibrigens dio Ooeflicienten dor h(icbston GUedor iti 0 und soghuch 
mit 1 idcnfcisch annabmonj war zufolgo der IdontHilt <f) X =>»* 
statthaft. 


*) DaHH (Uo Jtefiolv(»ni<) auf (kimd der gomachton Attgaben iiich bereitH dn- 
druHg boHtimmon liksi, kotumt naiMich auf dio TIiatHacbe zurCicky danti os nur 
eino FlUchei mit don boHcbriobouon Vorzwoigungspunkbm gkbt 
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Fur die Berechnung der nocli unbestimmten CoefiScienten 
bilde man sich vor allem die Functionaldeterminante von <t> und X. Da 
benutzten wir sclion ofiers den Umstand, dass dieselbe den quadratischen 
Factor von V(t) noch linear enthalten muss. Nun aber ist Y selbst ein 
reines Quadrat^ und also muss die fraglicbe Functionaldeterminante 
den Factor 

1 . 

-j" ex^ 4“ A + 

enthalten. Aber sie reduciert sieb naeh Abstreifung eines jedenfalls 
unbraucbbaren Factors geradezu auf den Ausdruck vierten Grades: 

+ Y + Y (24^ + 

A 

dieser Ausdruck ist also direct mit identiscb, wodurch sicb die 
Zablen c, /*, g in ip c ausdriicken. — Auf der anderen Seite 
muss die - Functionaldeterminante von V und X den cubischen Factor 
von nock quadratiscb enthalten und dieser Umstand giebt uns nach 
kurzer tJberlegung die neue Identitat 

Aus den hiermit zur Verftigung stehenden Gleichungeu zwischen 
don Coefficienten berechnet man nun ohne Mtihe; 

,6 . , 14 . 70 „ 


UG , 16 a 

T 


U , 176 „ 

3 507 


und es folgt waiter aus dor letzten Gleichung a =» + 13. Das hier 
iiocli Iragliclio Vorzeiclien haben wir willkQrlich zu wahlen und werden 
erst dudurch don llauptmodul t endgtlltig lixiert haben. Wollten wir 
in d(»r Tliat liobor — r statt r als Hauptmodul zu Grunde legen, so 
siobt man, dass dies ftir unsere liesolvente auf eineu einfacben Zeichen- 
wciclisol der Coofficionten a, h, d, f, k binauslaufi Wir setzen also 
a “»» tB und findon dann zugleicb aus der Identitat 0 — X == V, dass 
MO 1728 scin muss. Als GestaU der in AussieM genommemn Besol- 
venie aehtm Grades gewinnm vow somiti 
.. 13r + 49)(Tr® + 5t + l)8 

^ ^ : (t* + 14 t» + 63t» + 70® — 7)» : 1728t?. 

Insofern die Wurzeln derselben Modul/wMciioMm sind, wollen wir sie 
hinfort ala die fmetimentheorefkedie Eesokente aehtm Grades bezeichnen. 
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§ 5. Ausdrucke der Moduln xr in den Die formentheoretischen 
Hesolventen achten Grrades. 


Um die Hauptmoduln r, wie wir sie im vorigen Paragraphen fiir 
die gleichberechtigten fg fixierten, in den darzustellen, greifen wir 
auf den Umstand zuriick, dass das Product alien Ope- 

rationen (5) p. 700 unverandert bleibt. Dasselbe wird also aucb von 
A”“^ gelten, und da diese Grbsse iiberdies in den von 

nullter Dimension ist^ so wird * A““^ eine rationale Function 

des zum Polygon Pig. 104 geliorenden Ilanptmoduls t sein. Aber wir 
erinnern uns, dass diese rationale Function jedenlalls 

nur in den Spitzen des Polygons i^g Null oder unendlicb werdcn kann, 
und derartige Spitzen hat Fq nur zwei, die bei g> == too und co — 0 
liegen; untersuchen wir also die fragliche Grosse au diescn beiden 
Stellen. Bei co «=» ioo verschwindet, wie wir schon bfters abzahlten^ 
0x^2 Polygon siobenfacli, und sonacli wird dortsolbst 

im Polygon F^^s «iebenfach; und also im [*olygon Ff^ go- 
messen einfach verschwinden. Ebenso leiclit bemerkt man, dass in 
der anderen bei oj <= 0 gelegonen Spitzo von F^ die Iragliclie (Jribsso 
einfach unendlicli wird (was man auch a priori aus dom gerado er- 
haltonen Kesultate schliossen kann, da doch die Zahl der Uncndlich- 
keitsstellen im l^olygon obenso gross soiu muss, wio <lio Zahl dc^r 
Nullstellen). Demzufolgo muss 0 ^%%^ • A~^^ bis auf einon numerisclion 
Factor mit t identisch sein: 


(1) 


Tr(03)' 


A 


Um c zu besiimmen, bercchnen wir den Naherungswort fUr die 
rechto und linkc Seito der letzton Gleichung hoi <y «=» ioo. Daselbst 
wird t verschwinden, und also ziehon wir aus Formed (Jl) p, 745 

1 41 ) 

17128 . r “ 1728 '* -IT > 




t a- 


A\)r. 


Don Naherungswert fiir die rochte Soito von (1) boreolmo man auH (5) 
p. 786 und (8) p, (518 und iindot durch Vorgleich e««48. Alif l)ar- 
sklhmg des Ilauptmoduls t in dm 0 » findet sich so: 

( 2 ) 

und mm herechnet von hieraus untor (Hebmueh der J<hrmiln (B) p. 71H 
ent^echende Darstellungm fur die mit t ffleicfiiercchtiffton Mednln im 
volkn Modulsysimt 0 ,,*). 


*) Indom wir (2) uniter Gobmuoh von (fl) p. 737 in 
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Aus Formel (2) ziehen wir unter Benutzung von (3) p- 718 die 
fernere Gleichung 

( 3 ) 

E$ ist also aiich noch die hier Unlcs stehende Qnadratwur^el eine ModuV 
form siebenter Stufe^ die inshesondere mr fg gehorL Freilicla wolle man 
temerken, dass ]/t fur sich genommen eine Modulfunction 14*®^ Stufe 
ist; aber sie ist eben eine soicbe, die durcb Division mit "j/A zur 
siebenten Stufe zuriickgebracbt wird. 

Haben sick soeben die acht Wurzeln von (3) p. 745 aufs nachste 
mit den acht Moduln ••• verwandt erwiesen, so werden 

wir jetzt uingekehrt die Gleichung (3) p. 745 benutzen konnen, urn. 
von ihr aus eine Gleiclmng acliten Grades mit den acht WnTMln 
di, • • • berzustellen. Damit werden wir dann eine anders 
gestaltete Resolvente fiir die acht gleicbberecbtigten fg gewinnen. Zu 
solcliem Ende ziehen wir zunachst aus der Proportion (3) p. 745 die 
Gleichuncf 

__ + 70 V — 7)^-^ 

A 2116 ^ 1 ? 

Hier substituieren wir auf Grand von (3) fiir t das Product d^A^ 
konnen alsdann auf der recliten und linken Seite. der letzten Gleichung 
die Wurzel ziehen und erhalten 

d'^A'" + 14d«A'^ + 63d'' A^ ’+ 70d^A 7 =- + 2lQSg ^ , 

wo wir nun vor waiter en Umformungen das Vorzeichen der rechten 
Seite bestimmen miissen. Zu dem Ende verstehen wir unter d im 
speciellon die Wurzel und berechnen die Nahorungswerte fftr die 
rechte und linke Seite unserer Gleichung bei co = ioo, Dabei zeigt 
sich; dass das obore Zciohen das richtige ist, und wir haben nach 
loichter Umsetzung: 

(4) + I"-. 58 + -g. H- g 52 _ j ^ _ 0 , 

eine Gleiclmng, die wir hinfort als formenfkeoretische Besolvente achten 
Grades dc$ Problems X68^^ Grades benennen**'). 

Um derartige formentheoretische Eesolventen aufzustellen, giebt 
os ilbrigens noch eine ganz andere Method©, von der wir hier nebenher 

umsetzen, konnen wir sagen: Die 21-wertige Ftmction % wird mi der 0^ der 
duroh ein BUschel von Oarren sechster Ordnung ausgeisohnitten, You den 
S4> Sohnittpunkton sind also nur 21 boweglioh, dio drei tibrigen feat. Man aieht 
loioht, dass dieae letzteren in don Hokon des Ooordinatendreieoks der liegen. 
***) Vorgl. die analogen Entwioklungen bei ^ 0 Soite 639 u. f. 
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handeln (cf. Math. Ann. Bd. 14, p. 452), Sehen wir etwa2/==7;s^i^a;sf^= 
als Unbekannte einer Gleichung achten Grades an, so sind deren Coef- 
ficienten, als symmetrische Verbindungen der acht gleichberechtigten 
ganze rationale Functionen der von leiclit angebbarem Grade. Aber 
diese letzteren Functionen andern sich bei den 168 Substitutionen nicht, 
miissen also Moduln der ersten Stufe darstellen und sind als solche 
ill 9%) 9^ Oder auch vermoge (6) p. 737 in O, V, X rational. Da 
kann man nun aus dem Dmstande, dass die fraglichen Verbindungen 
der y ganm Functionen der 0a sind, den Schluss ziehen, dass ilire 
rationalen Ausdriicke in O, V, X auch gan 0 sind. Auf Grand dieses 
Satzes gehe man die Coefficienten der Gleichung achten Grades einzeln 
durch. Der Coefficient von if ist in den 0a von dritter Dimension, 
und nun giebt es keine ganze rationale Function der 0, X, welcho 
diese Dimension in den 0a aufwiese; also ist der fragliche Coefficient 0. 
Des ferneren: die einzige ganze Function dor 0, Y, X, welcho in 
den 0a von sechster Dimension ist, haben wir in X sclbst vor uns; 
sonach besitzen wir in aX {a als numerische Constante gt^laclit) den 
Coefficienten von y^\ So woiter schliessend finden wir, dass die frag- 
liche Gleichung achten Grades notwendig die Gestalt zeigcn mtiss: 
y^ + aX^f + &XV + + il^Vy + cX‘ -- 0, 

wobei die <z, &, c, • * • numerische Coefficienten sind. 

Zur Bestimmung dor a, &, c, : * • kann man jetzt verscliiodono 
Wege gehen. Entwoder man borechnet ftlr die symmetrischon Func- 
tionen der y aus (5) p. 73G das Anfangsglied dor Entwioklung nach 
r in der Nahe von filhrt dioselbc Roclmung filr X, 'K durch \uul 

findct durch Vergloich die u?, 6, * odor man wofczt ffir y etwa don 
Ausdruck 1 fur X und aber gleichfalls iliro Ausdriicke in don 
0a oin und verlangt, dass sich solchorart die lotzte Gleichung unl<^r Zu- 
htllfenahme voii fijsS) “ 0 als cine idontivscho erwoise, was cine hin- 
reichonde Anzahl voai Bedingungen ffir die Zalihm <&,--• cr- 
giebt**®). Fttr uns wird uaffirlicli die explicitc Gestalt dor lelztoti (Uoi- 
chung aus (4) durch die oinfach(^ Hubstitution 

d 2/^ S X — A, Y 21(ij(/ftA« 
entspringon, wobei wir dann orhalton: 

(5) f _ t4Xj/« + 6nx«v/ - ■ li\X}Y Y?/ - 7X'^ -- 0. 

Man bemorkfc leicht, daae «ich unter Binkaltiing dio«or lotsstorim Mothodo, 
fiowio uutor leichtor Modifioatiori do« voraufgohondon UedankonKaagcij auch fttr 
dan erweiterbo Problem dor oiae Xioiolvoim^ aohton (kadcM ergicbi. Kino laolclie 
ist in dor That von Klein boroohnet wordenj vorgl* Math, Ann, Bd, X.V p. 1460 
Formol (1$), »owio die Oorroctur bei Gordan, Math. Ann, Bd, XYH, |n075, Note* 
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Wir wollen jetzt in (4) auf Grund von ( 1 ) p. 723 die Substitution 
= — 7A^ ausfuhren und soleherweise die Gleichung 16^^ Grades 
herstellen: 

Hier habm wir offenhar eine Besolvente des Formmtprdblems der Ay 
gewonnen. Unter den 16 Wurzeln von ( 6 ) unterscheiden sicb acht von 
den iibrigen acht nur durcli das Zeichen; jene acbt stellen sich in den 
vier Grossen Aq, A^, Ag, A 4 durcb das Jacobi'sche Schema (1) p, 723 
dar und ergeben durch Umkehrung dieses Schemas unmittelbar Dar- 
stellungen der vier Moduln Ay in den Wurzeln von ( 6 )'*'). Indem 
wir bei dieser Sachlage die Gleichung ( 6 ) wieder als eine Jacobi'sche 
Gleichung seclmhnten Grades bezeichnen^ gelten im iibrigen fur 
unsere Gleichungen ganz analoge Bemerkungen, wie wir sie beziig- 
lich des Affectes u. s. w. an die bei der fiinften Stufe auftretenden 
Eesolventen sechsten und zwolften Grades zu kniipfen batten. Nur 
die ungerade Dimension der jetzigen Ay bedingt (gegeniiber der geraden 
Dimension der Modulformen Ay der fiinften Stufe) immer eine ent- 
sprechende Modification. So gehort Gleichung ( 6 ) zu derartigen homo- 
genen welche die Operation nicht enthalten, und denen eben 
deshalb in der nicht -homogenen Modulgruppe f nur die fg des vorigen 
Paragraphen zugewiesen sind. Dagegen hatten wir an analoger Stelle 
bei dor funften Stufe homogene denen auch innerhalb f nicht- 

homogene Untergruppen des gloichen Index 0wdlf zugeordnet waren. 

% 

§ 6. Die beiden Eesolventen siebenten Grades in functionentheo- 

retisoher Gestalt ’****'). 

Wir schliessen unsere Betrachtungen fiber die siebente Stufe da- 
durch ab, dass wir endlich die beiden zufolge des Galois'schen Theorems 
ffir 2 «=a 7 existiorenden Eesolventen siebenten Grades aufstellen und 
untersuchon. Die Aufstellung in functionentheoretischer Gestalt gelingt 
wieder vcrnioge der wioderholt und zuletzt im vorletzten Paragraphen 
zur Vorwondung gebrachten functionentheoretisch-geometrischcn Schluss- 
woise, die wir aber hior zweekmassig einmal in genau umgekehrter 
Anordnung benutzen. 

’*') Man vergl. die Pormeln (2) p. 728,* in denen an Stelle der Wurzeln von 

GHeiohnng (6) dee Textos immer die GrOsseu Vd etohen. 

**) Die durobznffihrende Entwicklung iat von Klein znerst in der Abhand- 
Inng: tfber der Modular gl&ichungen^ Math. Ann, Bd* 14 (1878) ge- 

geben wordon. 
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Eine einzelne von den 2 • 7 hier in Betraclit kommenden Unter- 
gruppen die wir nach Willkur herausgreifen, reduciert sich be- 
kanntlicli, modulo 7 genommen, auf eine Oktaedergruppe Man 

denke sich fur die letztere auf der geschlossenen ■^168 ein Fundamental- 
polygon JFy festgelegt und ziehe betreffs der Gestalt des letzteren 
folgende vorlaufige Schlusse. Die enthalt im ganzen 9 
jede derselben besitzt vier Punkte a zu Pixpunkten, so dass insgesaint 
fiir 36 Punkte a die beiden an den einzelnen unter ihnen heranragenden 
Doppeldreiecke beztiglicli der G^i aquivalent sind. Von den 2 * 36 so 
in Betracht kommenden Doppeldreiecken miissen nun offenbar je 24 
beztiglich der aquivalent sein, und es entfalleu ebon deswegen 
drei auf das Polygon Daher sogleicli fur die Itiemann'sclie Flaclie 

das Itesultat: Von den siehcn Blditern der verlaufen drei hci 
J* c==» 1 isoliert, die anderen mer sind m Faarmx verlmden, Dos fernoren 
hat (5*24 vier XJntergruppen und da die einzelno jo zwoi Pixpunkto h 
hat; so werden im ganzen bei acht Punkten h joweils die drei um- 
gebenden Doppeldreiecke relativ ilquivalent werden. Da aber die 3 • 8 
so in Betracht kommenden Dreiecke zu je 24 relativ ilquivalent sein 
miissen, so folgt ohno weiteros: Jiei J «= 0 verlmft ein JUaU der 
isolierij wdhrend die iihrigen seeks mi dreien in moei Ver^weigimffspun/cfm 
vei*eint sind. Da endlich die koine einzige G,j enthiilt, so zioht 
man den Schluss: JBei J oo sind alle siebmx JJ/Mter non cyrlisch 
mit einander vermeigL 

Nunmehr beweise man durch Formed (2) p. 494, dass eine so w- 
,Bweigte F^ jcdcnfalls das Geschlecht p ^ 0 hesliz% wio aucli im iU)rig(m 
der Zusammonliaiig dor Bliitter bcHcliailbn sein mag. LJnH<jr(3 bonitzt 
also einen llaupimodul r, uiid unter Gobraueli doHselbon wird die 
zur gelulronde Itosolvente die GeHialt annehmeu: 

(1). J : J - I ; 1 -- <b(r) : M^(r) : 

Man seho nunmehr zu, mwioweife durch die bislang gOHcludiemm An- 
gaben dieso Ghnehung speciliciert werden kann. llm vor allem den 
llauptmodul r, den wir zu Grunde logon wollen, zu hxieren, soli r -oo 
in der mit dom einen bei d oo gelegonon Punkte ztiHammou- 
fallen, wiihrend r «« 0 bei J 0 in dem einen dorl; isoliort vorlaufcm- 
don Blatte siatthnden mag. Dadurch ist unset Hatipfcmodul bis auf 
einen Factor bestimmt, welchen letzteren wir sogleicli in illmlichor 
Woise wio im vorletzten Paragraphen bestimmen werden. J[)er Erfolg 
dieser Auswahl dos t ist jedonfalls, dass X mit einer oinfacheii Oon- 
stanten identisch wird, wilhrmid O don Factor x erh&lt frn Clbrigen 
bringo man nun die tlbor die Verzweigung der gemaohton An- 
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gaben in Anwendung imd findet an Stelle Ton (1) den ausfiilirlicberen 
Ansatz: 

(2) J:J — 1 : 1 = T(r^ + ar + 7&)^-(r^ + + Jir + e) ('r^+ A + 

Die Ooefficienten der hocbsten Glieder in 0 und die sicber von 
Null verschieden sind, baben wir auf Grand der Identitat O — X = Y 
wieder nait 1 identificieren diirfen, wabrend iibrigens zur Ktirzung der 
weiterbin eintretenden Recbnung in das dritte Glied des cubiscben 
Factors von O der Bestandteil 7 aufgenominen wurde. 

Bei der besonderen Gestalt von X(r) wird die Functionaldetermi- 
nante von O und X einfach die Ableitung von 0, diejenige von Y 
und X aber die Ableitung von Y, Indem wir auf diese Ableitungen unsere 
oft geiibte Scblussweise anwendeu; gewinnen wir fur die Berecbnung 
der unbestimmten Ooefficienten in (2) die beiden identiscb bestebenden 
Gleicbungen: 

(3) ~| — Y~ — 

( 4 ) 7T^+(6c+5/)t:^+ (5d+4cf+3g)t^^(4e+Sdf+2cg)t+{dg+2ef^ 

^ ^ =^7x^ + Uax^ + l(a^ + Uh)t^ + 98aht + UShK 

Hier behaupten wir nun zuvbrderst; dass a^O ist. Ware namlicb 
a 0, so ware zufolge (3) auch /*==»0 und nacb (4) alsdann aucb 
noch c — 0 und e = 0. In diesem Falle batten also 0 und Y den 
Linearfactor t geniein, was jedenfalls unmoglicb ist. Bei dieser Sacb- 
lage dtirfen wir don Hauptniodul t dadurcb ondgiiltig fixieren, dass 
wir a etwa mit 7 identificieren. Gleicbung (3) liefert alsdann ins- 
gesamt: 

(5) a~7, f=4, 

Unter Benutzung von (5) liefern weiter die Glieder r®, ir von (4) 

( 6 ) d^21 + \Ql, — 81 + 108 &, 

wabrend andrerseits der Vergleicb dor Absolutglieder in (4), sowie 
die Identitat 0(0) — — Y(0) unter Benutzung von (6) und (5) fiir 6 
und h die Bodingungen liefert: 

(7) 4t* - n & + 8 ~0, — lOShK 

FUr die nocb nicht bestimmton Ooefficienten finden sioh sonacb die 
beiden Wertsysteme: 

. A26±my7 

, 86X±189tl/7 
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Diesem Resultate zufolge giebt es liberhaupt nur mei Glei- 
cbungen (1) vom siebenten Grade, welche die am Eingang des Para- 
grapben bescbriebene Verzweigung besitzen. Das mussen mm gerade 
unsere heidm functionentheoretischen Resolventen siehenten Grades sein, 
und also fmdet sich als Gestalt derselhen: 


( 9 ) 


J - 1 : 1 _ r (,> + 7 , + 

: (,.4. 13.+ , 4 ±|2iy!) . + 4. + 


11 ± iyi\^ 
8 


^7y 


361 ± ISOiy? 
■4 


Wie wir sehen, giebt es tlberliaupt nur zwei Riemanii’sclie Flaclion 
welche die oben bescbriebene Verzweigung fiber der J"-Ebeno 
aufweisen. Gelingt es uns also, eine einfacb bedeckte Ebene in 2 • 7 



abwecliselnd scbraffierto nnd freio droieckigo Ilereicbo zu teilen, die 
sich nm ihre Eeken a, h, e in dor hior in ilodo stohondou Art gruppioren, 
so wird dioso Eiuteilung von sich aus oiue uusoror boidon IteHolvouten (0) 
deliniorcn. Nun wollo man sich ttborzougen, dass eiuo soloho Ein- 
toilung in Fig. 100 thatsSchlich voriiegt; sio wird also dor oinon 
Gleichuug (0) angohoren. Insbcsondere bomorUo man die IJneymmotrie 
der Eintoilung in Eig. 106. Klappt man die diesor Eiuteilung zu 
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Grtinde liegende Ebene um eine in ihr verlaufende Gerade nm nnd 
wecbselt zugleieh die Schraffierung, so "werden wir offenbar die zar 
anderen Resolvente (9) geborende Einteilung gewinnen^). 

Diese Satze konnen wir wieder durcb eine directe Betracbtung 
statzen, indem wir nun zum Sehluss die Ebenenteilung Fig. 106 in ein 
Fundameutalpolygon der w-Halbebeue zurbckbiegen. Wir denken 
diese Ebene dabei liings des starker markierten Linienzuges durcb- 
scbnitten und identifieieren sodann das Doppeldreieck 1 der Fig, 106 mit 
dem Doppeldreieck 1 der Modulteilung. So gewinnen wir das in Fig. 107 
dargestellte Pundamentalpolygon, das von sicb aus eine bestimmte fy 
definiert. Die Erzeugenden dieser benennen wir im Anschluss an 
Fig, 107 durcb Vg und haben durcb leicbte Betracbtung 

als deren Bedeutung: 


was ausgerecbuet die folgonden Substitutionen liefert: 



Mn.u reduciero jolzt die Operationen (10) modulo 7, um zu seben, auf 



107 , 

welolio Untorgruppo dor sicb dio F^ daboi reduciert. Es treten 
abor folgendc modulo 7 gUltigcn Congruenzen in Kraft: 

T: -i 1, t;» : h rn t75 ^ 

BO dass die fragliche Untorgruppo der bereits durcb % und 

s 

•) DloaO 0 i«fc in t^beroinstinnaung mit dom frQher (p. 478) eikannfcen Satsso, 
dMH die 2-7 UnterKruppen r, In der erwelt'erten Modolgroppe F eamtlioh mit 
eluinder gleiohberooMigt »ind. 

K I ft I n - f i 0 Tk 0 * M'fttlulfimotlottfttt, 
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erzeugt werden kann. Diese Operaiionen geniigen nun den Be- 
dingungen: 

^ ^ 1; (mod. 7) 

und erzeugen demzufolge eine Untergruppe vein Oktaedertypns 
(cf. p. 45G). Damit sind wir zum Ausgangspunkt der Entwicklung 
wieder zurilckgolangt. 


§ 7. BarsteUxmg der zu don gelaorenden Moduln r dtirel^ die 


Um die Hauptmodulii tr der beiden Kesolventen siebenten Grades 
im vollen Modulsystem der rational darzxistellen, kommen wir auf 
die 2 • 7 don G^j^ zugewiesenen Kegelscbnitte durch je aebt Punkto 1) 
zuriick (cf. p. 715). Die linken Seiten ibrer Gleichungen: 


j) 




l-lYl (s-rg^ +«-'* ''S.i&j) 


betracMen wir jetzt als Moduln siebentor Stufe auf dein Polygon 
Der einzolne dioser Moduln war der einzelnen bi deni Hinno zu- 
goordnet, dass or sich boi don Substitutionen dicser Gruppc} (viidbdclit 
vom Vorzeiclien abgesolien) ruproduciorte. Wir werdem jetzt sogleich 
selion, dass or bei den godacliton 24 Oporatioiien uborliaiipt unvcrilndort 
bloibtj und zwar bemerken wir dies, indom wir die Bozioliung der Mo- 
duln ( 1 )* zu den ihnen dureh die G .24 eindoutig ziig<Hvi(^seu<Mi Moduln 
t des vorigen Paragraphen aufsuclieu. 

Zur sjiecielleu Grosso Xu gcdiore im Siuno dor soobon ausge- 
sprocliencn Slitze dor Ilanptauxhil tr; alsdanti niogo man die Null- 
und Unstetigkoiispunkte diesor beiden (iriissen nut deni Polygon 
in Vorgleicb zielion. Pflr Xv liaben wir wio iimm^r zwoi Arttui von 
Nullpunkten zu untcrsclieiden; jo naebdem dtoHolben von Sclmittpunkton 
dos Kogolschnitts Xv — 0 mit dor 64 odor abor von ein fClr aU(Uual 
festlicgenden gomeinsamen Nullpunklcn dor drei borrtlhreu, Dio 
letztere Art liefert uns joweils cinon zweifaclien Nullpimkfc in den 
24 Punkten c, die erstero Art acht einfacbo Nullpunkto in gt^wiHHon 
acht Punkten k Diese lotztoron aebt Punkte wordon uotwendig durch 
die zugoborigo unter sich poriuutiert; und man folgorfc auH diOBoin 
TJmstando mtlbclos^ dass wir os bier mit donjenigen aebt Punkten h 
zu tbun baben miissen; in doren oinzelnom der bozHgliclu^ llauplmodtil t 
dreifach verHcbwiudot, Da Xp im tlbrigen auf dor Fllkhe wetlor 
verschwindot nocb tmendlioh wird, so bomerkt mmi leicbt^ dans der 
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Quotient auf der Plache ■^ics genau in derselben Weise 0 und cx> 

wird^ wie das fragliche r. Da iiberdies der eben gebildete Quotient 
in den co^ von nullter Dimension ist und also eine Modulftmction 

siebenter Stufe darstellt, so wird derselbe bis auf einen constanteii 
Factor mit t iibereinstimmen, und wir liaben damit den Ansatz ge- 
wonnen: 

( 2 ) 

WO x einc reine Zahl ist. 

Don Wert von jc werden wir wieder durch Naherungsrechnungen 
bei CO = ioo bestimmen; indessen gestalten sicb dieselben bier desbalb 
ctwas iimstandlicber, weil wir dabei zugleicb entscbeidon miissen, ob 
der bier in Botracbt kommeiide Modul r Wurzel der ersten oder 
zweiten Resolvent e (9) p. 752 ist. Aus dem gemeinsamen Ausdruek 
diescr beiden Resolvontcn verscbaffen wir iins zuvorderst die beiden 
Aufangsglioder der Reiheiientwicklungen der 14 Moduln t bei co = ioo, 
Wir werden dieselben in der Gestalt 

— i- 

anzusotzen liaben (cf. p. 587) und zielion andrersoiis nach kurzer Zwi- 
schenreclinuTig aus (9) p. 752: 

( ' -^4*^ 1 728 J = r’ + 21r'' ^ . 

Indent wir bier links und reebts nur auf die beiden Glie.der mit 

und r ^ Rtteksiebt nebmon, baben wir identiscb: 

(- 4 ■ ; + 7a''(6 + 3)y ’ , 

Als Anfangsglieder der M Ileilmnmtwicldmgm fUr die t Icommt so: 

(3) 

wo ft oiti EoHtsystom modulo 7 zu durchlaufen hat. 

Auf dor anderoa Soito findet man fUr sur niiherungsweise (cf. (5) 
}). 7.88): 

*) Man imuB hitirbox don Umatand benntzon, dasa » r ’ , als eino gegon- 
(Ibor fV invarianto Fmiotion, in eine lieibe naob gamm Potenzen von t out- 
wickolbar iHt. 
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so dass wir aus Formel (2) die Identitat ableiten: 


• 3r + 




% ‘ £ 


2 ‘ 4 

Die Ver^leichunsc der zweiten Glieder liefert liier h 


f'r’’ — Sjct + 


1 + i |/7 


dio- 


2 ^ 

jenige der ersten Glieder alsdann waiter [i — — v und die Giiltigbeifc 
des oberen Zeicliens. Den Modnln Xv gehorcn demgcmass die dboren 
Zeichen in der Itcsolvente (9) 752 an, den yv dagegen die unteren, 

Andrerseits fmden wir ah Darstellmg der Modidn t der crslon Itcsolvente 
in den 0a exjplicite: 


( 6 ) 




wahrend man ftir die Darsfcellung dor anderen sieben Uauptxnodulii t 
nur Xv mit yv zu vertauscbeu bat und dann gleichzcitig linker Hand 
das Zeicben von i woobseln nmss, Gleicbang (5) kann man librigons 
wieder dabin intorpretieren, dass tr als 24-wertigo Function auf dor 64 
der 0a durch das Biiscliel von Curven secbster Ordnuug: 

% ■ X(tf„) = 0 

dargcstellt wird. 


§ 8. Aufstellung tind Untersucbung dor formontlxeorotlsobion 
Rosolventen siobenten Grades, 

Aus Formel ( 5 ) des vorigen Paragrapben ist orsiclitlich; dass Xv 
bei den Operationen dor zugeborigen 6^4 vollig imvcrandort bloibt; 
wiirdo daboi namlicb noch ein Zeichonwoclusol eintroton, ho niUssto 
dassolbe ja vom Jlaiiptmodul t golteii; ontgogoii <lor Natur d<mHoll)on. 
ludem also Xv cine sklenwarlige Modullbnn Hiobeiitor Stufo isti; koiuion 
wir diose Gr(>sHcj zur Wurzel einer fornmntlworethchen limdmiie sidxmien 
Grades setzen; dor dann niHgcHamt die Hiobon glcichherochtigtcii Moduln 
Xv gcntlgcn. 

Dio ebon gomcinte ItoHolvonto wolloii wir oiritnal auf formon- 
tboorotiscboni Wogo ansotzon und bemorkeu zu dcmi Endo, dans clic^ 
Hymnietriscben Functioncu <lor Xv wioder gauze rationale Fuuctioxuni d<^r 
ill § .1 (p, 733) gegebenoxi Forman Hind. Aber dor 

Uoenicient von in der gosuebieu GleicUung wird in dmi 0a die 
Dimension zwoi zoigen und muss obon deswogen verscbwiudon; wait 
es keino gauze Function dor 0, V, X giobt; walcbo die 0^ im zweiten 
Grade enthielto. Durch Fortsotzung diesor Betrachtutig orgiobt sich 
als Gestalt dor fragliehan Gloicbung siebenten Grades: 
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(1) ' X c(t> 0 , 

wo die drei noch niclit bestimmte numerisclie Coefficienten sind. 

Zur Bestimmung yon a, 6, c verstehen wir unter x insbesondere 
die Wurzel Xq, entwiekeln die linke Seite von (1) nacb ansteigenden 
i 

PoteBzen von , gultig bei ca — icx>, und mussen dann verlangen, 
dass die entspringende Eeibe gliedweise mit Null identisch ist^ inso- 
fern ja die Gleichung (1) unabhangig von co erfullt sein soli. Da es 
sicli librigens um die Berecbnung yon drei Grossen handelt, so mussen 
wir die drei ersten Glieder der Reihenentwicklung haben und vervoll- 
stiindigen die fur Xv in (4) p. 755 gegebene Entwicklung erst noch 
durcb das dritte Glied, das librigens von in (1) p. 754 her- 

riiliri Wir finden speciell fiir oder x: 

/2 i 7 1 i\/l . Tr 1 

*=U) r - /■- ^ +'■■]’ 

walirond wir fiir X und 0 die betreffenden Entwicklungen aus (3) 
p. 73(5 lieranholen. So ergiobt sich nach kurzcr Zwischenrochnung als 
Reihenentwicklung fiir die linke Seite von (1): 

r\\. + a) — r'^ (a + — 

+ r^(l> + 2«(1 + iy'i) 4- + • • • . 


Tndem wir dio drei Ooofficientea eiuzeln mit Null identisch setzen, 
folgt sofort: 

(2, 1, ’ + j 

Ak G 08 fait der formentheoretiscJicn Besolvente der x^ findet sich so: 

(,,■) l+IO^ X . »* - 


yO • as — $ = 0, 


womit wir dam dime wetter es als Besolvente der hms<^ed)cn: 

(4) j/’ - ~ X • 2/" - X* . 2/ - CD = 0*). 

Androrseits wird man zu diostjn Eesolventon von (9) j). 762 aus 
dadurch goftlhrt werden, dass man an Stelle von -r die x bez. y 
suhstituiort. Wir sohreiben z. B. die orste funotionentheoretische Eesol- 
vente (weloho auf die a?, Jftihrt) in der Gestalt: 

•) Mntspreohonde Eesolventen fflr das erweiterte Troblom dor e„ sind von 
Hm. Kloitt in Bd. 16 der Math. Amu p. 866 augegehen worden. 
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1728 J = 


' ® + 


lt + 


77 + 7i yi 




mviltiplicieren mit ^ und fuhren statt t die x ein. Indem wir 

dann noch mit A*^ multixdicieren, kommt: 

. cvi •• A .! ‘I Z' « 7 + 7 i |/7 . . 36 — 7 i )/' 7 . 

12Va A ===== ‘7^ ( •'«^ + - A A- 1 • 


Beim Anszielien der dritlen Wurzel brauclit man, wie leiclit gozeigt 
wird, eine complexe dritte Einlieitswurzel uielii einzufiihren und erbalt 
demzufolgo als Resolventc der Xvi 


(r>) 


A . it* A> 1 a.,. A- _ 


Von liioraus wird man vermoge der Relationeu (G) p. 737 sofort ziir 
obigen Gestalt (3) unserer Resolventc zuruckgefiibrt*). 

Wir bemerken jetzt, dass sich die guadratischen Verhindimgen der Sa 
in den Xv rational und mar linear darstellen lassen. In (l(‘r 'Pha.i 

folgt aus den Rormeln (1) des vorigen Paragraplien ohne weitercs: 


(«) 


7 V-^V-'- 2 /„, 


■g^s^ — 28 

1 — »V 7 




3*1 ■ 


i - i |/7 

’ 2^ 


28 


%v 

S Xr- 


Ificraus enispringt unt<^r RUckniebt anf (1) p. 754 die ixitorcHsatito 
TIiaisaclK^, dass sich die cimdne Wurpel x dor Jicsolvente (3) linear und 
homogen in den Wur^eln von (4) darsiellmi Idsst, wiihrmd skh umgekchrt 


***) Dirt liiormife bohandulto Kesolvonto 7**'*^ Grades , doren Exintonz ja bomtH 
Galois erkannto, ist «obon vor lllwigorer Zoit Gegoiistand dor Untornuchung vou 
HorHiito gowoson; vorgl. insbosondoro d(fHHt‘n AufHatz: Vahaismnmt de lU^qua-' 

lion modulaire du huUikiic degrtl, Tort«liur» Annali di Matoinatica, 11, p, 60 (1800), 
wo sich in dor That eino dor Olenchung (6) tloH 7\‘xtoH (ingo ve^rwandto (ioHtali 
dor .Rosolvtmto borocdinot vorliudet. Im (Ibrigtm vorwoiMCu wir auf <Uo ausfdhr- 
lichon littcrarischru Naohwoise) in dor Arbi* it von Klouu Xlber Jertdedrignntj <hr 
Modulargkichmgen, Math, Aim, Bd. U (man soho narntmUich die Kinloiiting tmd 
die SchluBabomorkung dioHor Abbandltmg), wowio androrseitH aut* tlio bior in Bo- 
iracht kommondo Arboit von Gordan: Cber Olmhungm aiabenttm dradm mit 
ehm twn IMH &d)uUtuU<miim>^ Math. Ann, Bd. 20, p. 616 
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Me ein^elne Wur^el in gleicher Q-estalt divrdh die x darstellt So finden 
wir z. B. fiir die yi 

(7) (l + » ]/ 7) = — 2 {Xr+i + Xr+6 + Xv+e) ; 

cloeh sind diese Relationen nur insoweit bestimmt, dass ihre reehten 
Seiten nocli um die mit einem beliebigen Factor versebene Summe 
+ iUi + * * ' + ^c) vermebrt werden darf. In der That ist ja diese 
Summe mit Null identisch (wahrend eine weitere lineare Identitat 
zwischen den x leicht erweislich nicht existieren kann). Als Darstellung 
der X in den y findet sicli entweder direct oder durch Inversion der 
Formeln (7) (unter Benutzung des gerade hervorgehobenen Umstandes): 

( 8 ) (l — iy 'l) Xv — — 2 ( 2 /v+i + yv -^2 + 2/V+4) - — 

Wir gedenken noch der hierber gehorigen Entwicklungen Gor- 
dan’s (in der soeben namhaft gemacbten Arbeit in Bd. 20 der Math. 
Ann.), Entwicklungen, die sicb iibrigens gleicbformig auf die Resol- 
venten 7^*^® Grades des erweiterten Problems beziehen. Als Haupt- 
ergcbnis dersolben diirfen wir binstellen, dass vernioge der Relationen 
(7) und (8) die symmetriscben Punctionen der Wurzeln der einen 
Gloicbung das voile System der Ajfecifunctionen ftir die andere Gleichung 
licferu, die lotzte Ausdrucksweise in dem Sinne gebraucbt, dass sicb 
ill ibnen jede andero in don. Wurzoln der Gleichung gauze Aflfect- 
luuctiou der fraglicbcn Gleichung rational und ganz darstellen lasst. 
8otzei)L wir wieder = 0, so tibertragt sicb der ausgesprochene 

Satz obno woitoros auf unsore Glcicbungcn (3) und (4). 

§ 9. Vergleich der Stiifen g ss=» 5 tmd g tsa 7 . • Plan der ferneren 

Entwicklung. 

Im Laufe unserer nun abgescblossenen Entwicklungen iiber die 
siebonto Biufe batten wir beroits mannigfacb Gelegenbeit, auf die Be- 
zichungspunkto derselbon zu den bei g » 5 rorliegendon Verh'dltnissen 
binzudoiiton. Wir koiumon bier zum Schluss auf dioselben urn so 
liobor nocbmals zuriick, als wir damit zugleich einen Vorausblick auf 
die spiitor zu gebondo Verallgoiueinerung der durcbgefiibrten Unter- 
suchungon verbinden konnen, 

Um sogleicb an dio beiderseits eingeftibrten Modulsy sterna anzu- 
ImUpfcjn^ 80 w'erdcn wir offonbar die beiden Moduln fdnften 

ytufo den drei der Stufe ^ 7 gegentlbarzustellen habem Das 

Entsprechen dieser beiden Systeme grttndet sicb in erster Lxnie auf 
ihr analoges Verhalten gegentlber der Ausiibung von Modulsubstitu- 
tionen, woboi wir auf die dbnlicbe Structur dor boiderloi Gruppen 
und Gjgg zurtlckgreifen mtlsson. Die go: blieben bis auf eine 
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multiplicativ' zutretende fiinfte Einheitswurzel unverandert, wenn wir 
die Operation S ausubten, sie permutierten sicli dagegen bei den mit 
S vertauscbbaren Fg (vom Zeichen abgeselien). Diesen Fj entsprecben 
in der Q^qq die mit S vertauscbbaren und wir wissen, dass sicb 
die 0a gegeniiber diesen cyclisch permutiercn, wabrend sie bei Aus- 
iibung von S eine 7^® Einbeitswurzel als Factor annebmen. tjberbaupt 
aber wolle man bemerken, dass die gesamten ga-Substitutionen mit 
Hiilfe der fiinften Einbeitswurzeln im wesentlicben gerade so aufgebaut 
sind, wie die ; 2 ftt-Substitutioneu aus siebcnten Einbeitswurzeln (c£ For- 
mel (7) p. 620 und Formeln (5), (7) p. 705). Nur ist bier immer dor 
eine Unterscbied zu constatiereii, dass die vou ungerader, die 0a aber 
von gerader Dimension sind^ was denn zur Folge bat, dass die in 
bekannter Weise eine die 0a abcr nur cine erleiden. 

Das Entsprecben in den Structuren der Gqq und <^108 fandon wir 
seiner Zeit darin begriindet, dass beide Gruppen Specialfalle der zur 
Primzahlstufe g geborenden Gq(f^ty waren. In letzterer Gru])pe cr« 

gab S eine cycliscbe und den cycliscben und G,^ dor bcz. 
Gxqq entspracben allgemein die cycliscben Da wordcu wir nun 

spater ganz allgemein ein System von Moduln Stufo komum 

lernen, die sicb zu den soeben gekcnnzeiclmoten Uiitorgruppeu gc^rado 
so stellen, wie die boi g »= f> und die. 0a bei zu den bezUg- 

licben Gruppen, die des fenioren gegentiber don Modulsubsiitiiiionca 
ein System linearer Substitutioncu erleideii, die Jius Eiulunlswurzcsln 
genau so aufgebaut sind, wio die 5 ?«-Subrttituti(>JU‘n aus die 
stitutionon aus Einboiiswurzoln. Dieso Modullbnneu w(?rden in devn 

<^i 7 cojj cine Dimension zoigen, wclcbo mod. 2 mit * congruent ist, 

und i»t in der That fQr g 5 uugerade, tiir g *^5^ 7 gc^radtJ. 

HierUbor hinaus wird man sofort die droi Moduln /Ky bei q -^5 
mit deix vier Ay dor siebcnten Blufe. in J’arallelo stollen und in <U<JS(nu 
Uetraebt die in dor That ganz analogcn Formeln, weicbo die Bysteme 
der Ay mit den ia bez, don 0a v<^rbimlen, sowio audrersoits die beidcirlei 
Substitutxonssystemo der A/ vergleichen. Dnd in der That warden wir 
spiltorbin diobeidan genannten Modulsystcme als Bpccialfallo (unes bei der 

gtoBt ytufo existicronden Systems vou ^ UroHsen Ay kennen lemon, 

an denon wir alle wichtigen, oban fttr die Ay der Btufen g 5, 7 
aufgestellton Formoh) vesraUgemoinort fiudon worden* Diose Moduln 
Stufo Ay warden llbrigons in den eine Dimension zeigen, 
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die modulo 2 mit " ~ congruent ist, was wieder fur q = 6 und 7 

auf die wolilbekannten Verhaltnisse zuriickkommt. 

Indem wir unter Gebrauch der eingefuhrten Modulsysteme beider- 
seits ffir 2 = 5; 7 die beztiglicben Galois'scben Probleme ausfilbrlicli 
formulieren konnten, entspracben einander wiederum ins einzelne die 
von uns betracbteten Eesolventen der beiderlei Probleme. Der Resol- 
vente secbsten Grades bei q — 6 stellte sich bei q — 1 die Resolvente 
achten Grades an die Seite, und wir iiberblicken sofort, dass wir 
ihnen entsprecbend bei der allgemeinen Primzahlstufe eine Resolvente 
(2 + Grades besitzen, n'amlich diejenige; die den (2 + 1) halbmeta- 
cycliscben Gq {q— i) zugehort. 

2 

Minder durcbschlagend ist es, wenn wir der Resolvente ftoften 
Grades bei q — b die beiden Resolventen siebenten Grades bei q=l 
gegeniiberstellen. Hier weiss man ja auch; dass das Herabsinken des 
Grades auf die Stufenzabl q selbst eine p articular e Eigenscbaft ist, 
welche die Stufen =: 5, 7 nur noch mit 2 = H teilen. Immer aber 
werden wir es als eine unserer Hauptaufgaben fur spater anseben 
inUsseU; dass wir die beiden Resolventen 11*®“ Grades bei q^ 11 in 
einfacbster Weise wirklicb bilden. 

TJm die biermit gekennzeicbneten Verallgemeinerungen unserer 
bisherigen Bntwicklungen zu ermoglieben, werden wir uns indes zweck- 
nitissig mit neuon lliilfsniitteln versehen miissen. Es wUrde freilicb 
moglicb seiU; z. 13. auch noch die 11*® Stufe unter Anwendung der 
directen Riemann'achen Scblussweise vollig zu erledigen*); indessen 
bait es ftir die einzuftihrenden Moduln bei wachsender Stufenzabl immer 
sehwerer, sich mit den Anfangsgliedern der Reihenentwicklungen zu 
versehen, und letzterer bedarf man zu ausfbbrlicben Recbnungen, wie 
wir wiederholt erfahren baben, allenthalben. Es erscbeint demnaeh 
gebotou; ftSr die hbheren Stufenzablen von analytiscben Darstellungen 
der zu gebrau chon den Moduln geradezu unseren Ausgangspunkt zu 
nebmen; und da ist es nun wichtig, dass nns dcrartige Darstellungen 
bei passendom Ansatz durch die Transformation und Teilung der do^^elt- 
pmodmfim Jb^mciionm geliefert werden. Das Eingeben auf diesen 
Gegenstand; das bei der bezeiohneten Sachlage unsere nilcbste Aufgabe 
scin nmsS; bat aber auf der anderen Seite auch noch den Zweok, dass 
wir die voraufgebend in Geltung gewesenen Methoden nnd Gesiebts- 
punkte geradezu in ihrer Anwendbarkeit auf die Tbeorie der Trans- 

Man »ebo in diesom Betraobt die Abbandlaug von Elein: tj"ber Tram- 
formcdion elffm Ordmmg der elli^ischen Math, Amo. Bd, t5, p. 588(1879). 

MoAttlfttfttsWcmewu 48**^ 
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formation und Teilung der doppeltperiodisclien Functionen priifen wollen. 
Wir werden dabei nicbt nur diese ganze Theorie in das iibersichtliche 
Sciema der voraufgelienden Entwicklungen cingeordnet finden, sondern 
wir werden eben in unseren friiheren Entwicklungen die Mittel haben, 
in mebrfachem Betracht tiber die Transformationstheorie AufscbKisse 
zu geben, welclie die ilberlieferte Gestalt dieser Theorie nur erst un- 
vollkommen zu ermitteln vermochte. tJberliaupt aber gewinnen wir 
von da aus vollstandige analytische Darstellungen far diejenigen Moduln, 
die wir im Laufe der letden vier Kapiiel Jcennen gelernt hahcn, in Hirer 
AhhdvgigTccU von Og* Derartige Darstellungen zu liefern ist ja cine 
der Aufgaben, deren Ableistung wir uns vorgenommen batten (cL p. 589), 
— Tndera wir so einiger Hauptaufgaben gedenkeU; welche in unseren 
fcriieren Entwicklungen zu behandeln sein werden, wollen wir nocb 
ausdrtlcklich zufligen, dass wir daselbst aucb den mhlenihcoretischen An-^ 
^vendungcn der Transformationstheorie und der Modulfunctionen iiber- 
hanpt gerecht zu werden hoflfen. Im iibrigen darf es als selbstvenstand- 
licb angeseben werden, dass wir bei dicsem kurzen 'Oberblick nur die 
Hauptzweige unserer kiinftigen Entwicklungen kennzeiclmen konntcn, 

§ 10. Von dor Bedentung der Modulfunctionen fiir die Thoorio dor 
allgemeinon linear-automorpben Functionon. 

Letzten Endes konnen wir nicbt unterlassen, cincm lUick auf ciiuj 
woitero sebr wiebtige Verweudung dor vorausgebenden tJntorsucbungou 
zu werfen, die freilich tiber den engeron Gogenstand der Modulfunctionen 
binausweist. Man darf namlich "die Theorie d(^r Modiilluiuitioneti, tind 
zwar gerado die bier vorgefulirie B(*bandlung dorscdlxm, abs cine Vor- 
stufe zu den allgcmeinen Entwicklungen betraebtou, wclclu^ Poincard 
mul Klein fiber eindeutig(j Functionen niit linoaren TranHformationon 
in sicli gogelxui baboiu Daliin gidiorcui denii z* Ik aucb diej(uugen 
Functionen, welche wir friilior dadurch orbioltoii, dasH wir die alg(^- 
bruisclien Functionen (uner Flacbe Jf], in Ablnlngigkeit von der bc- 
zHglicbon iS-Function axiffasHten, odor cndlich noch allgiuneiiier, dans 
wir die algebraischou Ftuictionen einor beliebigon Fn auf die zug<ihorig<% 
Function (vorgl die Note p. 581) bozogen***). 

**") Hr, X^oincarij bat fiber die godaobton Functionen auHHor einor growHcn 
Keiho kloineror mit dom Jabre XBHl boginuender Notion iu dor Hmulan 

zmiilcbHt IHHt tnneni AafBatss iu dem MaibomatiHchon Aunabui (BtL tl): Nur kn 
femtiom unifomm qui sr. reprodui^mt par den mdffiUiuliom lifkairrH), daiin fornor 
in den Jahren tHHS- «h 4, ffinf gHJH«ere Abhandlungtm in <len erHton Ifilnden der 
Aofca mathouiaUca v<'rtHrt‘ntlicht 5 cUoKolbeu «itid; t) TIkorie dm groupm fmhnkm 
(114 1, t), *Ji] Mvmoire mr Im fmcikm fmh$imnm (Bd, I, p. *1) Memolta 

Hur Im groupen IddwUm (Hd* JJ, p» 4e), 4) Nur (m §T(mppi^ dm eqmUiom UmUtirm 
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Fur die Theorie der Hermit gemeinten Functionen erweisen sich. 
nun in der That alle Hauptgesichtspunkte der allgemeinen Erorterungen 
uuserer obigen Abschnitte II und III als fundamental. Um das zu 
belegen, erinnern wir bier zuvorderst nur an die in II, 1 entworfene 
Theorie der linearen Substitutionen und der zu den Gruppen linearer 
Substitutionen geliorenden Fundamentalbereiche. Diese Theorie weist 
keinerlei besondere Bezugnahme auf die Modulgruppe auf, passt viel- 
mehr gleichmassig auf alle Gruppen linearer Substitutionen. Wir 
lernten dabei den Unterschied zwischen Gruppen mit endlichem Pun- 
damentalbereich und Gruppen ohne einen solchen kennen (of. p. 191 
und 209) und bemerkten, dass nur Gruppen der ersteren Art in der 
Theorie der eindeutigen Functionen in Betracht kommen kbnnen. Inso- 
fern fiir eino derartige Gruppe durch die Kantenzuordnung des Funda- 
meatalbereiclis ein System von erzeugenden Substitutionen gegeben war, 
konnte die Gruppe durcb das Fundamentalpoljgon geradezu als definiert 
angcselien werdcn, ein Satz, von welcliem wir fiir die ans Modulsubsti- 
tutionen bestelienden Gruppen einen weitgohenden Gebrauch machten. 

Bei der Bildung „der zu einer Gruppe geliorenden Functionen"*^) 
sind I^oincard und Klein verscbiedene Wege gegaugen. Wahrend nam- 
licli dor erstero durcb direct angesotzte convergente Reihen von cha- 
raktoristiscber Bauart****) zugeborige Functionen berstellte, war fiir 
Klein dor Anacbluss an die Riemann’sebe Theorie der algebraischen 
Functionen und die zugehorigen Existenztheoreme der gewiesene Weg. 
In dor Tbat diirfto bier fiir ims sofort verstandlicb sein, wie sich ganz 
im Sinne unseres dritten Absebnittes das einzelne Polygon einer Gruppe 
aucb im allgemoinoren Fallo durcb Zusammenfaltung seiner auf einander 
bozogonor Riinder in cine im Raum gelegene Riemann^sebe Fliicbe 
umsotzen lasst, und wie wir nun weiter von den auf dieser Flache 
oxistioronden eindeutigen Functionen ohne wesentlicb singulare Punkto 
die fiir unsere Gruppe gesuchten Functionen hernehmen. Auf die 

(lid. 4r, p. 201), 5) M^moire $ur les fmciiom zilafuchaienn^B (Bd. 5, p. 209). Die 
bozUglichon Arboiton von Ilrn. Klein sind ansaer don frdher immer wieder warn- 
hafb gomaoliton Abbandlungen ilber Modnlfunctionen (of. die Nachweise p. 14f2 
und 808) : OhcT cindcutige IfunGtionm mit linearen Transformationen in sioh 
(Math. Ann. Bd. 19 und 20, 1H82), J^cue Beitriige mr Biemann^schen JPtmoUemnr 
ttmrie (Math. Ann. Bd. 21, 1882). Hr. Klein bozeiohnet die hier in Betracht 
komirumdea Panctionon neuordings als Umar-automorphe JdMncbiomn odor wohl 
auch kurzweg als md0morp}i>e Functionen, 

*) Dio Aimdruokswoiso ist genau so zn vorstohon, wie wir sie oben bci don 
aiiH Kodulsnbstitutionon bestohondon Qrux>pett gobrauchten. 

T)ioH(dbe bernht auf oinOr wichtigen Vorallgomeinerung dor Kisonstem’sehen 
Eoihon fUr di(5 doppoltxierxodischon PunoUonon. 
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letzteren iibertragt sicli also obne weiteres der ganze Apparat der 
Rieinann'sehen Theorie genau in der Weise, wie wir das oben im 
speciellen fiir die Modulfunctionen kennen lernten, 

Ea ist iibrigens fiir uns von besoixderera Interesse^ dass Poincare 
vermbge seiner Reihen direct nur diejenigen Punctionen bildet, welcbe 
er als ^^fonctions bezeichnet, und aus denen erst durch Quotienten- 
bildung die bei den Substitntionen der Gruppe unveranderlicben Func- 
tionen bervorgehen. Es mnss uns diese Sachlage sofort verstandlich 
seinj denn jene gemeinten Punctionen entsprechen direct unseren Modul- 
formen, und die Analogie ware eine noch augenfillligere geworden, falls 
sicb Hr. Poincare der homogenen Schreihwetse bedient batte. Letztere 
diirfen wir aber fiir die vorliegenden Zwecke um so naebr als sacb- 
gemass anerkennen, als die Formen gegeniiber den homogenen Sub- 
stitutionen direct invariant sind, wabrend sicb Poincare's ,,fonctions 
th<Sta^^ bei Ausiibung einer zugeborigen Substitution immer noch um 
einen von der letzteren abbiingigen Factor lindern. 

Wenn nun in der That fiir die so umgrenzte Theorie dor auto- 
morphen Punctionen die ellix^tiscbeu Modulfunctionen die orston bis 
ins einzelne betrachteten Bcispiolo liofcrn, so mag man nacb deu 
Griinden forscben, waruni die gescbichtlicho Entwicklung gorado diose 
Beispiele als erste an die Hand gab. Maix wird da orstHcb <li(5 ongo 
Verwandtsebaft der Modulfunctionen mit den doppoltporiodiscbou Fiinc- 
tionen, sodann aber den besonders zuganglicben aritbmetiHchon Gha- 
rakter der Modulgruppe anftthren- Man muss wohl in lotztorcm Um- 
stande den Hauptgesichtspunkt sehon; denn auch d(^r orst(jro filhrt 
auf ihn zuriick, wie leicht wtuior aiisgefulirt wcrdcu koutite, 

Hier fiudeii wir also allgemoin eine Hacblago, wie wir sic oben 
(p. ♦*387) bei der Bes])rccbung dos gruppoutbooretiHclnm I’robloms dor 
Modulfunctioncm insbesondere keunon loruten. Mtr dirjmigen aulo^ 
morphen FuncUonm vermogen ivir in erschdpfbular Wem 0 h (mhanddn^ 
derm »^elmige Gmppen wir von arithmetiHchcr Hoik hchorn^ehm^ xirid 
das sind einstweilon alloin die Congruenzgruppen innerhalb der Modul- 
gruppe und einige wonigo Grux)pei:i ver wand ter Art. Zwiseben tier 
Zablenthoorio und dor Manuigfaltigkeit der goometriHohen Figuren, 
doren BildungHgosctz wir ttberblickon, bestebt eben zur Zoit noch oiu 
Missvorlnlltnis. Wir kbnnon in diosem Botraebt nur wiedorbolen, was 
wir schon einmal (p. 418) botonten, dass nilmlicb die Zahlentheorie 
voti der Piille der sicli bier goometriscb aufdrilngonden I^roblome eine 
wbsentliclie Weitorcnfcwicklung erfahren dilrfto, tmd lutlssen nun binzu* 
setzen, dass eben biervon eine exacto Durcbbildung dor Theorie dor 
automorphen Ifanetionon abzuhUngon sebeini 
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